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摘要：　 将正交各向异性矩形薄板方程化为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，利用分离变量法给出相应的无穷维

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子，进而计算出该无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子的本征值及对应的本征函数系， 并分别证明了

本征函数系的辛正交性及完备性．之后利用辛叠加方法，求出正交各向异性矩形薄板弯曲问题的解

析解．最后通过算例验证了所得解析解的正确性．
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引　 　 言

各向异性矩形板广泛应用于国防及民用工业等多个领域，它在各个方向的力学性质是不

同的，这种力学上的各向异性为设计人员提供了自由度．但各向异性板的方程一般为高阶多变

量的偏微分方程，很难得到其解析解．因此，学者们尝试用各种数值方法解决这类问题，如有限

元法［１］、无单元法［２］等．与数值方法相比，解析方法给许多重要的理论问题提供了更便捷的渠

道，因此解析方法不可忽略．经过学者们的长期研究，给出了关于正交各向异性板问题的一些

解析方法，如有限积分变换法［３］、三角级数法［４］ 等．但是上述方法均属于半逆解法或基于半逆

解法的方法，这类方法需要事先人为选定挠度函数等，这样的选取方法不够理性，无规律可循，
因而具有一定的局限性． ２０ 世纪 ９０ 年代，钟万勰院士将无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系引入弹性力

学［５］，得到了辛弹性力学方法［６］ ．到目前为止，辛弹性力学方法已经研究了许多力学中的实际

问题［７⁃８］，其中薄板相关方面问题也已有很多工作，如矩形薄板、扇形薄板［９］ 和环形薄板［１０］ 等

问题．但应用辛弹性力学方法解决对边固支薄板的弯曲问题时［１１］，会遇到对应无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
算子本征值和本征函数系均为复数的情况，需要用数值的近似计算来解决，因此利用辛弹性力

学方法解决该问题不够理想．为了解决这类问题，Ｌｉｕ 和 Ｌｉ 提出了辛叠加法［１２］ ．该方法已在各
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向同性板弯曲［１３］、振动［１４⁃１５］等一系列问题中得到了广泛应用．然而到目前为止，由于各向异性
板问题本身的复杂性使得该方法仍未能应用到此类问题中．基于上述情况，本文研究了四边固

支正交各向异性矩形薄板弯曲方程，将其转化为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，利用分离变量法得到对应的
无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子．经符号运算，给出对边简支边界条件下无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子的本征值，
该本征值可分为单根和重根两种情形，并分别算出其对应的本征函数系，还分别证明了两类本

征值所对应的本征函数系的辛正交性及完备性．之后利用辛叠加方法，推导出了集中荷载下四
边固支正交各向异性矩形薄板弯曲问题的解析解．最后将计算结果与已有文献的结果进行比

较，验证了本文所得解析解的正确性．

１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

考虑正交各向异性矩形薄板方程：

　 　 Ｄ１１
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ２Ｈ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｙ２

＋ Ｄ２２
∂４ｗ
∂ｙ４

＋ Ｋｗ ＝ ｑ， （１）

定义区域为

　 　 （ｘ，ｙ，ｚ） ｜ ０ ≤ ｘ ≤ ａ，０ ≤ ｙ ≤ ｂ， － ｈ
２

≤ ｚ ≤ ｈ
２{ } ，

其中 ｗ 是挠度， ｑ 是横向外荷载， Ｋ 为地基的反应模量， Ｄ１１ 和 Ｄ２２ 分别是板关于 ｙ 轴和 ｘ 轴的
弯曲刚度，通过相互独立的弹性常数 Ｅ１，Ｅ２，Ｇ１２， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν１２ 和 ν２１ 以及板厚 ｈ 来定义：

　 　 Ｄ１１ ＝
Ｅ１ｈ３

１２（１ － ν１２ν２１）
， Ｄ２２ ＝

Ｅ２ｈ３

１２（１ － ν１２ν２１）
， （２）

Ｈ 称为板的有效扭转刚度
　 　 Ｈ ＝ Ｄ１２ ＋ ２Ｄ６６， （３）

其中 Ｄ１２ ＝ ν１２Ｄ２２ ＝ ν２１Ｄ１１，Ｄ６６ ＝
Ｇ１２ｈ３

１２
为板的扭转刚度．

板内弯矩、扭矩、剪力以及等效剪力分别为

　 　 Ｍｘ ＝ － Ｄ１１
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｄ１２
∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｍｙ ＝ － Ｄ２２

∂２ｗ
∂ｙ２

＋ Ｄ１２
∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｍｘｙ ＝ － ２Ｄ６６

∂２ｗ
∂ｘｙ

， （４）

　 　 Ｑｘ ＝ －
∂
∂ｘ

Ｄ１１
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｈ ∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｑｙ ＝ －

∂
∂ｙ

Ｄ２２
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ Ｈ ∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

　 　 Ｖｘ ＝ Ｑｘ ＋
∂Ｍｘｙ

∂ｙ
， Ｖｙ ＝ Ｑｙ ＋

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
． （６）

令 ∂ｗ ／ ∂ｙ ＝ θ， 则由方程（４） ～ （６）可得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统为
　 　 Ｕ ＝ ＨＵ ＋ ｆ， （７）

其中

　 　 Ｈ ＝

０ １ ０ ０

－
Ｄ１２

Ｄ２２

∂２

∂ｘ２ ０ ０ － １
Ｄ２２

－ Ｋ － Ｄ１１ －
Ｄ２

１２

Ｄ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂４

∂ｘ４ ０ ０
Ｄ１２

Ｄ２２

∂２

∂ｘ２

０ ４Ｄ６６
∂２

∂ｘ２
－ １ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｕ ＝

ｗ
θ

－ Ｖｙ

Ｍｙ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， ｆ ＝

０
０
ｑ
０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，
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Ｕ 表示对 ｙ 求偏导．通过计算可验证算子矩阵Ｈ满足ＨＴ ＝ ＪＨＪ，即Ｈ是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵，从
而式（７）为薄板的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统．

２　 本征值和本征函数系

为了求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（７），先求对应的齐次方程：
　 　 Ｕ ＝ ＨＵ ． （８）

利用分离变量法求解式（８），令
　 　 Ｕ ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）， （９）

将式（９）代入式（８）可得

　 　 ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

＝ μＹ（ｙ）， ＨＸ（ｘ） ＝ μＸ（ｘ）， （１０）

式中 μ 为本征值， Ｘ（ｘ） 为相应的本征函数，记 Ｘ（ｘ） ＝ （Ｘ１（ｘ） Ｘ２（ｘ） Ｘ３（ｘ） Ｘ４（ｘ）） Ｔ ．
将式（１０）中的第二式整理可得

　 　 Ｄ１１

ｄ４Ｘ１（ｘ）
ｄｘ４

＋ ２Ｈμ ２ ｄ２Ｘ１（ｘ）
ｄｘ２

＋ （Ｄ２２μ ４ ＋ Ｋ）Ｘ１（ｘ） ＝ ０． （１１）

令 Ｘ１（ｘ） ＝ ｅλｘ， 代入式（１１）得其解为

　 　 Ｘ１（ｘ） ＝ ｃ１ｅλ１ｘ ＋ ｃ２ｅ
－λ１ｘ ＋ ｃ３ｅλ２ｘ ＋ ｃ４ｅ

－λ２ｘ，
代入对边简支条件

　 　
ｗ（０，ｙ） ＝ ｗ（ａ，ｙ） ＝ ０，
Ｍｘ（０，ｙ） ＝ Ｍｘ（ａ，ｙ） ＝ ０{ （１２）

得

　 　
λ １ ＝

－ Ｈμ ２ ＋ μ ４（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２） － ＫＤ１１

Ｄ１１
，

λ ２ ＝
－ Ｈμ ２ － μ ４（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２） － ＫＤ１１

Ｄ１１
．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）

通过式（１３）可得 μ 为

　 　
μ １ ＝ ±

ａ２ｎ２π ２Ｈ ＋ ａ４［ － ａ４ＫＤ２２ ＋ ｎ４π ４（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２）］
ａ４Ｄ２２

，

μ ２ ＝ ±
ａ２ｎ２π ２Ｈ － ａ４［ － ａ４ＫＤ２２ ＋ ｎ４π ４（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２）］

ａ４Ｄ２２

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１４）

２．１　 本征值为重根的情形

当 Ｋ２ ＋ （Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２） ２ ＝ ０， 根据式（１４）可得 ２ 重根的本征值：

　 　 μ ｎ ＝ α ｎ
Ｈ
Ｄ２２

，　 　 ｎ ＝ ± １， ± ２， ± ３，…， （１５）

其中 α ｎ ＝ ｎπ ／ ａ ．由式（１０）中的第二式可得 μ ｎ 相应的本征函数为

３１３四边固支正交各向异性矩形薄板弯曲问题的辛叠加方法



　 　 Ｘ０
ｎ（ｘ） ＝

１
μ ｎ

ａ２μ ２
ｎＤ２２ － ｎ２π ２（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）

ａ２ μ ｎ

ｎ２π ２Ｄ１２ － ａ２μ ２
ｎＤ２２

ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｓｉｎ（α ｎｘ） ．

根据 ＨＸ１
ｎ（ｘ） ＝ μ ｎＸ１

ｎ（ｘ） ＋ Ｘ０
ｎ（ｘ） ［９］，得到 μ ｎ 对应的一阶 Ｊｏｒｄａｎ 型本征函数：

　 　 Ｘ１
ｎ（ｘ） ＝

１
１ ＋ μ ｎ

－ ｎ２π ２（１ ＋ μ ｎ）Ｄ１２ ＋ ａ２μ ２
ｎ（３ ＋ μ ｎ）Ｄ２２ － ４ｎ２π ２（１ ＋ μ ｎ）Ｄ６６

ａ２

ｎ２π ２Ｄ１２ － ａ２μ ｎ（２ ＋ μ ｎ）Ｄ２２

ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｓｉｎ（α ｎｘ） ．

通过计算，可得到 μ －ｎ 对应的本征函数以及一阶 Ｊｏｒｄａｎ 型本征函数，分别为

　 　 Ｘ０
－ｎ（ｘ） ＝

－ １
μ ｎ

ａ２μ ２
ｎＤ２２ － ｎ２π ２（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）

ａ２ μ ｎ

ａ２μ ２
ｎＤ２２ － ｎ２π ２Ｄ１２

ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｓｉｎ（α ｎｘ），

　 　 Ｘ１
－ｎ（ｘ） ＝

－ １ － １
μ ｎ

μ ｎ

ａ２（ － ２ ＋ μ ｎ）μ ｎＤ２２ － ｎ２π ２（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）
ａ２ μ ｎ

－ ｎ２π ２（１ ＋ μ ｎ）Ｄ１２ ＋ ａ２（ － １ ＋ μ ｎ）μ ２
ｎＤ２２

ａ２μ ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ｓｉｎ（α ｎｘ） ．

２．２　 本征值为单根的情形

当 Ｋ２ ＋ （Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２） ２ ≠ ０， 根据式（１４）可得单重本征值：

　 　 μ ｎ１ ＝
α２

ｎＨ
Ｄ２２

＋
α４

ｎ（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２）
Ｄ２

２２

－ Ｋ
Ｄ２２

， μ ｎ２ ＝ － μ ｎ１，

　 　 μ ｎ３ ＝
α２

ｎＨ
Ｄ２２

－
α４

ｎ（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２）
Ｄ２

２２

－ Ｋ
Ｄ２２

， μ ｎ４ ＝ － μ ｎ３ ． （１６）

对应的本征函数系为

　 　 Ｘｎｉ（ｘ） ＝ （１， μ ｎｉ， μ ３
ｎｉＤ２２ － α２

ｎ（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）μ ｎｉ， α２
ｎＤ１２ － μ ２

ｎｉＤ２２） Ｔｓｉｎ（α ｎｘ）， （１７）
其中　 　 ｎ ＝ １，２，３，…，ｉ ＝ １，２，３，４．
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３　 辛正交性及完备性

定义 １　 设 Ｘ ＝ Ｌ２［０，ａ］ × Ｌ２［０，ａ］ × Ｌ２［０，ａ］ × Ｌ２［０，ａ］， 在 Ｘ 上定义 Ｐ，Ｑ 的辛内积为

　 　 〈Ｐ，Ｑ〉 ＝ ∫ａ
０
ＰＴＪＱｄｘ，

其中 Ｐ，Ｑ ∈ Ｘ，Ｊ ＝
０ Ｉ２

－ Ｉ２ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｉ２ 为 ２ 阶单位矩阵．

３．１　 本征值为重根时的辛正交性及完备性

根据定义 １， 有如下引理．
引理 １　 在空间 Ｘ 中，无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子 Ｈ 的本征函数系 {Ｘｉ

ｎ（ｘ） ｜ ｉ ＝ ０， １； ｎ ＝ ± １，
± ２， ± ３， ± ４ } 是辛正交的．

证明　 通过符号计算，可验证本征函数系 {Ｘｉ
ｎ（ｘ） ｜ ｉ ＝ ０，１；ｎ ＝ ± １， ± ２， ± ３， ± ４ } 满足

　 　 〈Ｘ０
ｍ（ｘ），Ｘ１

－ｎ（ｘ）〉 ＝
－ ２ｎ２π ２Ｈ

ａ
， ｍ ＝ ｎ，

０， ｍ ≠ ｎ，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 〈Ｘ１
ｍ（ｘ），Ｘ０

－ｎ（ｘ）〉 ＝
２ｎ２π ２Ｈ

ａ
， ｍ ＝ ｎ，

０， ｍ ≠ ｎ ．

ì

î

í

ïï

ïï

因此，引理得证．
定理 １　 在空间 Ｘ 中，无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子 Ｈ 的本征函数系 {Ｘｉ

ｎ（ｘ） ｜ ｉ ＝ ０， １； ｎ ＝ ± １，
± ２， ± ３， ± ４ } 在 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）主值意义下是完备的．

证明　 ∀Ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ） ｆ３（ｘ） ｆ４（ｘ）） Ｔ ∈ Ｘ， 在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下，利用辛本

征函数 {Ｘｉ
ｎ（ｘ） ｜ ｉ ＝ ０，１；ｎ ＝ ± １， ± ２， ± ３， ± ４ } ，Ｆ（ｘ） 有如下辛⁃Ｆｏｕｒｉｅｒ 表达：

　 　 Ｆ（ｘ） ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １
（ｇ０

ｎＸ０
ｎ（ｘ） ＋ ｇ１

ｎＸ１
ｎ（ｘ） ＋ ｇ０

－ｎＸ０
－ｎ（ｘ） ＋ ｇ１

－ｎＸ１
－ｎ（ｘ）） ． （１８）

根据引理 １，有

　 　 ｇ０
ｎ ＝

〈Ｆ（ｘ），Ｘ１
－ｎ（ｘ）〉

〈Ｘ０
ｎ（ｘ），Ｘ１

－ｎ（ｘ）〉
， ｇ１

ｎ ＝
〈Ｆ（ｘ），Ｘ０

－ｎ（ｘ）〉
〈Ｘ１

ｎ（ｘ），Ｘ０
－ｎ（ｘ）〉

，

　 　 ｇ０
－ｎ ＝

〈Ｆ（ｘ），Ｘ１
ｎ（ｘ）〉

〈Ｘ０
－ｎ（ｘ），Ｘ１

ｎ（ｘ）〉
， ｇ１

－ｎ ＝
〈Ｆ（ｘ），Ｘ０

ｎ（ｘ）〉
〈Ｘ１

－ｎ（ｘ），Ｘ０
ｎ（ｘ）〉

．

通过符号计算，有

　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １
（ｇ０

ｎＸ０
ｎ（ｘ） ＋ ｇ１

ｎＸ１
ｎ（ｘ） ＋ ｇ０

－ｎＸ０
－ｎ（ｘ） ＋ ｇ１

－ｎＸ１
－ｎ（ｘ）） ＝

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ１（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ２（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ３（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ４（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， （１９）
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注意到 ∑
¥

ｎ ＝ １

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆｋ（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ） ［１６］ 是函数 ｆｋ（ｘ）（ｋ ＝ １，２，３，４） 在 Ｌ２［０，ａ］ 空间

中完备正交基 { ｓｉｎ（α ｎｘ） } ¥

ｎ ＝ １ 下的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开．因此，定理 １ 得证．
３．２　 本征值为单根时的辛正交性及完备性

根据定义 １，有如下引理．
引理 ２　 在空间 Ｘ 中，无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子 Ｈ 的本征函数系 {Ｘｎｉ（ｘ） ｜ ｎ ＝ １，２，３，…，ｉ ＝

１，２，３，４ } 是辛正交的．
证明　 根据辛正交性的定义，通过符号计算，可验证 Ｈ 的本征函数系 {Ｘｎｉ（ｘ） ｜ ｎ ＝ １，２，

３，…，ｉ ＝ １，２，３，４ } 满足

　 　 〈Ｘｎ１（ｘ），Ｘｍ２（ｘ）〉 ＝
２ａ（α２

ｎＨμ ｎ１ － Ｄ２２μ ２
ｎ１）， ｍ ＝ ｎ，

０， ｍ ≠ ｎ，{
　 　 〈Ｘｎ３（ｘ），Ｘｍ２（ｘ）〉 ＝

２ａ（α２
ｎＨμ ｎ３ － Ｄ２２μ ２

ｎ３）， ｍ ＝ ｎ，
０， ｍ ≠ ｎ ．{

故该本征函数系满足辛正交性．
定理 ２　 在空间 Ｘ 中，无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子 Ｈ 的本征函数系 {Ｘｎｉ（ｘ） ｜ ｎ ＝ １，２，３，…，ｉ ＝

１，２，３，４ } 在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下是完备的．
证明　 ∀Ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ） ｆ３（ｘ） ｆ４（ｘ）） Ｔ ∈ Ｘ， 在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下，利用辛本

征函数系 {Ｘｎｉ（ｘ） ｜ ｎ ＝ １，２，３，…，ｉ ＝ １，２，３，４ } ，Ｆ（ｘ） 有如下辛⁃Ｆｏｕｒｉｅｒ 表达：

　 　 Ｆ（ｘ） ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １
（ａｎ１Ｘｎ１（ｘ） ＋ ａｎ２Ｘｎ２（ｘ） ＋ ａｎ３Ｘｎ３（ｘ） ＋ ａｎ４Ｘｎ４（ｘ）） ． （２０）

根据引理 ２，得

　 　 ａｎ１ ＝
〈Ｘｎ２（ｘ），Ｆ（ｘ）〉
〈Ｘｎ２（ｘ），Ｘｎ１（ｘ）〉

， ａｎ２ ＝
〈Ｘｎ１（ｘ），Ｆ（ｘ）〉
〈Ｘｎ１（ｘ），Ｘｎ２（ｘ）〉

，

　 　 ａｎ３ ＝
〈Ｘｎ４（ｘ），Ｆ（ｘ）〉
〈Ｘｎ４（ｘ），Ｘｎ３（ｘ）〉

， ａｎ４ ＝
〈Ｘｎ３（ｘ），Ｆ（ｘ）〉
〈Ｘｎ３（ｘ），Ｘｎ４（ｘ）〉

，

直接计算得

　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １
（ａｎ１Ｘｎ１（ｘ） ＋ ａｎ２Ｘｎ２（ｘ） ＋ ａｎ３Ｘｎ３（ｘ） ＋ ａｎ４Ｘｎ４（ｘ）） ＝

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ１（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ２（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ３（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

２
ａ ∫ａ

０
ｓｉｎ（α ｎｘ） ｆ４（ｘ）ｄｘ( ) ｓｉｎ（α ｎｘ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

． （２１）

故定理 ２ 得证．

４　 辛叠加解析解

４．１　 本征值为重根情形下的辛叠加解

根据定理 １，假设在边界条件（１２）下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（７）的通解为
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　 　 Ｕ（ｘ，ｙ） ＝

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １
（Ｙ０

ｎ（ｙ）Ｘ０
ｎ（ｘ） ＋ Ｙ１

ｎ（ｙ）Ｘ１
ｎ（ｘ） ＋ Ｙ０

－ｎ（ｙ）Ｘ０
－ｎ（ｘ） ＋ Ｙ１

－ｎ（ｙ）Ｘ１
－ｎ（ｘ））， （２２）

其中 Ｕ（ｘ，ｙ） 的第一分量为所求的挠度 ｗ（ｘ，ｙ） ．
集中荷载作用下四边固支正交各向异性矩形薄板弯曲问题分为 ３ 个子问题［１７］，如下：（ａ）

集中荷载作用下四边简支薄板弯曲问题；（ｂ） 在 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边简支，在 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 边的弯

矩分别为 ∑¥

ｎ ＝ １
Ｅｎｓｉｎ（α ｎｘ） 和∑¥

ｎ ＝ １
Ｆｎｓｉｎ（α ｎｘ） 的问题；（ｃ） 在 ｙ ＝ ０和 ｙ ＝ ｂ 边简支，在 ｘ ＝ ０

和 ｘ ＝ ａ 边的弯矩分别为 ∑¥

ｎ ＝ １
Ｇｎｓｉｎ（β ｎｙ） 和∑¥

ｎ ＝ １
Ｈｎｓｉｎ（β ｎｙ） 的问题，其中 β ｎ ＝ ｎπ ／ ｂ ．

将上述 ３ 个子问题的通解叠加后可得到集中荷载作用下四边固支正交各向异性矩形薄板

弯曲问题的通解．
经计算，可得子问题（ａ）的解为

　 　 ｗ１（ｘ，ｙ） ＝ １
４ｎ２π ２Ｈ

ａＰｓｉｎ（α ｎｘ）ｓｉｎ（α ｎｘ０） ( １
μ ｎ

２ｅ －ｙμｎ（ｅ（ｂ＋２ｙ）μｎ（ － １ ＋ ｃｏｔｈ（ｂμ ｎ）） －

　 　 　 　 （１ ＋ （１ ＋ ｅ２ｙμｎ）ｙμ ｎ）ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ））ｓｉｎｈ（（ｂ － ｙ０）μ ｎ） ＋

　 　 　 　 １
μ ｎ

４Ｈ（ｙ － ｙ０）（（ｙ － ｙ０）μ ｎｃｏｓｈ（（ｙ － ｙ０）μ ｎ） － ｓｉｎｈ（（ｙ － ｙ０）μ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ２ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ） ２ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ）（ｙ０ｓｉｎｈ（（２ｂ － ｙ０）μ ｎ） ＋ （ － ２ｂ ＋ ｙ０）ｓｉｎｈ（ｙ０μ ｎ）） )，
其中 （ｘ０，ｙ０） 为集中荷载的作用点， Ｈ（ｙ － ｙ０） 为 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 软件中 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ ｔｈｅｔａ 函数．

子问题（ｂ）的通解为

　 　 ｗ２（ｘ，ｙ） ＝ １
４μ ｎＤ２２

ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ） ２ｓｉｎ（α ｎｘ）（（ｙｓｉｎｈ（（２ｂ － ｙ）μ ｎ） ＋

　 　 　 　 （ － ２ｂ ＋ ｙ）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ））Ｅｎ ＋
　 　 　 　 ２（ － ｙｃｏｓｈ（ｙμ ｎ）ｓｉｎｈ（ｂμ ｎ） ＋ ｂｃｏｓｈ（ｂμ ｎ）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ））Ｆｎ） ．
子问题（ｃ）的通解为

　 　 ｗ３（ｘ，ｙ） ＝ １
４Ｄ１１ξ ｎ

ｃｓｃｈ（ａξ ｎ） ２ｓｉｎ（β ｎｙ）（（ｘｓｉｎｈ（（２ａ － ｘ）ξ ｎ） ＋

　 　 　 　 （ － ２ａ ＋ ｘ）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ））Ｇｎ ＋
　 　 　 　 ２（ － ｘｃｏｓｈ（ｘξ ｎ）ｓｉｎｈ（ａξ ｎ） ＋ ａｃｏｓｈ（ａξ ｎ）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ））Ｈｎ），

其中　 　 ξ ｎ ＝ β ｎ
Ｈ
Ｄ１１

，ｎ ＝ ± １， ± ２， ± ３，… ．

为了满足四边固支边界条件，在边界 ｙ ＝ ０ 处有

　 　
ａＰｃｓｃｈ（ｂμ ｉ） ２ｓｉｎ（α ｉｘ０）（ｙ０ｓｉｎｈ（（２ｂ － ｙ０）μ ｉ） ＋ （ － ２ｂ ＋ ｙ０）ｓｉｎｈ（ｙ０μ ｉ））μ ｉ

２ｉ２π ２Ｈ
＋

　 　 　 　
ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ） ２（Ｅ ｉ（ｓｉｎｈ（２ｂμ ｉ） － ２ｂμ ｉ） ＋ ２Ｆ ｉ（ － ｓｉｎｈ（ｂμ ｉ） ＋ ｂｃｓｃｈ（ｂμ ｉ）μ ｉ））

４Ｄ２２μ ｉ

＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １

２ａ２ ｉｎπ ２（Ｇｎ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｈｎ）
ｂＤ１１（ ｉ２π ２ ＋ ａ２ξ ２

ｎ） ２
＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （２３）

在边界 ｙ ＝ ｂ 处，有
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ａＰｃｓｃｈ（ｂμ ｉ）ｓｉｎ（α ｉｘ０）（ｙ０ｃｏｓｈ（ｙ０μ ｉ） － ｂｃｏｔｈ（ｂμ ｉ）ｓｉｎｈ（ｙ０μ ｉ））μ ｉ

ｉ２π ２Ｈ
－

　 　 　 　
ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ） ２（Ｆ ｉ（ｓｉｎｈ（２ｂμ ｉ） － ２ｂμ ｉ） ＋ ２Ｅ ｉ（ － ｓｉｎｈ（ｂμ ｉ） ＋ ｂｃｓｃｈ（ｂμ ｉ）μ ｉ））

４Ｄ２２μ ｉ

＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １

２ａ２ ｉｎπ ２ｃｏｓ（ｎπ）（Ｇｎ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｈｎ）
ｂＤ１１ （ ｉ２π ２ ＋ ａ２ξ ２

ｎ） ２
＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （２４）

在边界 ｘ ＝ ０ 处，有

　 　
ｂＰｃｓｃｈ（ａξ ｊ） ２ｓｉｎ（β ｊｙ０）（ｘ０ｓｉｎｈ（（２ａ － ｘ０）ξ ｊ） ＋ （ － ２ａ ＋ ｘ０）ｓｉｎｈ（ｘ０ξ ｊ））ξ ｊ

２ｊ２π ２Ｈ
＋

　 　 　 　
ｃｓｃｈ（ａξ ｊ） ２（Ｇ ｊ（ｓｉｎｈ（２ａξ ｊ） － ２ａξ ｊ） ＋ ２Ｈ ｊ（ － ｓｉｎｈ（ａξ ｊ） ＋ ａｃｓｃｈ（ａξ ｊ）ξ ｊ））

４Ｄ１１ξ ｊ

＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｍ ＝ １

２ｂ２ ｊｍπ ２（Ｅｍ － ｃｏｓ（ ｊπ）Ｆｍ）
ａＤ２２ （ ｊ２π ２ ＋ ｂ２μｍ

２） ２
＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，３，… ． （２５）

在边界 ｘ ＝ ａ 处，有

　 　
４ｂｅ２ａξ ｊＰｓｉｎ（β ｊｙ０）（ｘ０ｃｏｓｈ（ｘ０ξ ｊ）ｓｉｎｈ（ａξ ｊ） － ａｃｏｓｈ（ａξ ｊ）ｓｉｎｈ（ｘ０ξ ｊ））ξ ｊ

（ － １ ＋ ｅ２ａξ ｊ） ２ ｊ２π ２Ｈ
－

　 　 　 　
ｃｓｃｈ（ａξ ｊ） ２（Ｈ ｊ（ｓｉｎｈ（２ａξ ｊ） － ２ａξ ｊ） ＋ ２Ｇ ｊ（ － ｓｉｎｈ（ａξ ｊ） ＋ ａｃｓｃｈ（ａξ ｊ）ξ ｊ））

４Ｄ１１ξ ｊ

＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｍ ＝ １

２ｂ２ ｊｍπ ２ｃｏｓ（ｍπ）（Ｅｍ － ｃｏｓ（ ｊπ）Ｆｍ）
ａＤ２２（ ｊ２π ２ ＋ ｂ２μ ２

ｍ） ２
＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，３，… ． （２６）

通过求解方程（２３） ～ （２６），可得到对应的系数 Ｅｎ，Ｆｎ，Ｇｎ，Ｈｎ， 这样便得到通解

　 　 ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ｗ１（ｘ，ｙ） ＋ ｗ２（ｘ，ｙ） ＋ ｗ３（ｘ，ｙ） ． （２７）
４．２　 本征值为单根情形下的辛叠加解

根据定理 ２，假设边界条件（１２）下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系（７）的解有如下形式：

　 　 Ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １
（Ｔｎ１Ｘｎ１（ｘ） ＋ Ｔｎ２Ｘｎ２（ｘ） ＋ Ｔｎ３Ｘｎ３（ｘ） ＋ Ｔｎ４Ｘｎ４（ｘ）） ． （２８）

经计算，得到子问题（ａ）的弯曲解析解

　 　 ｗ１（ｘ，ｙ） ＝ ａＰ∑
¥

ｎ ＝ １
ｓｉｎ（α ｎｘ）ｓｉｎ（α ｎｘ０）

ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ３）ｓｉｎｈ（μ ｎ３ｙ）ｓｉｎｈ（μ ｎ３（ｂ － ｙ０））
ｎ２π ２Ｈμ ｎ３ － ａ２Ｄ２２μ ３

ｎ３

＋{
　 　 　 　

ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ１）ｓｉｎｈ（μ ｎ１ｙ）ｓｉｎｈ（μ ｎ１（ｂ － ｙ０））
ｎ２π ２Ｈμ ｎ１ － ａ２Ｄ２２μ ３

ｎ１

＋

　 　 　 　 Ｈ（ｙ － ｙ０）
ｓｉｎｈ（μ ｎ１（ｙ － ｙ０））

－ ｎ２π ２Ｈμ ｎ１ ＋ ａ２Ｄ２２μ ３
ｎ１

＋
ｓｉｎｈ（μ ｎ３（ｙ － ｙ０））

－ ｎ２π ２Ｈμ ｎ３ ＋ ａ２Ｄ２２μ ３
ｎ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ． （２９）

子问题（ｂ）和（ｃ）的弯曲解析解，分别如下：

　 　 ｗ２（ｘ，ｙ） ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １

ｓｉｎ（α ｎｘ）
Ｄ２２（μ ２

ｎ１ － μ ２
ｎ３）

（Ｅｎ（ｃｏｓｈ（ｙμ ｎ３） － ｃｏｓｈ（ｙμ ｎ１） ＋

　 　 　 　 ｃｏｔｈ（ｂμ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ１） － ｃｏｔｈ（ｂμ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ３）） ＋
　 　 　 　 Ｆｎ（ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ３） － ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ１）））， （３０）
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　 　 ｗ３（ｘ，ｙ） ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １

ｓｉｎ（β ｎｙ）
Ｄ２２（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ３）

（Ｇｎ（ｃｏｓｈ（ｘξ ｎ３） － ｃｏｓｈ（ｘξ ｎ１） ＋

　 　 　 　 ｃｏｔｈ（ａξ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ１） － ｃｏｔｈ（ａξ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ３）） ＋
　 　 　 　 Ｈｎ（ｃｓｃｈ（ａξ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ３） － ｃｓｃｈ（ａξ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ１）））， （３１）

其中

　 　 ξ ｎ１ ＝
β ２

ｎＨ
Ｄ１１

＋
β ４

ｎ（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２）
Ｄ２

１１

－ Ｋ
Ｄ１１

， ξ ｎ３ ＝
β ２

ｎＨ
Ｄ１１

－
β ４

ｎ（Ｈ２ － Ｄ１１Ｄ２２）
Ｄ２

１１

－ Ｋ
Ｄ１１

．

为了满足固支边界条件，３ 个子问题之和在边界 ｙ ＝ ０ 处，有

　 　 ａＰｓｉｎ（α ｉｘ０）
ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）ｓｉｎｈ（（ｂ － ｙ０）μ ｉ１）

ｉ２π ２Ｈ － ａ２Ｄ２２μ ２
ｉ１

＋
ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）ｓｉｎｈ（（ｂ － ｙ０）μ ｉ３）

ｉ２π ２Ｈ － ａ２Ｄ２２μ ２
ｉ３

{ } ＋

　 　 　 　 １
Ｄ２２（μ ２

ｉ１ － μ ２
ｉ３）

（Ｅ ｉ（ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１ － ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ３）μ ｉ３） ＋

　 　 　 　 Ｆ ｉ（ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）μ ｉ３ － ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１）） ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １

２ａ２ ｉπ（Ｇｎ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｈｎ）β ｎ

Ｄ１１（ ｉ２π ２ ＋ ａ２ξ ２
ｎ１）（ ｉ２π ２ ＋ ａ２ξ ２

ｎ３）
{ } ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （３２）

在边界 ｙ ＝ ｂ 处，有

　 　 ａＰｓｉｎ（α ｉｘ０） －
ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）ｓｉｎｈ（ｙ０μ ｉ１）

ｉ２π ２Ｈ － ａ２Ｄ２２μ ２
ｉ１

－
ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）ｓｉｎｈ（ｙ０μ ｉ３）

ｉ２π ２Ｈ － ａ２Ｄ２２μ ２
ｉ３

{ } ＋

　 　 　 　 １
Ｄ２２（μ ２

ｉ１ － μ ２
ｉ３）

（Ｆ ｉ（ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ３）μ ｉ３ － ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１） ＋

　 　 　 　 Ｅ ｉ（ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１ － ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）μ ｉ３）） ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １

２ａ２ ｉπｃｏｓ（ｎπ）（Ｇｎ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｈｎ）β ｎ

Ｄ１１（ ｉ２π ２ ＋ ａ２ξ ２
ｎ１）（ ｉ２π ２ ＋ ａ２ξ ２

ｎ３）
{ } ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （３３）

在边界 ｘ ＝ ０ 处，有

　 　 ｂＰｓｉｎ（β ｊｙ０）
ｃｓｃｈ（ａξ ｊ１）ｓｉｎｈ（（ａ － ｘ０）ξ ｊ１）

ｊ２π ２Ｈ － ｂ２Ｄ１１ξ ２
ｊ１

＋
ｃｓｃｈ（ａξ ｊ３）ｓｉｎｈ（（ａ － ｘ０）ξ ｊ３）

ｊ２π ２Ｈ － ｂ２Ｄ１１ξ ２
ｊ３

{ } ＋

　 　 　 　 １
Ｄ１１（ξ ２

ｊ１ － ξ ２
ｊ３）

（Ｇ ｊ（ｃｏｔｈ（ａξ ｊ１）ξ ｊ１ － ｃｏｔｈ（ａξ ｊ３）ξ ｊ３） ＋

　 　 　 　 Ｈ ｊ（ｃｓｃｈ（ａξ ｊ３）ξ ｊ３ － ｃｓｃｈ（ａξ ｊ１）ξ ｊ１）） ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｍ ＝ １

２ｂ２ ｊπ（Ｅｍ － ｃｏｓ（ ｊπ）Ｆｍ）αｍ

Ｄ２２（ ｊ２π ２ ＋ ｂ２μ ２
ｍ１）（ ｊ２π ２ ＋ ｂ２μ ２

ｍ３）
{ } ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，３，… ． （３４）

在边界 ｘ ＝ ａ 处，有

　 　 ｂＰｓｉｎ（β ｊｙ０） －
ｃｓｃｈ（ａξ ｊ１）ｓｉｎｈ（ｘ０ξ ｊ１）

ｊ２π ２Ｈ － ｂ２Ｄ１１ξ ２
ｊ１

－
ｃｓｃｈ（ａξ ｊ３）ｓｉｎｈ（ｘ０ξ ｊ３）

ｊ２π ２Ｈ － ｂ２Ｄ１１ξ ２
ｊ３

{ } ＋

　 　 　 　 １
Ｄ１１（ξ ２

ｊ１ － ξ ２
ｊ３）

（Ｈ ｊ（ｃｏｔｈ（ａξ ｊ３）ξ ｊ３ － ｃｏｔｈ（ａξ ｊ１）ξ ｊ１） ＋

　 　 　 　 Ｇ ｊ（ｃｓｃｈ（ａξ ｊ１）ξ ｊ１ － ｃｓｃｈ（ａξ ｊ３）ξ ｊ３）） ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｍ ＝ １

２ｂ２ ｊπｃｏｓ（ｍπ）（Ｅｍ － ｃｏｓ（ ｊπ）Ｆｍ）αｍ

Ｄ２２（ ｊ２π ２ ＋ ｂ２μ ２
ｍ１）（ ｊ２π ２ ＋ ｂ２μｍ３

２）{ } ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，３，… ． （３５）
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根据方程（３２） ～ （３５），解得系数 Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ 和Ｈｎ（ｍ，ｎ ＝ １，２，３，…） ．将所得结果代入式（２９） ～
（３１），得到本征单根情形下正交各向异性矩形薄板问题的弯曲解析解如下：

　 　 ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ｗ１（ｘ，ｙ） ＋ ｗ２（ｘ，ｙ） ＋ ｗ３（ｘ，ｙ） ． （３６）

５　 算　 　 例

例 １　 集中荷载下四边固支正交各向异性矩形薄板弯曲问题中，取

　 　 （ｘ０，ｙ０） ＝ ａ
２
， ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｄ１２ ＝ ０．３Ｄ１１， Ｄ２２ ＝ ４Ｄ１１， Ｄ６６ ＝ ０．８５Ｄ１１， ｂ ＝ ａ，

将其代入式（２３） ～ （２６），解得相应的 Ｅｎ，Ｆｎ，Ｇｎ，Ｈｎ， 把所得结果代入式（２７）得到对应的解析

解，应用该解析解计算了一些具体点处的挠度值并与文献［３］的结果进行比较，具体如表 １．
例 ２　 计算在 Ｋａ４ ／ Ｄ ＝ １０２ 弹性地基上，点 （ａ ／ ２，ａ ／ ２） 处受到集中载荷 Ｐ， Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）

比 ν ＝ ０．３ 的四边固支正交各向同性薄板弯曲解，此时在正交各向异性薄板中的对应参数取为

　 　 ν １２ ＝ ν ２１ ＝ ν， Ｄ１１ ＝ Ｄ２２ ＝ Ｈ ＝ Ｄ， Ｄ１２ ＝ νＤ， Ｄ６６ ＝ Ｄ（１ － ν）
２

，

所得结果列于表 ２．
表 １　 集中荷载下四边固支正交各向异性矩形薄板的挠度 ｗ（Ｐａ２ ／ Ｄ１１）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｍｐｅｄ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ ｗ（Ｐａ２ ／ Ｄ１１）

ｙ ｘ ａ ／ ４ ａ ／ ２ ３ａ ／ ４

ａ ／ ４ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｎ ＝ １０ ０．００１ ０７３ ０．０００ ８１７ ７５５ ０．００１ ０７３

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ８１８ ０．００１ ４５０ １４ ０．０００ ８１７ ７５６

ａ ／ ２
ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ １０ ０．００１ １９６ ７３ ０．００２ ２７５ ７１ ０．００１ １９６ ７３

ｎ ＝ ２０ ０．００１ ２２４ ８１ ０．００２ ３１１ ６１ ０．００１ ２２４ ８１

ｒｅｆ． ［３］ ０．００２ ４０７

３ａ ／ ４ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｎ ＝ １０ ０．０００ ８７５ ０８７ ０．００１ ４９４ ９６ ０．０００ ８７５ ０８８

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ９０３ ４２６ ０．００１ ５６４ ２４ ０．０００ ９０３ ４７３

表 ２　 弹性地基上正交各向同性方板的挠度 ｗ（Ｐａ２ ／ Ｄ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｗ（Ｐａ２ ／ Ｄ）

ｙ ｘ ａ ／ ８ ａ ／ ４ ３ａ ／ ８ ａ ／ ２

ａ ／ ８
ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ １０ ０．０００ ０９６ ３８７ ４ ０．０００ ３４３ ７６７ ０．０００ ５９７ ３４３ ０．０００ ７０５ ８０９

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ０９６ ３６６ ８ ０．０００ ３４３ ７６６ ０．０００ ５９７ ３４４ ０．０００ ７０５ ８０５

ｒｅｆ． ［１７］ 　 ０．０００ ０９６ ４ ０．０００ ３４４ ０．０００ ５９７ ０．０００ ７０６

ａ ／ ４
ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ １０ ０．０００ ３４３ ７５１ ０．００１ １２２ ３６ ０．００１ ９２４ ６５ ０．００２ ２７９ ９８

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ３４３ ７６６ ０．００１ １２２ ３４ ０．００１ ９２４ ６５ ０．００２ ２８０ ０１

ｒｅｆ． ［１７］ 　 ０．０００ ３４４ ０．００１ １２ ０．００１ ９２ ０．００２ ２８

３ａ ／ ８
ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ １０ ０．０００ ５９６ ７６２ ０．００１ ９２５ ３７ ０．００３ ３７８ ２５ ０．００４ １０３ ６６

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ５９７ ３４１ ０．００１ ９２４ ６５ ０．００３ ３７８ １４ ０．００４ １０４ ９２

ｒｅｆ． ［１７］ 　 ０．０００ ５９７ ０．００１ ９２ ０．００３ ３８ ０．００４ １０

ａ ／ ２
ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ １０ ０．０００ ６９９ ４１６ ０．００２ ２８９ ９２ ０．００４ １００ ６９ ０．００５ ２３３ ２７

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ７０５ ７３５ ０．００２ ２８０ ２ ０．００４ １０４ ２ ０．００５ ２６３ １４

ｒｅｆ． ［１７］ 　 ０．０００ ７０６ ０．００２ ２８ ０．００４ １０ ０．００５ ２７

　 　 例 ３　 计算四边固支正交各向异性方板的解，取材料属性为
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ＥＬ

ＥＴ

＝ ２５，
ＧＬＴ

ＥＴ

＝ ０．５， ν ＬＴ ＝ ０．２５，

其中 Ｌ 和 Ｔ 分别表示纤维和横向方向．根据文献［１８］，弯曲刚度系数 Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ２２ 和Ｄ６６ 可按如

下选取：
　 　 Ｄ１２ ＝ ０．０１Ｄ１１， Ｄ２２ ＝ ０．０４Ｄ１１， Ｄ６６ ＝ ０．０１９ ９５Ｄ１１，

所得结果列于表 ３．
　 　 表 ３　 集中荷载下正交各向异性方板的挠度 （ＥＴｈ３ｗ ／ Ｐａ２）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ （ＥＴｈ３ｗ ／ Ｐａ２）

ｙ ｘ ａ ／ ８ ａ ／ ４ ３ａ ／ ８ ａ ／ ２

ａ ／ ８ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｎ ＝ １０ －０．０００ ２６２ ０２１ －０．０００ ０７９ ０１７ ９ －０．０００ ３５２ ５７６ －０．０００ ５８４ ２２５

ｎ ＝ ２０ －０．０００ ０３０ １４４ ５ －０．０００ ２３４ １３２ －０．０００ ５２５ ３３ －０．０００ ６９５ ５７６

ａ ／ ４ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｎ ＝ １０ ０．０００ １９６ ２５３ ０．０００ ５０２ ３６ ０．０００ ７８７ ０４２ ０．０００ ８９７ ３７２

ｎ ＝ ２０ ０．０００ １１９ ８３９ ０．０００ ４５０ ４２５ ０．０００ ７２７ ５８２ ０．０００ ８３２ ５１５

３ａ ／ ８ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｎ ＝ １０ ０．０００ ８９６ １１５ ０．００２ ５３２ ４５ ０．００４ １０３ ２９ ０．００４ ７４１ ５４

ｎ ＝ ２０ ０．０００ ７６０ ５３７ ０．００２ ４３８ ２６ ０．００４ ０００ ０７ ０．００４ ６２５ ９８

ａ ／ ２
ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ １０ ０．００１ １０７ ２９ ０．００４ １０１ １３ ０．００７ ３０７ ５９ ０．００９ １３７ ６

ｎ ＝ ２０ ０．００１ ２６７ ３８ ０．００４ １１９ ５３ ０．００７ ３２０ ７２ ０．００９ １８３ ０２

ｒｅｆ． ［１８］ 　 ０．００９ １６７

６　 结　 　 论

辛叠加方法广泛应用于各向同性矩形板问题中，此方法没有依靠任何试验函数，通过逐步

的推导过程解决了不同边界条件下的各向同性矩形板问题，但至今仍没有运用此种方法解决

正交各向异性矩形板问题的文献．本文第一次计算出对边简支正交各向异性薄板问题对应的

无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子的本征值和本征函数系，证明了本征函数系的辛正交性及完备性，得到

无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的通解．之后用辛叠加方法得到了四边固支正交各向异性薄板问题的辛

叠加解．最后将本文所得的弯曲解析解与已有文献结果的比较，说明了本文所得结果的有效性

和准确性．本文运用辛叠加方法只解决了四边固支正交各向异性矩形薄板这一种特殊情况，但
该方法可推广到其他边界条件的情形．
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