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摘要：　 给出了参数空间上最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的计算方法，数值计算了 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在双参数平面

上的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．结合单参数最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数、分岔图、相图以及时间历程图，讨论了

Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在双参数平面上的分岔以及随系统控制参数变化的分岔演化过程．结果发现在双参数

平面上系统发生叉式分岔，出现具有缺边现象的两个不同区域，该区域内系统对初值有较强的敏

感性，存在两吸引子共存现象；系统运动经过周期跳跃曲线时振动幅值突然减小；系统外激励频率

较小时常引起颤振运动．此外，在两个具有缺边现象的区域内，随刚度系数的不断增加，系统出现了

倍周期分岔曲线环，而且倍周期分岔曲线环内不断嵌套新的倍周期分岔曲线环，导致系统最终经

倍周期分岔序列进入混沌状态，随着控制参数的变化，系统在双参数平面上的动力学特性变得非

常复杂．
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引　 　 言

非线性动力学系统随系统参数的变化而出现分岔和混沌是非常普遍的现象［１⁃３］ ．部分学者

运用不同的方法对不同系统进行了双参数特性分析， 研究系统随双参数变化时的分岔特性，
如：文献［４］对两自由度碰撞振动系统的多参数分岔以及各参数之间的匹配律进行了研究，得
到系统在参数平面上的各种分岔曲线以及不同类型周期运动的参数区域；文献［５］分析了单

自由度齿轮系统在双参数平面上的分岔与混沌行为，得到了系统在参数平面上各种周期运动

以及混沌运动的参数区域；文献［６］对耦合发电机系统的分岔和双参数特性进行了研究，发现

不同控制参数对系统动力学行为的影响特性有所差异；文献［７⁃８］对多参数非常规分岔以及多

参数分岔的分形结构进行了一定的研究，发现随机脉冲信号集合的两个特征参数之间存在非

线性变换关系，即随机信号的双参数统计分布具有非整数维分形特征；文献［９⁃１０］利用特征值

理论研究系统在双参数平面上的分岔，得到系统在参数平面上的各种分岔曲线．对于 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统，大多学者研究系统随单参数变化时的分岔（包括随机分岔）与混沌过程［１１⁃１６］，由于多参

数系统在实际振动过程中其运动特性不可能只受单参数的影响，而是各参数同时变化相互匹

配的结果，从而得到 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在参数大范围变化时的动力学特性以及参数匹配对系统动力
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学特性的影响，但目前对于参数空间系统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数（ ｔｏｐ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ，ＴＬＥ，其
值的大小用变量 ＬＴＬＥ 表示）的计算鲜有文献报道．本文以含阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子强迫振动系统为

模型，数值计算 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在双参数平面 ω⁃ａ１ 上 ＴＬＥ 的分布特性，得到系统在双参数平面上

的各种分岔曲线，并结合系统单参数分岔图、相图和时间历程图等研究系统在双参数平面上的

分岔混沌过程以及各参数之间的匹配对系统双参数分岔的影响，并通过改变系统参数来控制

系统的动力学特性．

１　 参数空间 ＴＬＥ 计算

参数空间 ＴＬＥ 计算的基本思想是将参数空间离散而建立胞空间，计算每一个胞所对应的

ＴＬＥ ．
由微分方程控制的系统

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，μ），　 　 （ ｔ，ｘ，μ） ∈ （Ｒ × Ｒｎ × Ｒｍ）， （１）
式中， ｘ 为状态向量， μ 为参数向量．

在 Ｍ 维参数空间 Ｒｍ 中，对系统（１），将各坐标轴 μ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｍ） 分别等分成间距为 ｈｉ

的很多小段，坐标轴 ｉ 的每一小段用整数 ｚｉ 表示，在一定范围内参数空间就被划分为一系列的

在 ｉ方向边长为 ｈｉ 的Ｍ维长方体，每个长方体称为一个胞，用Ｍ维胞矢量 ｚ ＝ （ ｚ１，ｚ２，…，ｚＭ） 来

表征．对于给定的胞 ｚ（ｎ），一般采用中心点法，即找出其中心点 μ ｄ（ｎ）， 用该中心点代替整个

胞的特性来参与计算，其中

　 　 μ ｄ
ｉ（ｎ） ＝ ｈｉｚｉ（ｎ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ， （２）

　 　 ｈｉ ＝ （μｍａｘ
ｉ － μｍｉｎ

ｉ ） ／ Ｎｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ， （３）
式中 Ｎｉ，ｈｉ 分别表示 μ ｉ 对应离散胞个数和胞的宽度； μｍａｘ

ｉ ，μｍｉｎ
ｉ 分别表示研究区域内 μ ｉ 的最大、

最小值．
参数空间离散为胞空间后，以每一个胞的中心点 μ ｄ（ｎ） 为参数值，利用单参数 ＴＬＥ 算法

计算每一个胞所对应的 ＴＬＥ，得到系统在整个参数空间的 ＴＬＥ 分布特性．在计算过程中，对于

ＴＬＥ 等于零的分岔点来说，由于数值计算精度，其 ＴＬＥ 不可能完全等于零，故采用变步长思想

和逐步逼近方法计算系统在参数空间分岔点所对应的分岔胞．
本文以周期激励 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统为模型，选用二维参数平面，即 μ 为二维参数向量，参数平面

被分成 １ ０００×１ ０００ 个胞，计算精度设定为 １０－６，利用变步长 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对上述算法编写 Ｃ
语言程序并计算，对于计算得到的数据用 ＭＡＴＬＡＢ、ＧＲＡＰＨＥＲ 等软件出图，得到 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统

在双参数平面上的分岔特性．当 μ 为多维参数向量时，该方法同样适用．

２　 系统在双参数平面上的分岔特性

研究如下 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程：
　 　 ｘ ＋ ａｘ － ｂｘ ＋ ｃｘ３ ＝ ａ１ｃｏｓ（ωｔ ＋ τ）， （４）

式中无量纲参数 ａ为阻尼系数，ｂ为刚度系数，ｃ为非线性项系数，ａ１ 为外激励幅值，ω 为外激励

角频率，τ 为初相位．为了分析系统动力学行为与系统参数之间的匹配规律、参数平面上系统

的特殊分岔现象以及分岔曲线的演变过程，选取系统参数 ａ ＝ ０．５，ｂ ＝ ０．０５，ｃ ＝ ０．５，令 ａ１ 和 ω
为参数变量，给定大参数范围 ａ１ ∈ ［０．０５，１０］，ω ∈ ［０．０５，４］，计算系统在 ω⁃ａ１ 参数平面上

ＴＬＥ 的分布图，如图 １ 所示．本文仿真的双参数平面上的 ＴＬＥ 分布图中浅灰色区域为系统 ＴＬＥ
小于零的稳定周期区域；黑色实线或虚线表示系统 ＴＬＥ 近似等于零；深灰色区域为系统 ＴＬＥ
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大于零的混沌区域．对于 ＴＬＥ 近似等于零的分岔胞，参考文献［１７］，通过计算该分岔胞的特征

值初步判断该分岔胞的分岔类型，再结合单参数分岔图进行分析验证，从而得到在图 １ 中当参

数经过该实线或虚线时，系统发生分岔或跳跃：实线 ＰＢｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为叉式分岔曲线，其中

ＰＢ１ 和 ＰＢ２ 相交；虚线 Ｓ１ 为周期跳跃曲线．

图 １　 系统在参数平面 ω⁃ａ１

上 ＴＬＥ 的分布 （ｂ ＝ ０．０５）
Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ＴＬＥ ｏｎ

２⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ ω⁃ａ１（ｂ ＝ ０．０５）

图 １ 中，当 ａ１ 较大时，随着 ω 的增加，系统在

ＰＢ１ 上发生叉式分岔，系统单参数分岔图出现“缺边

现象”（系统单参数分岔图在某一初值条件下表现为

一条曲线，而在多初值条件下表现为两条曲线，即系

统出现吸引子共存现象，对初值有较强的敏感性，后
文将结合图 ３ 进行分析），系统进入 Ａ 区域，后经

ＰＢ２ 发生逆叉式分岔，该“缺边现象”消失，系统退出

Ａ 区域进入稳定的周期一运动，在 Ａ 区域内系统存

在两不同周期一吸引子共存的现象．当系统参数经过

虚线 Ｓ１ 时，系统振动幅值发生跳跃，当 ａ１ 较小时，随
ω 的增加，系统经过周期跳跃曲线 Ｓ１ 后，在 ＰＢ３ 上

同样发生叉式分岔，出现“缺边现象”，系统进入 Ｂ 区

域；由于叉式分岔的出现，系统在 Ａ、Ｂ 区域内对初值

具有较强的敏感性，在不同初值下系统轨线有可能

运动到不同的吸引子上．

（ａ） ω ∈ （０．０５，４．０） 时的分岔图 （ｂ） ＴＬＥ 图

（ａ） Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ， ω ∈ （０．０５，４．０） （ｂ） Ｔｈｅ ＴＬＥ ｄｉａｇｒａｍ
图 ２　 系统在参数 ａ１ ＝ ３．８４ 时的分岔图和 ＴＬＥ 图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ＴＬＥ ｄｉａｇｒａｍ， ａ１ ＝ ３．８４

下面结合单参数分岔具体分析其分岔过程：保持其他参数与图 １ 一致，取 ａ１ ＝ ３．８４，计算

系统随 ω 变化时的单参分岔图和相应 ＴＬＥ 如图 ２（ａ）和 ２（ｂ）所示，对比两图发现其分岔点位

置与图 １ 相吻合．当 ω ＜ ０．７１９ 时，系统为周期一运动（有一定的颤振性，后文将结合图 ６ 进行

分析）， 随着 ω 增大至 ω ＝ ０．７１９ 时，周期一运动不稳定，系统发生叉式分岔，单参数分岔图出

现“缺边现象”，对应图 １ 中的分岔曲线 ＰＢ１，系统进入 Ａ 区域；当 ω ＝ ０．９０７ 时，系统发生逆叉

式分岔，该“缺边现象”消失，对应图 １ 中的分岔曲线 ＰＢ２，系统退出 Ａ 区域而进入稳定的周期

一运动；当激励频率增加到 ω ＝ ２．１７７ 时，系统发生跳跃，对应图 １ 中的跳跃曲线 Ｓ１；随着外激
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励频率 ω 增加至 ω ＝ ３．８４３ 时系统再次发生叉式分岔，单参数分岔图出现“缺边现象”， 对应图 １
中的分岔曲线 ＰＢ３，系统进入 Ｂ 区域．

（ａ） ω ∈ （０．６８，０．９６） 时局部 （ｂ） 与图 ３（ａ）相应的多初值 （ｃ） ω ＝ ０．８１２ 时系统在不同

放大分岔图 分岔图 初值条件下的相图

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｄｉａｇｒａｍ， ω ∈ （０．６８，０．９６） ｄｉａｇｒａｍ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ３（ａ） ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ω ＝ ０．８１２

图 ３　 图 ２（ａ）的局部放大分岔图和相图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ ｆｉｇ． ２（ａ）

（ａ） 系统在跳跃前 ω ＝ ２．１７６ 时的相图 （ｂ） 系统在跳跃后 ω ＝ ２．１７８ 时的相图

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｂｅｆｏｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｆｔｅｒ
ｔｈｅ ｊｕｍｐ， ω ＝ ２．１７６ ｔｈｅ ｊｕｍｐ， ω ＝ ２．１７８

（ｃ） 与图 ４（ａ）相应的时间历程图 （ｄ） 与图 ４（ｂ）相应的时间历程图

（ｃ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｄ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ４（ａ） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ４（ｂ）

图 ４　 当 ａ１ ＝ ３．８４ 时系统在跳跃曲线 Ｓ１ 前后的相图和对应的时间历程图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｊｕｍｐｉｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｓ１， ａ１ ＝ ３．８４
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图 ３（ａ）为系统在叉式分岔曲线 ＰＢ１ 和 ＰＢ２ 附近局部放大单参数分岔图，图 ３（ｂ）为系统

在相同参数条件下对应的多初值分岔图（框内黑色粗线和细线分别为系统在 （ ｔ，ｘ，ｘ） ＝ （０．０，
１．７３５， － ０．０５５） 和（ ｔ，ｘ，ｘ） ＝ （０．０，０．６６２，０．０１２） 初值条件下稳态后的分岔图），由图可知经叉

式分岔后，当 ０．７１９ ＜ ω ＜ ０．９０７ 时系统在多初值条件下其缺失的边重新出现．图 ３（ｃ）为以 ω
区域范围内ω ＝ ０．８１２为例时系统在 Ａ 区域内不同初值条件下的相图（框中黑色粗线和细线分

别为系统在 （ ｔ，ｘ，ｘ）＝ （０．０，２．６５，０．５０） 和（ ｔ，ｘ，ｘ）＝ （０．０，２．００， － ０．５０） 初值条件下稳态后的相

轨图），可见 Ａ 区域内系统在不同初值条件下得到的相图具有反对称特性，存在两吸引子共存

现象，与图 ３（ｂ）的两条叉式分岔曲线相对应．由于在不同初值条件下系统运动轨迹不同，所以

系统稳定性有所降低．
图 ４ 为系统在跳跃曲线 Ｓ１ 前后的相图和对应时间历程图，其中图 ４（ａ）和 ４（ｂ）分别为系

统跳跃前后的相图，图 ４（ｃ）和 ４（ｄ）分别为跳跃前后的时间历程图，由图可知在跳跃前后系统

仍为周期一运动，但其相轨图明显缩小，振动幅值也突然降低，系统振动稳定性有所增强．图 ５
（ａ）和 ５（ｂ）分别为系统在叉式分岔曲线 ＰＢ３ 附近的局部放大分岔图和相应多初值分岔图，由
图可见，系统经叉式分岔后在多初值条件下其缺失的边重新出现，系统在 Ｂ 区域同样存在吸

引子共存的现象．
图 ２（ａ）中，当激励频率 ω 较小时，系统虽为周期一运动但其振动幅值变化幅度较大，保持

其他参数不变，取激励频率 ω 为 ０．０６，０．１，０．２，分别计算其相图和相应的时间历程图如图 ６（ａ）
～ （ｃ）和 ６（ｄ） ～ （ｆ）所示．

（ａ） ω ∈ （３．７，４．０） 时局部放大分岔图 （ｂ） 与图 ５（ａ）相应的多初值分岔图

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
ｄｉａｇｒａｍ， ω ∈ （３．７，４．０） ｄｉａｇｒａｍｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ５（ａ）

图 ５　 图 ２（ａ）的局部放大分岔图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｆｉｇ． ２（ａ）

（ａ） ω ＝ ０．０６ 时的相图 （ｂ） ω ＝ ０．１ 时的相图 （ｃ） ω ＝ ０．２ 时的相图

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ， ω ＝ ０．０６ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ， ω ＝ ０．１ （ｃ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ， ω ＝ ０．２
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（ｄ） 与图 ６（ａ）相应的时间历程图 （ｅ） 与图 ６（ｂ）相应的时间历程图 （ｆ） 与图 ６（ｃ）相应的时间历程图

（ｄ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｅ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｆ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ６（ａ） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ６（ｂ） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ６（ｃ）

图 ６　 ａ１ ＝ ３．８４ 时系统在外激励频率较小时的颤振运动

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｌｕｔｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｓ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｓｍａｌｌ， ａ１ ＝ ３．８４

结合图 ２ 和图 ６ 可以发现 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子在外激励频率 ω 较小时具有一定的颤振运动，而且

频率越小颤振性越强，频率越大颤振性越弱，当频率 ω 增加到一定的值之后振子的颤振运动

消失．经计算发现，当激励频率 ω 取较小值，其他参数变化时，系统仍具有颤振性，可见这种颤

振运动是由激励频率 ω 较小引起的．系统在低频段运动时，虽其 ＴＬＥ 始终小于零，但颤振运动

仍使系统的稳定性有所降低．

３　 刚度系数对系统双参数特性的影响

鉴于文章篇幅，本文只分析了刚度系数对系统双参数特性的影响，并重点分析所发现的复

杂动力学特性，发现系统动力学行为与系统参数之间的匹配规律．保持其他参数与图 １ 一致，
取刚度系数 ｂ ＝ ０．３３计算系统在ω⁃ａ１ 参数平面上的 ＴＬＥ 如图 ７（ａ）所示．对比图 １，随刚度系数

ｂ 的增加，曲线 ＰＢ１ 和 ＰＢ２ 不断向下延伸，使得 Ａ 区域的面积不断增大，曲线 ＰＢ３ 不断向上和

向左移动，Ｂ 区域的面积也不断增大，在 Ｂ 区域内系统出现了深灰色混沌区域和倍周期分岔曲

线环．图 ７（ｂ）为其局部放大图，其中曲线 ＤＢ１ 和 ＤＢ２ 为周期倍化分岔曲线，深灰色混沌区域

被倍周期分岔曲线环包围，倍周期分岔曲线环内不断嵌套新的倍周期分岔曲线环，导致系统最

终经倍周期分岔序列进入混沌状态，此时系统在双参数平面上的分岔特性变得非常复杂．

（ａ） ｂ ＝ ０．３３ （ｂ） 图 ７（ａ）的局部放大图

（ｂ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｆｉｇ． ７（ａ）

９２３张　 　 艳　 　 龙　 　 　 王　 　 丽　 　 　 石　 　 建　 　 飞



（ｃ） ｂ ＝ ０．７３ （ｄ） 图 ７（ｃ）的局部放大图

（ｄ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｆｉｇ． ７（ｃ）
图 ７　 系统在参数平面 ω⁃ａ１ 上 ＴＬＥ 的分布

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ＴＬＥ ｏｎ ２⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ ω⁃ａ１

（ａ） 图 ７（ｂ）中 ａ１ ＝ ０．７ 时系统随 ω 变化的分岔图 （ｂ） 与图 ８（ａ）相应的 ＴＬＥ 图

（ａ） Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ａ１ ＝ ０．７ ｉｎ ｆｉｇ． ７（ｂ） （ｂ） Ｔｈｅ ＴＬＥ ｄｉａｇｒａｍ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ８（ａ）

（ｃ） 图 ７（ｄ）中 ａ１ ＝ ８．０ 时系统随 ω 变化的分岔图 （ｄ） 与图 ８（ｃ）相应的 ＴＬＥ 图

（ｃ） Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ａ１ ＝ ８．０ ｉｎ ｆｉｇ． ７（ｄ） （ｄ） Ｔｈｅ ＴＬＥ ｄｉａｇｒａｍ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ． ８（ｃ）

图 ８　 系统分岔图和相应 ＴＬＥ 图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ＴＬＥ ｄｉａｇｒａｍｓ

继续增加参数 ｂ 的值，当 ｂ ＝ ０．７３ 时，系统在 ω⁃ａ１ 参数平面上 ＴＬＥ 的分布如图 ７（ｃ）所示，
Ｂ 区域中深灰色混沌区域和各种分岔曲线环不断扩大和延伸，叉式分岔曲线 ＰＢ３ 不断退化消

失；在 Ａ 区域内系统出现了与 Ｂ 区域相似的深灰色混沌区域和倍周期分岔曲线环，其局部放
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大图如图 ７（ｄ）所示，曲线 ＤＢ１、ＤＢ２ 和 ＤＢ３ 为倍周期分岔曲线，系统在倍周期分岔曲线内不

断嵌套倍周期分岔曲线，导致系统最终经倍周期分岔序列进入混沌状态．由图 ７（ｂ）和 ７（ｄ）可
知，系统在经叉式分岔曲线进入 Ａ、Ｂ 区域之前均出现了跳跃曲线 Ｓ２ 和 Ｓ１，可见跳跃曲线对系

统在双参数平面上的分岔演变过程有着重要的影响．此外在叉式分岔曲线 ＰＢ１ 左边系统又出

现了新的叉式分岔曲线 ＰＢ４ 和 ＰＢ５，如图 ７（ｄ）所示，使得系统在局部参数匹配下的分岔特性

变得更为丰富．
在图 ７（ｂ）和 ７（ｄ）中分别取截面 ａ１ ＝ ０．７和 ａ１ ＝ ８．０计算系统随ω 变化的单参数分岔图和

相应 ＴＬＥ 图如图 ８ 所示，图 ８（ａ）和 ８（ｂ）为 ａ１ ＝ ０．７ 时的分岔图和相应 ＴＬＥ 图，图 ８（ｃ）和 ８
（ｄ）为 ａ１ ＝ ８．０ 时的分岔图和相应 ＴＬＥ 图，其分岔混沌过程分别与图 ７（ｂ）和 ７（ｄ）相对应．从而

验证了这种方法在计算双参数匹配下系统分岔与混沌的有效性．
由以上分析得知，随刚度系数 ｂ 的增加，具有吸引子共存的 Ａ 区域和 Ｂ 区域的面积不断

扩大，使得系统在整个参数平面上的稳定性有所降低，在 Ａ、Ｂ 区域内系统均出现了混沌运动

和倍周期分岔曲线环，倍周期分岔曲线环内不断嵌套倍周期分岔曲线环，导致系统最终由周期

运动经倍周期分岔序列进入混沌运动，使得系统在参数平面上的分岔特性变得极为复杂，而且

随着频率增加系统出现 Ａ、Ｂ 区域前均经过一次周期跳跃，可见周期跳跃对系统在参数平面上

的分岔和演变有着极其重要的作用．

４　 结　 　 论

数值计算 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在双参数平面上的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，结合单参数分岔图、相图以

及时间历程图讨论了系统的双参数分岔特性以及刚度系数对系统双参数分岔演化过程的影

响，得到以下结果：
１） 在一定参数条件下，得到系统在双参数平面上的周期跳跃曲线 Ｓ１ 和叉式分岔曲线

ＰＢｉ（ ｉ ＝ １，２，３） ．随着 ω 的增加，当系统参数经过曲线 Ｓ１ 时系统发生周期跳跃，跳跃后其振动

幅值和相轨图明显缩小，系统振动稳定性有所增强；当系统参数经过曲线 ＰＢｉ 时系统发生叉式

分岔，出现系统单参数分叉图具有缺边现象的两个周期区域，在多初值条件下系统分岔图上缺

失的边重新出现，使得系统在两个区域内对初值极度敏感，存在两吸引子共存的现象．
２） 随刚度系数的增加，在两个区域内系统出现倍周期分岔曲线环，倍周期分岔曲线环内

不断嵌套新的倍周期分岔曲线环，导致系统最终由周期运动经倍化分岔序列进入混沌运动，使
得系统在双参数平面上的分岔演化过程变得变得非常复杂，刚度系数对系统在两个区域内的

运动特性有着重要的影响．此外，系统在进入两个区域前均出现了周期跳跃曲线，可见周期跳

跃对系统在参数平面上的分岔演化过程具有重要的影响．
３） 当外激励频率较小时，系统振动具有一定的颤振性，当系统处于颤振运动时，其最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数仍小于零，研究发现这种颤振性是由外激励频率较低引起的，在工程应用中应特

别注意系统在低频时的运动．系统控制参数在不同匹配之下，系统表现出不同的动力学特性，
通过控制系统某一参数的变化可以改变系统的动力学行为．通过计算系统在参数空间的最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数来研究多参数匹配对系统动力学特性的影响具有一定的有效性和可行性．
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