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摘要：　 采用位移法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标探索水跃问题．通过分析表明，在水平位移与竖向坐标无关的

基本假定下，因垂直运动动能的存在，水跃不会是强间断，而是一个在间断面附近抖动的连续解，
强间断是该连续解的极限．
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引　 　 论

激波问题众所关注．著名著作［１］讲述了激波的多个方面．而在浅水波方面，其水跃实际上

也是激波［２］ ．因为水不是气体而是不可压缩的，热力学的影响可以忽略，因此著作［１］称其为

机械激波（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ），当然也是强间断，并且也用了一些篇幅讲解间断面两端的

Ｈｕｇｏｎｉｏｔ 条件等．本文力图论证水跃是多尺度问题．
浅水波是水动力学方面的一个重要论题， 钱塘江潮水天下闻名， 关键是其水跃的传播，

名著［２］用了许多篇幅讲述了水跃．水跃是流体激波， 对此可以用作典型问题加以数值求解和

论证．
１８３８ 年，Ｒｕｓｓｅｌｌ（罗素）在河道中观察到了孤立波，但其理论却历经多年争论［３］ ．直到 １８９５

年 ＫｄＶ 方程的发表，方才建立了其浅水波的理论成因，并被广泛接受，虽然不太理想．浅水波

理论常常采用 Ｓａｉｎｔ Ｖｅｎａｎｔ 的浅水方程，也称 Ｓａｉｎｔ Ｖｅｎａｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ（ＳＶＥ），现在有许多文章的

计算奠基于 ＳＶＥ 理论．但 ＳＶＥ 理论不能得到孤立波解，说明概括性不够．
文献［４⁃６］在质点位移空间 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下也论述了孤立波，在位移空间建立方程，易于

建立对应的变分原理，在变分原理基础上推导有限元法是基本手段．之后又出版了关于浅水波

的著作［７］，主要关注的是非线性方程的波．浅水波一般要求水深 ｈ ≪ λ，其中 λ 是波长．浅水波

的基本假定主要是：变形前是垂直线，则变形后依然是垂直线［５⁃６，８］ ．该基本假定适用于一般的

浅水波，因为一般的浅水波波长比较长．当然，也适用于孤立波．
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本文要转向激波问题．既然称为激波，其意思就是强间断，其变量本身就是间断的，不只是

变量的微商间断．其控制微分方程的最高阶微商一般是齐次的；但流体力学中还有边界层理

论，由于黏性系数非常小，其最高阶微商的系数非常小，于是就出现了边界层理论，这是

Ｐｒａｎｄｔｌ 的重要贡献之一．对应地就出现了应用数学的奇异摄动法（ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ），其主要是由中国留美学者贡献的．对此，著作［５］的 ５．７ 小节有奇异乘法摄动的解法描述．

著作［５⁃６］也讲述了浅水波理论，对于平底一维水槽按最小作用量变分原理，给出了非线

性偏微分方程：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） － ｕｘｘｈ２ ／ ３ － ｇｈ（ｕｘｘ － ３ｕｘｕｘｘ） ＝ ０， （１）

这是位移法的浅水波基本方程．其中采用了位移法 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的方法，与传统以 Ｅｕｌｅｒ 流速

为未知函数的方法不同．方程（１）是从动力系统的最小作用量变分原理导出的，而水平位移

ｕ（ｘ，ｔ） 是泛函的自变函数．尤其要注意的是方程中有 ｕｘｘ，它是该方程的最高阶次微商项，而且

因为存在该项，不会出现间断解，这是微分方程在质方面的变化．浅水波的 ＳＶＥ 理论相当于将

方程（１）中的 ｕｘｘ 忽略成为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） － ｇｈ（ｕｘｘ － ３ｕｘｕｘｘ） ＝ ０ （２）
而求解的，当然这是位移法的，因此孤立波不会出现．为何说 ｕｘｘｈ２ ／ ３ 是小量呢？ 因为如按线性

方程理论，波速是 ｃ０ ＝ ｇｈ 、波长为 λ 的行波可写为 ｅｉλ －１·２π（ｘ－ｃ０ｔ）ｕ０，若圆频率为 ν，则有 λ ／ ｃ０ ＝
２π ／ ν ．ｕｘｘｈ２ ／ ３ 与 ｕ 相比，有

　 　 （ｕｘｘｈ２ ／ ３） ／ ｕ ＝ （２π） ２

３
（ｈ ／ λ） ２ ≈ １３（ｈ ／ λ） ２， （３）

其中 ｈ ／ λ 是浅水理论的重要参数，一般远小于 １，因此 ｕｘｘｈ２ ／ ３ 相对于 ｕ 是小量．
采用方程（１）寻求行波解，因此孤立波就得以呈现，而且其波速与 Ｒｕｓｓｅｌｌ 的实验也符合得

很好．关于这些方程的推导与求解在文献［４⁃７，９］已有详细论述， 表明方程（１）的合理性．本文

要探索机械激波， 方程（１）与（２）数值解的比较， 看到其机械激波的成因， 它是多尺度问题的

极限．
按文献［４⁃６］的推导， ｕｘｘｈ２ ／ ３ 项的出现是因为考虑了垂直运动的动能，该项是小量，可用

典型的奇异小参数摄动求解．本来按 ＳＶＥ 理论方程（２）求解会出现强间断解，因为有了该项方

程成为方程（１），动力学求解就成为了小参数奇异摄动，不会出现间断解；在 ＳＶＥ 理论的间断

面附近，会出现边界层．这将是下节的课题．

１　 最小作用量变分原理的积分与奇异摄动解

按引论应当求解基本非线性偏微分方程（１）；然而以往长时期，关于浅水波问题，占统治

地位的是 ＳＶＥ 理论．它是会出现浅水波的机械激波的．按 ＳＶＥ 理论的方程（２）求解，会出现强

间断的解，记其解函数为 ｕｓ（ｘ，ｔ） ．ｕｓ（ｘ，ｔ） 满足方程（２）．虽然该方程也是在位移法的框架下推

导的，与传统方程会有所不同，但本质相同，即没有高阶偏微商项．
现在要按基本非线性偏微分方程（１）求解．两者之间的差别就在于出现了高阶偏微商

ｕｘｘｈ２ ／ ３， 它代表垂直方向动能的贡献．文献［６］中已经一再指出，正是该项的出现，必然会有奇

异摄动．在著作［５］的 ５．７ 小节，就一个简单方面的问题讲了如何采用乘法摄动进行求解．
因为方程（１）出现了高阶偏微商 ｕｘｘｈ２ ／ ３ 的小参数项，所以应先进行方程（２）的求解，以得

到 ｕｓ（ｘ，ｔ） ．非线性双曲型偏微分方程的求解，还会出现浅水机械激波的强间断解，显然并非易

事．然而问题重要，结合一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的激波解，已经有一些文章发表，做了这方面的课

６４８ 钟　 万　 勰　 　 　 吴　 　 锋　 　 　 孙　 　 雁



题．虽然重要，但本文的要点却不在于此，而是要面对含有高阶偏微商 ｕｘｘｈ２ ／ ３ 的小参数项的方

程（１），此时浅水机械激波的强间断解会发生变化，不会出现强间断，而是在强间断的附近小

范围内会出现与间断解 ｕｓ（ｘ，ｔ） 相对应的抖动，依然是连续解．只要将网格分细而对方程（１）
进行数值积分，就会出现这样的现象．因为基本方程是从最小作用量变分原理推导的，即使水

底不平也可用，虽然方程还要复杂些，例如用时间有限元法逐步积分．
对比方程（２）的强间断解，因为高阶微商项的出现，改变了微分方程的性质，这就为进行

数值研究提供了可能．这样，为高阶微分方程（１）的奇异摄动分析提供了可能与方向．以往确定

激波的位置，其数值方法是一个挺麻烦的问题．往往是运用差分法，在预先划分好的网格上加

一些人工阻尼，以确定激波位置．而浅水波方程的机械激波却加上了垂直方向动能，它本来就

是有的而不是人为加的，成为高阶微分方程，可用最小作用量变分原理数值法硬积分的办法让

它呈现出来．好在有最小作用量变分原理，保证了动力学解的合理性．因为有小参数的高阶微

商项，网格要划分更细些，让高频震荡能够显现出来．
既然已经可以加密网格进行数值求解，那为何还要奇异摄动理论呢？ 这是因为一概加密

网格数值求解也未免太笨了．过去按 ＳＶＥ 理论的方程（２）求解，得到典型问题的 ｕｓ（ｘ，ｔ） 解为

何不用．在流体动力学中，边界层理论就是当做无黏性流动的补充而提出的；在远离边界层处

的外域，就采用普通的无黏性流动的 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）解，而在边界层附近才局部加以修正，得到

了被当今普遍接受的一套方法论．
既然可设法寻求方程（２）的 ＳＶＥ 解 ｕｓ（ｘ，ｔ） （相当于流体力学有了外域的 Ｅｕｌｅｒ 解），其实

这一步也是很难做的，直至今日，间断面的定位还是计算流体力学的一个困难问题．根据奇异

摄动理论的乘法摄动（参见文献［５］的 ５．７ 小节），方程（１）奇异摄动理论的解，应当就是

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ≈ ｐ（ｘ，ｔ）ｕｓ（ｘ，ｔ）， （４）
其中 ｐ（ｘ，ｔ） 就是摄动的乘子函数，待求．不过其性质却是可以预先加以描述的．注意，按方程

（１）， ｕ（ｘ，ｔ） 是可以加密网格而硬积分求解的．这里有一个问题：微分方程（１）用硬积分求解，
出现了多尺度现象；多尺度时的解，其波长是否依然能保持 ｈ ／ λ ≪ １？ 回答是难以保证．

奇异摄动理论，关注最高阶微商项的小参数 ε， 当然要小．至于 ε 究竟是多少，那要看具体

问题而定．按著作［１０］，浅水波课题要求 ｈ ／ λ ≪ １， 其中 λ 是波长课题的典型长度．
现在给出一数值计算的实例，初始时水面为

　 　 η０（ｘ） ＝ ０．４ｔａｎｈ（０．１（２５ － ｘ）） － ０．６ ＋ ｈ０， （５）
水底为 ｚ ＝ － ｈ，ｈ ＝ １ ｍ， 水密度为 １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，重力加速度设为 ｇ ＝ １０ ｍ ／ ｓ２ ．边界条件为 ｕ（０，
ｔ） ＝ ｕ（Ｌ， ｔ） ＝ ０， Ｌ ＝ ２００ ｍ，采用 ８００ 个均匀网格剖分，用时间有限元计算，时间步长取 Δｔ ＝
０ ０５ ｓ， ｈ０ 分别取 １．０，０．８，０．６，０．４ ｍ 计算， ｈ０ 是上游水深．

该算例的解是在 （ｘ，ｚ，ｔ） 空间的曲面，不同 ｈ０ 对应不同时刻的水面如图 １ 所示，其中 η 表

示水面．从图 １ 的各图皆看到，最前沿波与上游的连接（实心点处）是切线连续的．
图 ２ 为水面在 （ｘ，ｔ） 面的投影．从图 ２ 可见，由于高阶小量的存在，改变了方程的性质，不

再出现强间断解，然而波出现了散射现象，波峰在 （ｘ，ｔ） 面的散射，与解析分析中的特征线分

布十分相似．图 ２ 中，最前沿的波面用虚线标记了，其虚线的斜率即最前沿波的波速，即为 ｃｗ ．
激波前沿看上去是直线，而实际上还是有弯曲的， ｃｗ 随时间变化，不同时刻的波速列于表 １．

表 １ 表明， ｃｗ 随时间 ｔ 增大而增大，而又与静水区水深 ｈ０ 成反比，并且总是大于上游静水

区的浅水波速 ｇｈ０ ．后波的波速大于前波的波速，必然发生压缩波，然而并没有出现 ＳＶＥ 中

７４８浅水机械激波



的激波，而是高频震荡波，这是高阶小量的作用．

（ａ） ｈ０ ＝ １．０ ｍ （ｂ） ｈ０ ＝ ０．８ ｍ

（ｃ） ｈ０ ＝ ０．６ ｍ （ｄ） ｈ０ ＝ ０．４ ｍ

图 １　 不同时刻的水面

Ｆｉｇ． １　 Ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

（ａ） ｈ０ ＝ １．０ ｍ （ｂ） ｈ０ ＝ ０．８ ｍ

（ｃ） ｈ０ ＝ ０．６ ｍ （ｄ） ｈ０ ＝ ０．４ ｍ

图 ２　 水面在 （ｘ，ｔ） 面的投影

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ （ｘ，ｔ） ｐｌａｎｅ
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表 １　 最前波面不同时刻的波速，及上游静水区域的波速对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｏｎｔ ａｎｄ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｒｅｇｉｏｎ

ｈ０ ／ ｍ ｇｈ０ ／ （ｍ ／ ｓ）
ｃｗ ／ （ｍ ／ ｓ）

ｔ ＝ １５ ｓ ｔ ＝ ２０ ｓ ｔ ＝ ２５ ｓ ｔ ＝ ３０ ｓ ｔ ＝ ３５ ｓ

１．０ ３．１６ ４．１７ ４．２１ ４．２５ ４．２７ ４．３５

０．８ ２．８３ ３．９１ ３．９９ ４．０４ ４．０７ ４．２０

０．６ ２．４５ ３．６９ ３．８５ ３．９０ ３．９５ ３．９９

０．４ ２．００ ３．５２ ３．７３ ３．７９ ３．８５ ３．８８

（ａ） ｈ０ ＝ １．０ ｍ （ｂ） ｈ０ ＝ ０．８ ｍ

（ｃ） ｈ０ ＝ ０．６ ｍ （ｄ） ｈ０ ＝ ０．４ ｍ

图 ３　 １０ ｓ 时的水面

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ １０ ｓ

　 　 图 ３、４ 分别给出了 １０ ｓ 和 ２０ ｓ 时的水面．图 ３、４ 中虚线水面是采用滤波的方法对原解进

行了滤波处理，消去高频震荡的短波效应，这区分出 ＳＶＥ 理论的强间断解 ｕｓ（ｘ，ｔ） ．滤波的具

体步骤为：（ａ）对于平滑区不作处理，对于高频震荡区，取高频波的波峰和波谷的平均值代替

原高频震荡；（ｂ）如果经过步骤（ａ）后，水面中仍然存在高频短波效应，重复步骤（ａ），直至高频

短波的效应不明显为止．强间断在 （ｘ，ｔ） 的空间是光滑曲面，而方程（４）的乘法奇异摄动的近

似表达式，是强间断面乘上乘法摄动 ｐ（ｘ，ｔ） 而得到的解．本算例亦绘制了水面的动画演示，参
见文献［１１］．

高频震荡是因为方程中考虑了竖向加速度项而产生的．竖向加速度是真实水波必然存在

的，并非数学上的近似，因此是合理的，由此产生的高频震荡，在自然界中也常常能够观察到，
如钱塘江潮．钱塘江潮在中、小潮期和深槽处，常常会出现波状涌潮．图 ５ 即为真实观察到的钱

塘江波状涌潮，其中虚线描述了波状涌潮的面．
如果将图 ４（ｂ）的局部区域［８９，１０１］ ｍ 放大， 则得到图 ６， 其中横、 纵坐标的比例尺度相

同．比较图 ５ 和图 ６ 可见，高频震荡实际上很可能就是反应了真实存在的波状涌潮．
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（ａ） ｈ０ ＝ １．０ ｍ （ｂ） ｈ０ ＝ ０．８ ｍ

（ｃ） ｈ０ ＝ ０．６ ｍ （ｄ） ｈ０ ＝ ０．４ ｍ

图 ４　 ２０ ｓ 时的水面

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ２０ ｓ

图 ５　 钱塘江波状涌潮 图 ６　 图 ４（ｂ）的局部放大图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ Ｑｉａｎｔａｎｇ ｗａｖｙ ｔｉｄａｌ ｂｏｒｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ｆｉｇ． ４（ｂ）

加密网格进行计算，也可用于水底不平的课题．微分方程（１）那是对于平底水域的；水底不

平则也会影响微分方程．要将水底不平的微分方程推导出来也挺麻烦．但模型是采用位移法

的，对此有最小作用量变分原理．只要将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的动能和势能表达清楚，就够了．对于水

底不平课题，笔者之前在文献［１２⁃１４］中已经进行了分析，当水域为 ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ 时，动能和势能

分别表示为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
ｈρｕ２ ＋ ρｈｈ２

ｘｕ２ ＋ ρｕ２
ｘ·

１
３

ｈ３ ＋ ρｕｘｕｈ２ｈｘ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ， （６）

　 　 Ｕ ＝ ∫Ｌ
０

ρｇｈ２（ｘ）
２

（ｕ２
ｘ － ｕ３

ｘ）ｄｘ ＋ ∫Ｌ
０
ρｇｈ － ｈｘｕ － １

２
ｈｘｘｕ２ － １

６
ｈｘｘｘｕ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ， （７）

这样，非线性微分方程为

　 　 ｕ － １
３

ｕｘｘｈ２ －
∂（ｕｈｈｘ）

∂ｘ
＝ ｇ ∂２

∂ｘ２（ｈｕ） ＋ ｇ １
２

ｈｘｘｘｕ２ － ３ｕｘ

∂（ｈｕｘ）
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）
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直接求解偏微分方程，很麻烦．然而通过最小作用量原理，完全可以处理好其数值解的．而且数

值解表现出了高频振动的成分．如果只在微分方程解的范围内，则结果是可信的．但高频区的

解不能满足浅水波的基本条件，数值结果与实际真能一致吗？
从钱江潮的实际观测可见到，其激波水跃明显可见．激波对其上游无甚影响，但在激波下

游，却存在极其混乱的一段．数值计算的高频规律性并不存在．原因当然是 ｈ ／ λ≪１ 的条件根本

不满足之故．

２　 结 束 语

从热力学的角度看， 混乱的度量是熵．激波本来是从空气动力学来的， 在激波上游的平稳

流到激波下游认为是一个间断， 而将内部边界层完全忽略会使得定位发生困难．前文用浅水

波动力学变分原理硬积分， 倒是可以（在纯动力学范围内）定位；然而 ｈ ／ λ ≪ １ 的条件又发生

困难．如果将混乱度的熵也考虑进去，则变分原理何在，还是困难．
本文的作用，与其说是解决问题，不如说是经过一番努力，提出了问题．虽然看起来深入了

些，却并无把握．以后还需要更有见地的深入研究．
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