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复杂固体并式微结构模型
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摘要：　 把复杂固体看作具有两种不同性质的微结构，进而考虑两种微尺度非线性效应，建立了描

述复杂固体运动的并式微结构非线性模型．利用动力系统的定性分析理论和分岔理论，证明了在一

定条件下并式微结构固体中可以存在一类非对称孤立波并给出了其存在条件．分析表明两种微尺

度非线性效应同时影响孤立波的对称特性，微尺度非线性效应越强，孤立波的非对称特性越明显．
最后用数值方法进一步验证了定性分析结果．
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引　 　 言

任何材料都有一定的微结构，如合金、多晶体材料、陶瓷复合材料、功能梯度材料以及颗粒

材料等都具有不同特性的微结构．有些材料的微结构较为复杂，在不同尺度上表现出不同的微

结构，或在同一尺度上表现出不同性质的微结构，这些复杂的微结构导致了固体材料宏观层面

上的复杂动力学行为［１］ ．因此，对复杂微结构固体的运动与形变的描述，用单尺度或单内部变

量是不够的，需要用多尺度或多内部变量来描述［１］ ．文献［２］基于多尺度建模思想，建立了复

杂微结构固体的两种多尺度线性模型．文献［３］中建立了复杂微结构固体的两种非线性模型，
但考虑的只是宏观尺度非线性效应．文献［４］同样建立了只考虑宏观尺度非线性效应的复杂固

体的两种非线性模型并研究了固体中的孤立波．Ｃａｓａｓｓｏ 等［５］ 基于矢量微结构理论，建立了一

维和二维多尺度微结构模型．Ｅｎｇｅｌｂｒｅｃｈｔ 等［６］ 对弹性微结构固体中形变波的各种模型进行了

综述性评述．在非线性波模型的研究领域，动力系统的定性分析方法是一种十分有效的研究方

法，近几年广泛应用于各类非线性波方程行波解的研究中［７⁃１１］ ．
波在介质中传播时不仅携带着能量，还携带着一些信息．也就是说，在一定初始和边界条

件下激起的波，它不仅携带着这些条件相关的信息还携带着与波传播介质相关的信息，这些信

息反映在波形变化或波谱变化上．因此，固体介质中孤立波存在和传播问题的研究，具有重要

意义．因为孤立波在固体介质中传播时，其形状、幅度以及传播速度中携带着反映介质性质的

重要信息，这对固体材料的无损检测与评价具有应用价值［１２⁃１３］ ．在文献［１４⁃１６］中对单尺度描
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述下微结构固体中孤立波的存在问题进行了较深入的研究，但对多尺度或多内部变量描述下

微结构固体中能否存在孤立波问题还未进行研究．
本文在前文工作基础上，考虑微尺度非线性效应，将建立描述复杂微结构固体运动的并式

微结构非线性模型．利用动力系统的定性分析理论和分岔理论，将证明在一定条件下并式微结

构固体中可以存在孤立波并给出其存在条件．

１　 多尺度非线性模型的建立

设复杂固体具有两种微结构，且两种微结构互不耦合地并列共存（如图 １ 所示），这种模

型称为并式微结构模型［２⁃４］ ．文献［３⁃４］中虽建立了并式微结构模型，但只考虑了宏观尺度非线

性效应，未考虑微尺度非线性效应．本文将考虑两种微尺度非线性效应，因此自由能函数可取

为两种微形变 φ，ψ 及其导数的三次多项式形式：

　 　 Ｗ ＝ １
２

αｖ２ｘ ＋ １
３

βｖ３ｘ － Ａ１φｖｘ ＋ １
２

Ｂ１φ２ ＋ １
２

Ｃ１φ２
ｘ ＋ １

６
Ｄ１φ３

ｘ －

　 　 　 　 Ａ２ψｖｘ ＋ １
２

Ｂ２ψ２ ＋ １
２

Ｃ２ψ２
ｘ ＋ １

６
Ｄ２ψ３

ｘ， （１）

动能密度 Ｋ 取为 ｖｔ，φｔ，ψｔ 的二次函数，即

　 　 Ｋ ＝ １
２
（ρｖ２ｔ ＋ Ｉ１φ２

ｔ ＋ Ｉ２ψ２
ｔ ）， （２）

这里， ｖ 表示宏观位移， Ｉ１ 和 Ｉ２ 表示两种微惯性， α，β，Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１，Ａ２，Ｂ２，Ｃ２ 和 Ｄ２ 是材料常

数．根据式（１）和（２），计算出 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）函数 Ｌ ＝ Ｋ － Ｗ，并在忽略全部耗散效应的情

况下，代入 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程
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计算可得

　 　

ρｖｔｔ ＝ αｖｘｘ ＋ （βｖ２ｘ） ｘ － Ａ１φｘ － Ａ２ψｘ，

Ｉ１φｔｔ ＝ Ｃ１φｘｘ ＋ Ｄ１φｘφｘｘ ＋ Ａ１ｖｘ － Ｂ１φ，

Ｉ２ψｔｔ ＝ Ｃ２ψｘｘ ＋ Ｄ２ψｘψｘｘ ＋ Ａ２ｖｘ － Ｂ２ψ ．
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（４）

引入几个无量纲变量和无量纲参数

　 　

Ｕ ＝ ｖ ／ ｖ０， Ｘ ＝ ｘ ／ Ｌ， Ｔ ＝ ｃ０ ｔ ／ Ｌ　 　 （ｃ２０ ＝ α ／ ρ）， ε ＝ ｖ０ ／ Ｌ，

Ｃ１ ＝ Ｃ∗
１ ｌ２１， Ｉ１ ＝ ρｌ２１Ｉ∗１ ， Ａ１ ＝ ｌ１Ａ∗

１ ， Ｄ１ ＝ Ｄ∗
１ ｌ３１， δ１ ＝ （ ｌ１ ／ Ｌ） ２，

Ｃ２ ＝ Ｃ∗
２ ｌ２２， Ｉ２ ＝ ρｌ２２Ｉ∗２ ， Ａ２ ＝ ｌ２Ａ∗

２ ， Ｄ２ ＝ Ｄ∗
２ ｌ３２， δ２ ＝ （ ｌ２ ／ Ｌ） ２，
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（５）

这里 ｖ０ 是初始波的波幅， Ｌ 是初始波的波长， ｌ１ 和 ｌ２ 表示材料两种特征长度．利用式（５），把方

程（４）无量纲化可得

２４ 那仁满都拉
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把 φ，ψ 展开为 δ１ ／ ２
１ ，δ１ ／ ２

２ 的幂级数，得

　 　
φ ＝ φ０ ＋ δ１ ／ ２

１ φ１ ＋ δ１φ２ ＋ δ３ ／ ２
１ φ３ ＋ δ２

１φ４ ＋ …，

ψ ＝ ψ０ ＋ δ１ ／ ２
２ ψ１ ＋ δ２ψ２ ＋ δ３ ／ ２

２ ψ３ ＋ δ２
２ψ４ ＋ … ．{ （７）

比较式（６）中的第二、三式和式（７），可确定 φ０，φ１，φ２，φ３，φ４，ψ０，ψ１，ψ２，ψ３，ψ４， 并利用从属原

理可得

　 　
φ ＝

Ａ１ε
Ｂ１

ＵＸ ＋
Ａ１εδ１

Ｂ２
１

（Ｃ∗
１ ＵＸＸＸ － ρＩ∗１ ｃ２０ＵＸＴＴ） ＋

Ａ２
１ε２Ｄ∗

１

Ｂ３
１

δ１ δ１ ＵＸＸＵＸＸＸ，

ψ ＝
Ａ２ε
Ｂ２

ＵＸ ＋
Ａ２εδ２

Ｂ２
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（Ｃ∗
２ ＵＸＸＸ － ρＩ∗２ ｃ２０ＵＸＴＴ） ＋

Ａ２
２ε２Ｄ∗

２

Ｂ３
２

δ２ δ２ ＵＸＸＵＸＸＸ ．
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把式（８）代入式（６）中的第一式可得

　 　 ＵＴＴ － Ｐ１ＵＸＸ ＋ Ｐ２ＵＸＸ ＋ Ｐ３ＵＸＸ － Ｐ４（Ｕ２
Ｘ） Ｘ － Ｐ５ＵＸＸＴＴ － Ｐ６ＵＸＸＴＴ ＋

　 　 　 　 Ｐ７ＵＸＸＸＸ ＋ Ｐ８ＵＸＸＸＸ ＋ Ｐ９（Ｕ２
ＸＸ） ＸＸ ＋ Ｐ１０（Ｕ２

ＸＸ） ＸＸ ＝ ０， （９）
其中

　 　 Ｐ１ ＝ α ／ （ρｃ２０）， Ｐ２ ＝ Ａ２
１ ／ （Ｂ１ρｃ２０）， Ｐ３ ＝ Ａ２

２ ／ （Ｂ１ρｃ２０）， Ｐ４ ＝ βε ／ （ρｃ２０），
　 　 Ｐ５ ＝ Ａ２

１δ１Ｉ∗１ ／ Ｂ２
１， Ｐ６ ＝ Ａ２

２δ２Ｉ∗２ ／ Ｂ２
２， Ｐ７ ＝ Ａ２

１Ｃ∗
１ δ１ ／ （Ｂ２

１ρｃ２０），

　 　 Ｐ８ ＝ Ａ２
２Ｃ∗

２ δ２ ／ （Ｂ２
２ρｃ２０）， Ｐ９ ＝ Ａ３

１εＤ∗
１ δ１ δ１ ／ （２Ｂ３

１ρｃ２０），

　 　 Ｐ１０ ＝ Ａ３
２εＤ∗

２ δ２ δ２ ／ （２Ｂ３
２ρｃ２０） ．

方程（９）是本文建立的描述复杂固体的并式微结构非线性模型．这里 Ｐ２，Ｐ５，Ｐ７ 和 Ｐ９ 是与第一

微形变有关的各项系数； Ｐ３，Ｐ６，Ｐ８ 和 Ｐ１０ 是与第二微形变有关的各项系数．可以看出，两种微

结构所产生的各种效应并列出现在模型方程中，表明它们对波的形成和传播有同等的影响．

图 １　 复杂固体的并式微结构

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｔ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｏｌｉｄｓ

２　 非对称孤立波存在性的证明

借助应变 ｕ ＝ ＵＸ， 把方程（９）改写为

　 　 ｕＴＴ － α１ｕＸＸ － α２（ｕ２） ＸＸ － α３ｕＸＸＴＴ ＋ α４ｕＸＸＸＸ ＋ α５（ｕ２
Ｘ） ＸＸＸ ＝ ０， （１０）

其中 α１ ＝ Ｐ１ － Ｐ２ － Ｐ３，α２ ＝ Ｐ４，α３ ＝ Ｐ５ ＋ Ｐ６，α４ ＝ Ｐ７ ＋ Ｐ８，α５ ＝ Ｐ９ ＋ Ｐ１０ ．进一步对方程（１０）

３４复杂固体并式微结构模型及孤立波的存在性



做变换

　 　 ｕ ＝
α１

α２
ｕ′， ｘ′ ＝ １

α３
Ｘ， ｔ′ ＝

α１

α３
Ｔ， （１１）

可得（下式中已把 ｕ′，ｘ′，ｔ′ 改写为 ｕ，ｘ，ｔ）
　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘ － （ｕ２） ｘｘ － ｕｘｘｔｔ ＋ β１ｕｘｘｘｘ ＋ β２（ｕ２

ｘ） ｘｘｘ ＝ ０， （１２）

这里　 　 β１ ＝
α４

α１α３
， β２ ＝

α５

α２α３ α３

．

当忽略微尺度非线性项（即 β２ ＝ ０） 时，容易求得方程（１２）的一种精确孤立波解

　 　 ｕ ＝ Ａ０ ＋ Ａ·ｓｅｃｈ２［Ｂ（ｘ － Ｖｔ）］， （１３）

这里 Ａ ＝ ３
２
（Ｖ２ － １） － ３Ａ０，Ｂ ＝

Ｖ２ － １ － ２Ａ０

４（Ｖ２ － β１）
，Ｖ 是任意波速， Ａ０ 是任意常数．但由于方程

（１２）中微尺度非线性项 β２（ｕ２
ｘ） ｘｘｘ 的出现，很难求得精确孤立波解．下面用动力系统的定性分

析方法来分析微结构固体中能否存在孤立波的问题．
为把方程（１２）化为等效动力系统，对其进行行波约化，即 ξ ＝ ｘ － Ｖｔ，ｕ ＝ ｕ（ξ），并进行两次

积分得

　 　 （Ｖ２ － １）ｕ － ｕ２ － （Ｖ２ － β１）ｕξξ ＋ ２β２ｕξｕξξ ＝ ｇ， （１４）
其中 ｇ 为积分常数．令 ｕ ＝ ｘ，ｕξ ＝ ｙ， 可把式（１４）改写为

　 　

ｄｘ
ｄξ

＝ ｙ，

ｄｙ
ｄξ

＝ － ｇ ＋ （Ｖ２ － １）ｘ － ｘ２

（Ｖ２ － β１） － ２β２ｙ
．
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î
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ï
ïï

ï
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（１５）

平面系统（１５）有一条奇直线

　 　 ｙ ＝
Ｖ２ － β１

２β２
， （１６）

为取消此奇直线，可做变换

　 　 ｄξ ＝ ［（Ｖ２ － β１） － ２β２ｙ］ｄτ， （１７）
则系统（１５）变成平面 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

　 　

ｄｘ
ｄτ

＝ （Ｖ２ － β１）ｙ － ２β２ｙ２，

ｄｙ
ｄτ

＝ （Ｖ２ － １）ｘ － ｘ２ － ｇ ．
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（１８）

由平面动力系统的定性分析理论［９］可知，在拓扑意义下，除了奇直线外，系统（１８）和（１５）有相

同的相图．因此，可通过对系统（１８）的相图分析，得知系统（１５）的相图分布．
分析可知系统（１８）有首次积分：

　 　 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ １
２
（Ｖ２ － β１）ｙ２ － ２

３
β２ｙ３ － １

２
（Ｖ２ － １）ｘ２ ＋ １

３
ｘ３ ＋ ｇｘ ＝ ｈ， （１９）

这里 ｈ 为任意常数， ｈ 取不同值时方程（１９）可表示不同的相轨线．当 （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ ＞ ０ 时，系
统（１８）在相平面上有 ４ 个平衡点：

　 　 ａ１
（Ｖ２ － １） － （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ
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÷ ，

４４ 那仁满都拉



　 　 ｂ１
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Ｖ２ － β１
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　 　 ｂ２
（Ｖ２ － １） ＋ （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ
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各平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）行列式为

　 　

Ｊ（ａ１） ＝ － （Ｖ２ － β１） （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ ，

Ｊ（ａ２） ＝ （Ｖ２ － β１） （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ ，

Ｊ（ｂ１） ＝ （Ｖ２ － β１） （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ ，

Ｊ（ｂ２） ＝ － （Ｖ２ － β１） （Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２０）

再根据分岔理论［９⁃１０］计算可知，在参数平面 （ｇ，Ｖ） 上系统有一条分岔曲线 Ｌ：ｇ ＝ （１ ／ ４）（Ｖ２ －
１） ２ ．此曲线把参数平面分为区域Ⅰ： ｇ ＜ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２； 区域Ⅱ： ｇ ＝ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２； 区域

Ⅲ： ｇ ＞ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２ 这 ３ 个区域．下面的讨论仅限于正常频散（即 β１ ＜ １） ［１６］ 的情况，反常

频散（即 β１ ＞ １） ［１６］ 的情况可类似讨论．
情况 １　 当 ｇ ＜ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２，Ｖ２ ＜ β１ 时，系统有 ４ 个平衡点，根据定性分析理论可知，

ａ２ 和 ｂ１ 是鞍点， ａ１ 和 ｂ２ 是中心点．此时相平面上存在一个从鞍点 ａ２ 出发，围绕中心点 ａ１，最终

又回到鞍点 ａ２ 的同宿轨道（如图 ２）．该同宿轨道不被奇直线分割，可无限接近于奇直线上的另

一个鞍点 ｂ１ ．为求得该同宿轨道存在时参数 β２ 的极限值，可假设该同宿轨道通过鞍点 ｂ１， 则应

有 Ｈ（ａ２） ＝ Ｈ（ｂ１） ．利用此关系计算可得

　 　 β２ ＝∓ １
２

（β１ － Ｖ２） ３ ／ ２

［（Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ］ ３ ／ ４ ． （２１）

由动力系统的同宿轨道与偏微分方程的孤立波解之间的对应关系可知，此同宿轨道应对应于

方程（１２）的孤立波解．由此可得到定理 １．
定理 １　 当

　 　 ｇ ＜ １
４
（Ｖ２ － １） ２， Ｖ２ ＜ β１，

　 　 － １
２

（β１ － Ｖ２） ３ ／ ２

［（Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ］ ３ ／ ４ ＜ β２ ＜ １
２

（β１ － Ｖ２） ３ ／ ２

［（Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ］ ３ ／ ４

时，在复杂微结构固体中可以存在一种非对称的反钟型孤立波．
为验证此结果，用数值方法绘制方程（１２）的孤立波解，并与无微尺度非线性效应时形成

的孤立波解（１３）进行了比较（如图 ３）．可看出，在定理 １ 的条件下，复杂微结构固体中确实能

够存在一种非对称的反钟型孤立波，微尺度非线性效应越强，孤立波的非对称特性就越明显．
情况 ２　 当 ｇ ＜ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２，Ｖ２ ＞ β１ 时，分析可知系统有 ４ 个平衡点，其中 ａ１ 和 ｂ２ 是

鞍点， ａ２ 和 ｂ１ 是中心点．此时相平面上存在一个从鞍点 ａ１ 出发，围绕中心点 ａ２， 最终又回到鞍

点 ａ１ 的同宿轨道（如图 ４）．该同宿轨道不被奇直线分割，可无限接近于奇直线上的另一个鞍点

ｂ２ ．假设在极限情况下可通过此鞍点，则应有 Ｈ（ａ１） ＝ Ｈ（ｂ２）， 由此式计算可得

　 　 β２ ＝ ± １
２

（Ｖ２ － β１） ３ ／ ２

［（Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ］ ３ ／ ４， （２２）

这是同宿轨道存在时参数 β２ 的极限值．因此，根据动力系统的同宿轨道与偏微分方程的孤立

５４复杂固体并式微结构模型及孤立波的存在性



波解之间的对应关系，可得定理 ２．

β１ ＝ ０．８， β２ ＝ ０．４， Ｖ ＝ ０．４ ， ｇ ＝ ０．０４ β１ ＝ ０．８， β２ ＝ ０．４， Ｖ ＝ ０．４ ， ｇ ＝ ０．０４

图 ２　 系统（１８）的相图 图 ３　 非对称孤立波（实线）
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１８） Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ （ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ）

定理 ２　 当

　 　 ｇ ＜ １
４
（Ｖ２ － １） ２， Ｖ２ ＞ β１，

　 　 － １
２

（Ｖ２ － β１） ３ ／ ２

［（Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ］ ３ ／ ４ ＜ β２ ＜ １
２

（Ｖ２ － β１） ３ ／ ２

［（Ｖ２ － １） ２ － ４ｇ］ ３ ／ ４

时，在复杂微结构固体中可以存在一种非对称的钟型孤立波．
用数值方法绘制非对称孤立波并与孤立波解（１３）进行了比较（如图 ５）．从图上可看出，在

定理 ２ 的条件下复杂微结构固体中确实能够存在一种非对称的钟型孤立波，两种微尺度非线

性效应同时影响着孤立波的对称特性．

β１ ＝ ０．８， β２ ＝ １．２， Ｖ ＝ ２ ， ｇ ＝ ０．２ β１ ＝ ０．８， β２ ＝ １．２， Ｖ ＝ ２ ， ｇ ＝ ０．２

图 ４　 系统（１８）的相图 图 ５　 非对称孤立波（实线）
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１８） Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ （ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ）

６４ 那仁满都拉



情况 ３　 当 ｇ ＝ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２ 时，系统有两个平衡点 ａ（（Ｖ２ － １） ／ ２，０） 和 ｂ（（Ｖ２ － １） ／ ２，
（Ｖ２ － β１） ／ （２β２）） ．因两个平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉ 行列式为 Ｊ（ａ） ＝ ０，Ｊ（ｂ） ＝ ０， 由定性分析理论可

知两个平衡点均为尖点（如图 ６）．此时在相平面内不存在同（异）宿轨道，故复杂固体中不可能

存在孤立波．

（ａ） β１ ＝ ０．８， β２ ＝ ０．４， Ｖ ＝ ０．４ ， ｇ ＝ ０．０９ （ｂ） β１ ＝ ０．８， β２ ＝ １．２， Ｖ ＝ ２ ， ｇ ＝ ０．２５

图 ６　 系统（１８）的相图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１８）

情况 ４　 当 ｇ ＞ （１ ／ ４）（Ｖ２ － １） ２ 时，系统在实平面内无平衡点，故不做讨论．
情况 ５　 当 ｇ ＝ ０ 时，系统（１８）变成与文献［１６］中所讨论的系统相同，故可以完全类似的

讨论，这里不再重复．

３　 结　 　 语

本文在前文工作基础上，把复杂固体看作具有两种不同性质的微结构并考虑两种微尺度

非线性效应，建立了描述复杂微结构固体运动的并式微结构非线性模型．利用动力系统的定性

分析理论和分岔理论，证明了在一定条件下复杂微结构固体中可以存在一类非对称孤立波，并
给出了此孤立波的存在条件．分析表明两种微尺度非线性效应同时影响孤立波的对称特性，微
尺度非线性效应越强，孤立波的非对称特性越明显．最后采用数值方法进一步验证了上述定性

分析结果．通过对非对称孤立波存在性的论证，证实了复杂固体中在一定条件下可以存在一种

非对称孤立波，这对固体材料性能的无损检测与评价提供了有一定价值的理论依据．
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