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摘要：　 选取剪力滞效应引起的附加挠度为广义位移，将箱梁的剪力滞变形状态从初等梁挠曲变

形状态中分离出来，作为一种独立的变形状态进行分析，运用能量变分法建立了以附加挠度为未

知量的截面控制微分方程及边界条件；结合简支边界条件分别导出了集中荷载和均布荷载作用下

箱梁的附加挠度和纵向应力计算公式．纵向应力分析表明：该文方法计算的应力结果和样条函数法

计算的应力结果吻合良好，从而验证了其方法的正确性．挠度研究表明：剪力滞附加挠度由跨中向

两侧支点递减；针对于该文算例而言，均布荷载和集中荷载作用下跨中截面的剪力滞附加挠度分

别占初等梁挠度的 ２．５７％和 ３．０３％；随着高跨比和宽跨比的增大，相应箱梁跨中截面的附加挠度逐

渐减小，且宽跨比对附加挠度的影响远大于高跨比的影响．
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引　 　 言

薄壁箱梁因其有利的受力特性而被广泛应用于现代桥梁工程中．薄壁箱梁发生竖向挠曲

变形时，由腹板传递给翼缘板的剪力流使翼缘板在远离腹板处的纵向位移滞后于靠近腹板处

的纵向位移，从而使箱梁翼缘板不满足平截面假设，这就是剪力滞效应［１⁃２］ ．在薄壁箱梁的设计

和计算时考虑剪力滞效应这已是众所周知［１，３⁃５］ ．
Ｒｅｉｓｓｎｅｒ［６］针对不带悬臂板的双轴对称矩形截面箱梁，选取最大剪切转角差为广义位移，

首次应用能量变分法建立了剪力滞效应分析理论．钱寅泉等［７⁃８］ 在 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 的基础上，将矩形

箱梁进一步拓展到带有悬臂板的斜腹板箱梁中，选取余弦函数为翘曲位移函数，利用能量变分

法分析箱梁剪力滞效应．近年来，对翘曲正应力自平衡条件主要有以下两种途径：途径一，翘曲

正应力在箱梁横截面上合成的轴力为零，此途径国内外学者采用居多；途径二，翘曲正应力在

竖向弯曲面内合成的弯矩为零，此途径应用较少．文献［４，７⁃１２］中采用途径一，在箱梁翘曲位

移中加入均匀附加位移，使其进一步满足轴向自平衡条件；文献［１３⁃１４］中采用途径二，对槽形

宽梁底板和腹板的纵向位移函数进行修正．关于剪力滞广义位移的选取有以下两种方式：最大
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剪切转角差和附加挠度，文献［５⁃８，１０⁃１４］中箱梁各板采用同一最大剪切转角差为广义位移研

究剪力滞效应，此方式比较传统，应用也较为广泛；文献［１５］中考虑到箱梁挠曲变形时各板的

纵向翘曲位移存在差异，因此各板选取不同的最大剪切转角差为广义位移，这对于剪力滞效应

精度的提高有一定的影响，但计算较为麻烦，且不具有明确的物理意义，不便于工程人员使用．
文献［１，１６］中采用剪力滞效应引起的附加挠度为广义位移，该广义位移具有明确的物理意

义，且便于工程人员的理解和应用．此外，现有诸多文献在求解剪力滞效应时，将初等梁理论和

剪力滞翘曲理论耦合在一起分析，这样不仅不能明确反映剪力滞效应对初等梁理论的影响程

度，而且不便于设计人员应用．
虽然国内外学者对剪力滞效应的研究已取得了比较丰富的成果，但对剪力滞效应和初等

梁理论解耦分析的相关文献较少．因此，本文将箱形梁的挠曲变形分解成剪力滞翘曲变形和初

等梁弯曲变形，选取剪力滞效应引起的附加挠度为广义位移，应用能量变分法建立剪力滞效应

分析理论．应用本文导出的计算公式分析简支箱梁在集中荷载和均布荷载下附加挠度和总挠

度的分布曲线，以及高跨比、宽跨比对附加挠度的影响规律．

１　 微分方程及边界条件

如图 １ 所示，坐标系为 Ｏｘｙｚ， 箱梁在竖向对称荷载作用下的挠曲变形位移模式（图 １
（ａ）），可分解为初等梁弯曲变形（图 １（ｂ））和剪力滞翘曲变形（图 １（ｃ））．针对剪力滞翘曲位

移模式（图 １（ｃ）），假设坐标中心位于截面形心处，腹板服从平截面假定．

（ａ） 剪力滞效应位移模式简图 （ｂ） 初等梁位移模式简图 （ｃ） 剪力滞翘曲位移模式简图

（ａ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｅｆｆｅｃｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｂｅａｍ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｗａｒｐｉｎｇ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐａｔｔｅｒｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐａｔｔｅｒｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐａｔｔｅｒｎ

图 １　 箱梁截面的纵向位移组成

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

（ａ）坐标系及荷载 （ｂ）横截面

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ
图 ２　 箱型截面简图

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

如图 ２ 所示，箱梁在任意竖向荷载 ｑ（ ｚ） 作用下发生挠曲变形，选取剪力滞效应引起的附
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加挠度为广义位移，则箱梁截面任一点处的纵向位移 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） 为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｕ０（ｙ，ｚ） ＋ ｕω（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｙ·ｗ′（ ｚ） － ωζ（ｘ，ｙ）·ｆ ′（ ｚ）， （１）
式中， ｕ０（ｙ，ｚ） 为初等梁纵向位移，ｕω（ｘ，ｙ，ｚ） 为剪力滞翘曲位移，ｗ（ ｚ） 为初等梁挠度，ωζ（ｘ，ｙ）
为剪力滞翘曲位移函数，ｆ（ ｚ） 为 剪力滞附加挠度．

图 ２ 中， ｂ１ 为顶板半宽，ｂ２ 为底板半宽，ｂ３ 为悬臂板宽，ｈｕ 为形心至顶板中面的距离，ｈｂ 为

形心至底板中面的距离，ｈ 为顶底板中面之间的距离，ｔｕ 为顶板、悬臂板厚度，ｔｂ 为底板厚度，ｔｗ
为腹板厚度，θ 为腹板俯角，计算悬臂板时将 ｘ 轴坐标原点放至翼缘板右侧端部．

在 Ｏｘｙｚ 坐标系中，各板的剪力滞翘曲位移函数 ωζ（ｘ，ｙ） 可表示为

　 　 ωζ（ｘ，ｙ） ＝

ｈｕ ｃｏｓ πｘ
２ｂ１

－ ηæ
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（２）

式中， η 为翘曲应力自平衡修正系数，将通过翘曲应力在面内合成的弯矩为零来确定．
根据几何方程及 Ｈｏｏｋｅｒ（胡克）定律，由式（１）可得箱梁截面任一点处的纵向应力 σ（ｘ，ｙ，

ｚ） 为

　 　 σ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ σ０（ｙ，ｚ） ＋ σω（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － Ｅ（ｙ·ｗ″（ ｚ） ＋ ωζ（ｘ，ｙ）·ｆ ″（ ｚ））， （３）
式中， σ０（ｙ，ｚ） 为初等梁应力，将通过材料力学弯曲正应力计算公式求得；σω（ｘ，ｙ，ｚ） 为剪力滞

翘曲应力；Ｅ 为弹性模量．
箱梁在竖向挠曲变形时，截面正应力合成的弯矩为零，即

　 　 ∫
Ａ
σ·ｙｄＡ ＝ ０． （４）

将式（３）代入式（４）可得

　 　 ∫
Ａ
ωζ·ｙｄＡ ＝ ０． （５）

经积分运算可得翘曲应力自平衡修正系数 η：

　 　 η ＝
２（ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３）

π·Ｉ
， （６）

式中， Ｉ为箱梁截面惯性矩，Ｉｉ 为相应各板的截面惯性矩，下标 ｉ取 １， ２， ３， ｗ 分别代表顶板、底
板、悬臂板和腹板（下同），计算公式为 Ｉ１ ＝ ２ｔｕｂ１ｈ２

ｕ， Ｉ２ ＝ ２ｔｂｂ２ｈ２
ｂ， Ｉ３ ＝ ２ｔｕｂ３ｈ２

ｕ， Ｉｗ ＝ ２ｔｗ（ｈ３
ｕ ＋

ｈ３
ｂ） ／ （３ｃｏｓ θ）， Ｉ ＝ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ＋ Ｉｗ ．

由弹性力学可知，箱梁各板的应变能可表达为

　 　 Ｕｉ ＝
１
２ ∫∫∫（Ｅε２

ｉｚ ＋ Ｇγ２
ｉｘｚ）ｄｘｄｙｄｚ， （７）

式中， εｉｚ ＝
∂ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ）

∂ｚ
， γｉｘｚ ≈

∂ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ）
∂ｘ

，Ｇ 为剪切模量．

则箱梁顶板、底板和悬臂板的应变能表达式为

　 　 Ｕｉ ＝
ＥＩｉ
２ ∫ｌ

０
ｗ″２ ＋ １

２
＋ η２ － ４η
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　 　 ｉ ＝ １，２，３． （８）
腹板应变能表达式为

　 　 Ｕｗ ＝
ＥＩｗ
２ ∫ｌ

０
（ｗ″２ ＋ η２ ｆ ″２ ＋ ２ηｗ″ｆ ″）ｄｚ ． （９）

外力势能为

　 　 Ｖ ＝ － ∫ｌ
０
ｑ（ｗ ＋ ｆ）ｄｚ ． （１０）

则箱梁的总势能可表达为

　 　 Π ＝ Ｕ１ ＋ Ｕ２ ＋ Ｕ３ ＋ Ｕｗ ＋ Ｖ ＝

　 　 　 　 Ｅ ∫ｌ
０

Ｉ
２

ｗ″２ ＋ ζ１ ｆ ″２ ＋ ζ２ｗ″ｆ ″
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ ＋

Ｇπ２ζ３

１６ ∫ｌ
０
ｆ ′２ｄｚ － ∫ｌ

０
ｑ（ｗ ＋ ｆ）ｄｚ， （１１）

式中

　 　 ζ１ ＝
Ｉｓ
２

１
２

－ ４η
π

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ η２·Ｉ

２
， ζ２ ＝ ηＩ － ２

π
Ｉｓ， ζ３ ＝

Ｉ１
ｂ２
１

＋
Ｉ２
ｂ２
２

＋
Ｉ３
ｂ２
３

， Ｉｓ ＝ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ．

总势能泛函求一阶变分，并令 δΠ ＝ ０， 即

　 　 δΠ ＝ ∫ｌ
０
（ＥＩｗ″″ ＋ Ｅζ２ ｆ ″″ － ｑ）δｗｄｚ ＋ ∫ｌ

０
２Ｅζ１ ｆ ″″ ＋ Ｅζ２ｗ″″ －

Ｇπ２ζ３

８
ｆ ″ － ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｆｄｚ ＋

　 　 　 　 （ＥＩｗ″ ＋ Ｅζ２ ｆ ″）δｗ′ ｌ
０ ＋ （２Ｅζ１ ｆ ″ ＋ Ｅζ２ｗ″）δｆ ′ ｌ

０ －

　 　 　 　 （ＥＩｗ‴＋ Ｅζ２ ｆ ‴）δｗ ｌ
０ － ２Ｅζ１ ｆ ‴＋ Ｅζ２ｗ‴－

Ｇπ２ζ３

８
ｆ ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｆ

ｌ

０

＝ ０． （１２）

根据变分引理，可得箱梁截面控制微分方程如下：
　 　 ＥＩｗ″″ ＋ Ｅζ２ ｆ ″″ － ｑ ＝ ０， （１３）

　 　 ２Ｅζ１ ｆ ″″ ＋ Ｅζ２ｗ″″ －
Ｇπ２ζ３

８
ｆ ″ － ｑ ＝ ０． （１４）

联立式（１３）、（１４）消去 ｗ， 可得附加挠度的微分方程如下：
　 　 ｆ ″″ － ｋ２ ｆ ″ ＝ ｋ１ｑ， （１５）

式中

　 　 ｋ２ ＝
ＧＩπ２ζ３

８Ｅ（２ζ１Ｉ － ζ２
２）

， ｋ１ ＝
Ｉ － ζ２

Ｅ（２ζ１Ｉ － ζ２
２）

．

关于微分方程式（１５）通解的一般形式为

　 　 ｆ ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２ｚ ＋ Ｃ３ｓｉｎｈ（ｋｚ） ＋ Ｃ４ｃｏｓｈ（ｋｚ） ＋ ｆ∗ ． （１６）
式（１６）中的待定系数由边界条件求解， ｆ∗ 为仅与 ｑ（ ｚ） 分布有关的特解．

确定上述 ４ 个常数的边界条件为：
固定端　 ｆ ＝ ０， ｆ ′ ＝ ０；
简支端　 ｆ ＝ ０， ｆ ″ ＝ ０；
自由端　 ｆ ″ ＝ ０， ｆ ‴－ ｋ２ ｆ ′ ＝ ０．

２　 纵向应力及挠度的求解

如图 ３ 所示，简支箱梁在均布荷载 ｑ 作用下，箱梁的剪力滞附加挠度可表达为
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　 　 ｆ ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２ｚ ＋ Ｃ３ｓｉｎｈ（ｋｚ） ＋ Ｃ４ｃｏｓｈ（ｋｚ） －
ｋ１ｑ
２ｋ２ ｚ

２ ． （１７）

为了确定上式中的 ４ 个参数，需利用以下 ４ 个边界条件：
　 　 ｆ（０） ＝ ０， ｆ ″（０） ＝ ０， ｆ（ ｌ） ＝ ０， ｆ ″（ ｌ） ＝ ０．
利用以上 ４ 个边界条件确定常数 Ｃ１ ～ Ｃ４ 后，即可得到均布荷载作用下简支箱梁剪力滞附

加挠度的计算公式：

　 　 ｆ ＝
ｋ１ｑ
ｋ４

１ － ｃｏｓｈ（ｋｌ）
ｓｉｎｈ（ｋｌ）

ｓｉｎｈ（ｋｚ） ＋ ｃｏｓｈ（ｋｚ） － １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｋ１ｑ
２ｋ２（ ｌｚ － ｚ２） ． （１８）

由材料力学可知简支箱梁均布荷载作用下的挠度计算公式，将初等梁挠度和剪力滞附加

挠度计算公式代入式（３）可得箱梁截面任一点处的纵向应力表达式，即

　 　 σ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｑｙｚ
２Ｉ

（ ｌ － ｚ） －

　 　 　 　
Ｅｋ１ｑωζ（ｘ，ｙ）

ｋ２ ｃｏｓｈ（ｋｚ） － １ ＋ １ － ｃｏｓｈ（ｋｌ）
ｓｉｎｈ（ｋｌ）

ｓｉｎｈ（ｋｚ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１９）

如图 ４ 所示，简支箱梁承受跨中集中荷载 Ｐ，将集中荷载 Ｐ 按照文献［１７］介绍的方法换算

成均布荷载并取其前 ４ 项：

　 　 ｑ（ ｚ） ＝ ２Ｐ
ｌ

ｓｉｎ πｚ
ｌ

－ ｓｉｎ ３πｚ
ｌ

＋ ｓｉｎ ５πｚ
ｌ

－ ｓｉｎ ７πｚ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２０）

则箱梁的剪力滞附加挠度可表达为

　 　 ｆ ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２ｚ ＋ Ｃ３ｓｉｎｈ（ｋｚ） ＋ Ｃ４ｃｏｓｈ（ｋｚ） －

　 　 　 　
２Ｐｋ１ ｌ３

π２ α１ｓｉｎ
πｚ
ｌ

－ α２ｓｉｎ
３πｚ
ｌ

＋ α３ｓｉｎ
５πｚ
ｌ

－ α４ｓｉｎ
７πｚ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２１）

式中

　 　 α１ ＝ １
π２ ＋ ｋ２ ｌ２

， α２ ＝ １
９（９π２ ＋ ｋ２ ｌ２）

， α３ ＝ １
２５（２５π２ ＋ ｋ２ ｌ２）

， α４ ＝ １
４９（４９π２ ＋ ｋ２ ｌ２）

．

为了确定上式中的 ４ 个参数，需利用以下 ４ 个边界条件：
　 　 ｆ（０） ＝ ０， ｆ ″（０） ＝ ０， ｆ（ ｌ） ＝ ０， ｆ ″（ ｌ） ＝ ０．
利用以上 ４ 个边界条件确定常数 Ｃ１ ～ Ｃ４ 后，即可得到集中荷载作用下简支箱梁剪力滞附

加挠度的计算公式：

　 　 ｆ ＝
２Ｐｋ１ ｌ３

π２ α１ｓｉｎ
πｚ
ｌ

－ α２ｓｉｎ
３πｚ
ｌ

＋ α３ｓｉｎ
５πｚ
ｌ

－ α４ｓｉｎ
７πｚ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

由材料力学可知简支箱梁集中荷载作用下的挠度计算公式，将初等梁挠度和剪力滞附加

挠度计算公式代入式（３）可得箱梁截面任一点处的纵向应力表达式，即

　 　 σ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ Ｐｙｚ
２Ｉ

＋

　 　 　 　 ２Ｅｋ１Ｐｌωζ（ｘ，ｙ） α１ｓｉｎ
πｚ
ｌ

－ ９α２ｓｉｎ
３πｚ
ｌ

＋ ２５α３ｓｉｎ
５πｚ
ｌ

－ ４９α４ｓｉｎ
７πｚ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２３）
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图 ３　 简支箱梁受均布荷载作用 图 ４　 简支箱梁受集中荷载作用

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｕｎｄｅｒ Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｕｎｄｅｒ
ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

３　 算 例 分 析

以文献［１７］跨度 ５０ ｍ 的简支混凝土斜腹板箱梁为例，截面尺寸、计算点位置见图 ５，材料

参数为 Ｅ ＝ ３．１ × １０４ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 μ ＝ １ ／ ６．满跨均布荷载 ２ｑ ＝ ２ × １ ｋＮ ／ ｍ；跨中集中

荷载 ２Ｐ ＝ ２ × １０ ｋＮ ．

图 ５　 截面尺寸及计算点（单位： ｍ）
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｓｉｚｅｓ ａｎｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ （ｕｎｉｔ： ｍ）

利用本文导出的集中荷载和均布荷载作用下简支箱梁的纵向应力计算公式，分别计算两

种荷载作用下跨中截面计算点的纵向应力，与文献［１７］给出的样条函数解一并列于表 １，以便

对比（表中，误差比＝（本文解－样条函数解） ／样条函数解×１００％）．
表 １　 跨中截面计算点纵向应力对比（单位：ｋＰａ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｓｐａｎ ｃｅｎｔｅｒ ｓｅｃｔｉｏｎ （ｕｎｉｔ： ｋＰａ）

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｐｏｉｎｔ

ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ
ｓｐｌｉｎｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１７］σＰ ／ ｋＰａ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
σＰ ／ ｋＰａ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｉｏ
ε ／ ％

ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ
ｓｐｌｉｎｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１７］σｑ ／ ｋＰａ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
σｑ ／ ｋＰａ

ｅｒｒｏｒ ｒａｔｉｏ
ε ／ ％

① －３３．５０７ ０ －３８．２２５ １４．０８ －９８．４４８ ５ －９８．５５０ １．６５

② －３５．３３４ ０ －３８．６５２ ９．３９ －９８．７８４ ２ －９８．８３７ １．２７

③ －３７．８８０ ５ －３９．８１９ ５．１２ －９９．７０１ ０ －９９．６２１ ０．７５

④ －４２．２６５ ５ －４１．４１４ －２．０１ －１００．９５３ ５ －１００．６９３ －０．０３

⑤ －３９．３２０ ５ －３９．１５９ －０．４１ －９９．１８２ ０ －９９．１７８ －０．４５

⑥ －３８．５２６ ０ －３８．２２５ －０．７８ －９８．４４８ ５ －９８．５５０ －０．７２

⑦ ７８．９６０ ５ ８１．５５７ ３．２９ １９８．８６０ ９ １９８．３４８ ０．８０

⑧ ７５．７７５ ７ ７７．１３７ １．８０ １９５．３７１ ８ １９５．３６４ －０．１７

⑨ ７５．０８７ ０ ７５．２９６ ０．２８ １９３．９２６ ６ １９４．１２７ －０．６６

　 　 表 １ 给出了简支箱梁受集中荷载和均布荷载作用下跨中截面计算点的纵向应力对比，可
以看出本文方法计算结果与样条函数计算结果吻合良好，从而验证了该方法的正确性．

采用图 ５ 所示的箱梁截面尺寸、跨度及荷载工况，利用本文附加挠度公式和材料力学初等
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梁挠度公式分别计算集中荷载和均布荷载作用下相应截面的挠度解，并绘制挠度分布曲线，如
图 ６、图 ７ 所示，并将两种荷载作用下跨中截面的挠度列于表 ２，以便对比．保持箱梁截面尺寸

不变，调整跨长并获得相应的高跨比和宽跨比参数，应用本文公式计算相应参数下跨中截面的

附加挠度，并绘制附加挠度随参数变化的分布曲线，如图 ８、图 ９ 所示．

图 ６　 集中荷载作用下的挠曲线 图 ７　 均布荷载作用下的挠曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ

表 ２　 跨中截面挠度对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｓｐａｎ ｃｅｎｔｅｒ ｓｅｃｔｉｏｎ

ｌｏｃａｔｉｏｎ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ

ｗ ／ ｍｍ ｆ ／ ｍｍ （ ｆ ／ ｗ） ／ ％

ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

ｗ ／ ｍｍ ｆ ／ ｍｍ （ ｆ ／ ｗ） ／ ％

ｔｈｅ ｓｐａｎ ｃｅｎｔｅｒ ｓｅｃｔｉｏｎ ０．９９４ ０．０２５ ６ ２．５７ ０．３１８ ０．００９ ６ ３．０３

　 　 图 ６、图 ７ 给出了集中荷载和均布荷载作用下箱梁挠度沿纵向的分布曲线，可以看出：两
种荷载作用下考虑剪力滞效应的总挠度分布呈曲线分布；附加挠度的大小由跨中向两侧支点

递减．由表 ２ 可以看出，均布荷载和集中荷载作用下跨中截面的附加挠度分别占初等梁挠度的

２．５７％和 ３．０３％．

图 ８　 附加挠度随高跨比的变化曲线 图 ９　 附加挠度随宽跨比的变化曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ⁃ｓｐａｎ ｒａｔｉｏ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ⁃ｓｐａｎ ｒａｔｉｏ

图 ８、图 ９ 给出了均布荷载和集中荷载作用下高跨比和宽跨比对箱梁附加挠度的影响曲

线，可以看出：随着高跨比和宽跨比的增大，相应跨中截面的剪力滞附加挠度逐渐减小；显然，
宽跨比对箱梁跨中截面附加挠度的影响远大于高跨比的影响．当高跨比在 ０．０２ ～ ０．０６ 范围内，
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相应箱梁跨中截面的附加挠度降低幅度较大，在大于 ０．０６ 的范围内附加挠度的降低幅度较

小，基本趋于零；同样，宽跨比在 ０．０２～０．０４ 范围内，相应箱梁跨中截面的附加挠度降低幅度较

大，在大于 ０．０４ 的范围内附加挠度的降低幅度较小，基本趋于零．

４　 结　 　 论

１） 本文选取剪力滞效应引起的附加挠度为广义位移，将箱梁的剪力滞变形状态从初等梁

挠曲变形状态中分离出来作为一种独立的变形状态分析，应用能量变分法建立了剪力滞效应

分析理论．算例分析表明，本文应力计算结果与样条函数计算结果吻合良好，验证了本文方法

的正确性．
２） 考虑剪力滞效应后的箱梁总挠度沿纵向呈曲线分布；附加挠度的大小由跨中向两侧支

点递减．针对本文算例而言，均布荷载和集中荷载作用下跨中截面的剪力滞附加挠度分别占初

等梁挠度的 ２．５７％和 ３．０３％．
３） 随着高跨比和宽跨比的增大，相应箱梁跨中截面的附加挠度逐渐减小．当取同一高跨

比和宽跨比时，宽跨比对附加挠度的影响明显大于高跨比对附加挠度的影响．
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