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摘要：　 在利用有限元法对三维薄结构进行分析时，为了减少单元数目，常采用六面体薄单元，相
应的高阶单元在计算精度、抗畸变程度等方面具有明显优势．但与低阶元相比，高阶单元需要更多

的计算机存储空间，离散化线性系统具有更高的计算复杂性，并且系数矩阵是严重病态的，采用通

常的求解方法其效率将大大降低．该文针对三维薄结构稳态热传导问题，利用局部块 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ
光滑子和基于“距离矩阵”的 ＤＡＭＧ 法，为其分层二次元离散系统设计了一种具有更好计算效率

和鲁棒性（ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ）的多水平方法．由于采用了分层基，程序实现中不再需要建立判定未知数变

量指标与所属几何节点类型对应关系的代数判据，网格转换算子的构造也变得非常简单，从而大

大提高了运算效率．数值实验结果验证了该方法的有效性和鲁棒性．
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引　 　 言

薄结构由于具有某些方面的特点，已被广泛应用于各类实际问题中，如涂层问题、各种层

合结构问题以及电子器件的散热问题等．利用通常的体单元（如 ８ 节点线性元）分析薄结构问

题时，由于单元最大几何尺度受薄层厚度控制，需要使用更多的单元数才能确保数值解的计算

精度，但由此也将导致计算工作量剧增［１⁃２］ ．实际计算时，需要采用薄单元（其一个方向的尺寸

远小于其他两个方向的尺寸）进行网格剖分，这种单元属于典型的各向异性单元．相应的高阶

单元在计算精度、划分数量、抗畸变程度等方面具有非常明显的优势，使得它们在实际计算中

被广泛使用．但与低阶元相比，高阶单元需要更多的计算机存储空间，离散化线性系统具有更

高的计算复杂性．另一方面，这类薄单元对应的线性代数系统的系数矩阵是严重病态的，采用

通常的求解方法其效率将大大降低．
代数多重网格（ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ， ＡＭＧ）法是求解有限元离散化线性代数系统最为有效

的计算方法之一，目前已有非常多的研究工作，如文献［３⁃１０］．对高阶元离散系统 ＡＭＧ 法（包
括多水平方法及其预条件技术）的研究，也取得了一些很好的成果，如文献［１１⁃１５］．但这些方
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法主要是针对各向同性网格下的高阶有限元离散代数系统而设计的．对各向异性网格情形，文
献［１６⁃１７］研究了几种有代表性的复杂各向异性网格对 ＡＭＧ 法效率的影响，并设计了基于

“距离矩阵”的 ＤＡＭＧ 法；文献［１８］为几类薄结构问题设计和分析了相应的预处理方法；文献

［１９］提出了一种点结块粗化算法的 ＡＭＧ 法，再结合 ＡＭＧｅ 插值算子来提高 ＡＭＧ 法效率．这些

方法主要是针对薄结构线性元方程而设计的，对高阶元情形，还未见相关研究工作．
本文针对三维薄结构稳态热传导问题，为其分层二次元离散系统设计了基于 ＤＡＭＧ 法的

多水平方法．基于局部块 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 的光滑子，对薄结构各向异性单元具有更好的磨光效果，
相应的两水平方法具有更好的计算效率．由于采用了分层基，在设计两水平方法时，不需建立

判定变量指标与所属几何节点类型对应关系的代数判据［１４］，也不需生成网格转换矩阵，粗水

平（线性元）矩阵也可由最细网格矩阵直接获取，从而大大节省了计算 ＣＰＵ 时间，提高了运算

效率．数值实验结果验证了该方法的有效性和鲁棒性．

１　 模型问题及分层有限元离散

考虑如下三维稳态热传导问题：
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其中， Ｔ ＝ Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ） 为温度函数，ｋｉ ＝ ｋｉ（ｘ，ｙ，ｚ）（ ｉ ＝ １，２，３） 为导热系数，Ｑｖ ＝ Ｑｖ（ｘ，ｙ，ｚ） 为单

位体积中的内热源生热量，ｎ１，ｎ２ 和 ｎ３ 为边界单位外法向分量，ＴΓ 为边界Γ１ 上的已知温度，ｑΓ

为 Γ２ 上的热流密度， ｈΓ 和 Ｔａ 分别是 Γ３ 上的对流换热系数和周围环境温度，Γ ＝ ∂Ω为求解域

Ω 的边界，满足 Γ ＝ Γ１ ＋ Γ２ ＋ Γ３， 且 Γ１ ∩ Γ２ ∩ Γ３ ＝ ⌀ ．
上述问题对应的变分问题可描述为，求 Ｔ ∈ Ｈ１（Ω） 且 Ｔ ｜ Γ１

＝ ＴΓ， 使得对任意的 Ｗ ∈ Ｈ１
Γ

＝ {ｗ ∈ Ｈ１（Ω） 且 ｗ ｜ Γ１
＝ ０ } ， 下式总成立：

　 　 ａ（Ｔ，Ｗ） ＝ Ｆ（Ｗ）， （５）
其中
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对区域 Ω 进行六面体网格剖分，为了更加方便地构造求解高阶有限元方程的两水平方法

或多水平方法，常采用分层单元（ｈｉｅｒａｃｈｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ） ［２０］对变分问题（５）进行离散．
考虑整体坐标系 Ｏｘｙｚ 下的 ２０ 节点六面体二次单元，其在局部坐标系 ｏξηζ （如图 １ 所示）

下分层单元的插值函数为：
顶点（ｖｅｒｔｅｘ）基函数

　 　 Ｈｉ ＝ Ｎｉ ＝
１
８
（１ ＋ ξｉξ）（１ ＋ ηｉη）（１ ＋ ζｉζ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，８， （６）
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其中， （ξｉ，ηｉ，ζｉ） 为 ｉ 点的坐标， Ｎｉ 为 ８ 节点线性等参单元对应的节点插值函数．

图 １　 局部坐标系下的 ２０ 节点标准二次单元

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ２０⁃ｎｏｄｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

边中点（ｍｉｄｓｉｄｅ）基函数

　 　 Ｈｉ ＝

１
４
（１ － ξ２）（１ ＋ ηｉη）（１ ＋ ζｉζ），

ｉ ＝ ９，１２，１７，２０， ξ ＝ ０，η ＝ ± １，ζ ＝ ± １，
１
４
（１ － ξｉξ）（１ － η２）（１ ＋ ζｉζ），

ｉ ＝ １０，１１，１８，１９， ξ ＝ ± １，η ＝ ０，ζ ＝ ± １，
１
４
（１ － ξｉξ）（１ － ηｉη）（１ － ζ２），

ｉ ＝ １３，１４，１５，１６， ξ ＝ ± １，η ＝ ± １，ζ ＝ ０ ．
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按照通常有限元法，由生成的单元特性矩阵和单元右端列阵，按单元进行组集得到整体矩

阵和整体右端列阵，再处理已知温度，可得如下具有分层形式的二次元方程：
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其中， ｑ ＝ ［Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｎ］ Ｔ 为所有节点温度列阵， Ｔｉ 为节点 ｉ 处的温度值， ｑｖ 为二次元单元顶

点对应的温度列阵， ｑｍ 为二次元单元所有边中点对应的温度列阵．
下面以常系数热传导细长梁（详见第 ２ 节算例 １）为例，计算了相应的分层二次元矩阵 Ｋ

及标准节点基下二次元矩阵 Ｋ的条件数（分别记为 κ（Ｋ） 和 κ（Ｋ））， 列出了共轭梯度（ＣＧ）法
的迭代次数（ｉｔｅｒ＿ＣＧ），总结如表 １ 所示，其中迭代控制精度为 ‖ｒ（ｋ）‖ ／‖ｒ（０）‖ ≤ １０ －６，这里

ｒ（ｋ） ＝ Ｐ － Ｋｑ（ｋ） 或 Ｐ － Ｋｑ（ｋ） 为第 ｋ 步迭代解残量，解向量 ｑ（ｋ） 与 ｑ（ｋ） 中的各分量满足
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其中， ｎ 为总节点数， ｎｐ 为剖分节点（顶点）数， ｉ１ 和 ｉ２ 分别表示与边中点 ｉ 相邻的顶点编号．
表 １　 分层二次元矩阵 Ｋ 和节点基下二次元矩阵 Ｋ 的条件数以及 ＣＧ 法的迭代次数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ２ ｍａｔｒｉｃｅｓ Ｋ ａｎｄ Ｋ， ａｎｄ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＧ ｍｅｔｈｏｄ

ｍｅｓｈ
ｓｔａｎｄａｒｄ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ

κ（Ｋ） ｉｔｅｒ＿ＣＧ

ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ

κ（Ｋ） ｉｔｅｒ＿ＣＧ

１０×１０×１０ ４４ ３５８．２９ ３８６ １２ ７６４．８２ １７３

２０×２０×２０ ３０５ ２０４．２５ ７２８ ８０ ４１７．６８ ３１２

４０×４０×４０ ２ ２８９ ３２０．０８ １ ４３９ ５８５ ０６５．２１ ５７６

２０×２×２ ５ ４０６．７７ ９８ １ ８２０．８５ ５０

４０×４×４ ３０ ９２９．８５ ２０４ ８ ７９７．３６ ８０

８０×８×８ ２０７ ６３７．６３ ４０１ ５５ ２７４．６１ １３６

　 　 由此可见，分层基下离散系统的条件数得到大大改善，但当问题规模增加，尤其是采用各

向异性网格时，ＣＧ 法的求解效率将变差．采用分层有限元法的最大优点之一是，在处理高阶问

题时，可以利用低阶的计算结果，大大减少前处理量和计算量，且自适应过程相对容易实现．在
构造求解高阶有限元方程的两水平方法或多水平方法时，由于采用了分层基，相应网格转换算

子（限制算子和插值算子）的构造将变得非常简单，程序实现中不需建立判定变量指标与所属

几何节点类型对应关系的代数判据，可大大提高求解效率．

２　 分层二次元方程的多水平方法

构造代数多水平方法的基本做法是，首先，将分层二次元方程的求解化归为线性元方程的

求解，从而建立相应的两水平迭代方法．然后，通过调用适合于薄单元（各向异性网格）的

ＤＡＭＧ 法求解相应线性元方程，建立代数多水平方法．
２．１　 两水平方法

利用分层二次元方程的分块形式（８），可以建立求解热传导问题的两水平迭代算法．两水

平方法的本质是将二次有限元计算化归于线性元的计算， 从而减少运算规模、 提高计算效率．
由于采用了分层基， 在设计两水平方法时， 限制算子 Ｐｃ

ｆ 和插值算子 Ｐ ｆ
ｃ 的构造将变得非常简

单．即
　 　 Ｐｃ

ｆ ＝ ［Ｉ　 ０］， Ｐ ｆ
ｃ ＝ ［Ｉ　 ０］ Ｔ， （１０）

其中， Ｉ 为单位矩阵，０ 为零矩阵，上标“ ｃ”表示粗水平（线性元），上标“ ｆ”表示细水平（二次

元）．对任意细水平向量 ｑ ＝ ［ｑｖ 　 ｑｍ］ Ｔ 和粗水平向量 ｑｖ， 有

　 　 Ｐｃ
ｆ ｑ ＝ ｑｖ， Ｐ ｆ

ｃｑｖ ＝ ［ｑｖ 　 ０］ Ｔ ． （１１）
这样，求解分层二次元方程（７）的两水平迭代算法可描述如下．
算法 １　 两水平迭代算法

步 ０） 令 ｋ ＝ ０， 给定控制精度 ε ｔｏｌ， 对任意迭代初值 ｑ（０）， 计算 ｒ（０） ＝ Ｐ － Ｋｑ（０） ．
步 １） 前光滑：
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步 ２） 计算残量：
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步 ３） 利用直接法或迭代法精确求解粗水平（线性元）方程：
　 　 Ｋｖｖｅｖ ＝ ｒ（ｋ＋１）ｖ ． （１２）
步 ４） 更新解：

　 　 ｑ２ ＝ ｑ１ ＋
ｅｖ

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｑｖ
１ ＋ ｅｖ

ｑｍ
１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．

步 ５） 后光滑：
　 　 ｑ（ｋ＋１） ＝ ｑ２ ＋ ＳＴ（Ｐ － Ｋｑ２），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｍ２ ．
步 ６） 计算 ｒ（ｋ＋１） ＝ Ｐ － Ｋｑ（ｋ＋１）， 若

　 　 ‖ｒ（ｋ＋１）‖
‖ｒ（０）‖

≤ ε ｔｏｌ，

则结束；否则，令 ｋ ＝ ｋ ＋ １，ｑ（ｋ） ＝ ｑ（ｋ－１）， 转步 １）．
算法 １ 中， Ｓ 为光滑子，常取为 ｐｏｉｎｔ⁃ｗｉｓｅ Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代， ｍ１ 和 ｍ２ 分别为前、后光滑次

数，常取 ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ｍ， 相应的两水平方法记为 ＨＴＬ（ｐ＿ＧＳ （ｍ）） ．

注 １　 影响上述两水平迭代算法效率的主要因素是光滑子 Ｓ 的选取．通常的光滑子 ｐ＿ＧＳ （ｍ） 对各向同

性网格问题具有很好的磨光效果，仅需迭代几次就能消除误差的高频部分，但对各向异性网格问题其磨光效

果将变差，需要选取特殊的光滑子，如线迭代、面迭代及块迭代等．前两种程序上不好实现，特别是对非结构网

格情形．本文考虑块迭代（简记为 ＬＢＧＳ），即对每一个节点，在其支集（ｐａｔｃｈｅｓ）上整体求解子问题，以更有效

地消除由于网格的各向异性而产生的误差高频部分，具体算法见算法 ２．

算法 ２　 一次 ＬＢＧＳ 迭代

对于 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， 有

步 １） 获取落在 ｓｕｐｐ ϕ ｊ 内部的节点数 Ｎ ｊ 及其下标值，并保存其局部、整体间的对应关系．
步 ２） 形成 Ｎ ｊ × Ｎ ｊ 子问题：

　 　

ａ１１ ａ１２ … ａ１Ｎｊ

ａ２１ ａ２２ … ａ２Ｎｊ

︙ ︙ ︙ ︙
ａＮｊ１ ａＮｊ２ … ａＮｊＮｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｑ１

ｑ２

︙
ｑＮｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

ｐ１

ｐ２

︙
ｐＮｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

步 ３） 求解上述方程组，得解向量

　 　 ｑＮｊ
＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑＮｊ

） Ｔ ．
步 ４） 更新解向量

　 　 ｑ ＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ） Ｔ ．
由文献［２１］知，有两种特殊的块磨光算子，即 ＬＢＧＳ＿ｖ 或 ＬＢＧＳ＿ｍ 迭代，可简单描述为

① ＬＢＧＳ＿ｖ ｓｍｏｏｔｈｅｒ：仅对所有顶点，在其 ｐａｔｃｈｅｓ 上做一次 ＬＢＧＳ 迭代；
② ＬＢＧＳ＿ｍ ｓｍｏｏｔｈｅｒ：仅对所有边中点，在其 ｐａｔｃｈｅｓ 上做一次 ＬＢＧＳ 迭代．
基于上述光滑子的两水平方法分别简记为 ＨＴＬ（ＬＢＧＳ＿ｖ（１））和 ＨＴＬ（ＬＢＧＳ＿ｍ（１））．下

面，将这些方法应用于薄结构稳态热传导问题分层二次元方程的求解，其中 ε ｔｏｌ ＝ １０－６，相应的

结果总结如下．
算例 １　 热传导细长梁［２２］ 　 考虑如图 ２ 所示的长为 ０．１ ｍ、宽和高均为 ０．０１ ｍ 的细长梁．

取左侧面的形心为坐标原点建立坐标系，左侧面 （ｘ ＝ ０ ｍ）施加已知温度 ＴΓ ＝ ０ ℃，上表面与

４０７ 三维薄结构热传导问题分层二次元方程的多水平方法



周围环境发生对流，设对流系数 ｈΓ ＝ １ ５００ Ｗ ／ （ｍ２·℃），环境温度 Ｔａ ＝ ４００ ℃，右侧面 （ｘ ＝ ０．１
ｍ）上的热流密度 ｑΓ ＝ ２ ０００ Ｗ ／ ｍ２，其余面均为绝缘面．

对细长梁采用六面体一致网格进行剖分，即分别沿 ｘ，ｙ 和 ｚ 方向进行等距剖分，设每个方

向的剖分步长分别为 ｈｘ， ｈｙ 和 ｈｚ， 整个区域含有 ｎｘ × ｎｙ × ｎｚ 个单元．实际应用时，常采用两种

类型的单元： 一种是各向同性网格， 如图 ３（ａ）所示， 其特点是单元在 ３ 个方向的尺寸相差不

大； 另一种是各向异性网格， 如图 ３（ｂ）所示， 其特点是单元在 ３ 个方向的尺寸相差很大， 如

大的长宽比．为了验证 ３ 种方法的有效性和鲁棒性，针对下述两种情形，相应迭代次数如表 ２
所示．

 常系数：
　 　 ｋ１ ＝ １５．０ Ｗ ／ （ｍ２·℃）， ｋ２ ＝ １０．０ Ｗ ／ （ｍ２·℃）， ｋ３ ＝ ５．０ Ｗ ／ （ｍ２·℃）， Ｑｖ ＝ ０ Ｗ ／ ｍ２；
 变系数：
　 　 ｋ１ ＝ ２５ｘ２ － １０ｙ － ３３ｚ ＋ ４， ｋ２ ＝ ２０ｘ － ５０ｙ２ ＋ １２ｚ ＋ ３， ｋ３ ＝ １０ｘ ＋ ４８ｙ ＋ ５ｚ２ ＋ ２，
　 　 Ｑｖ ＝ １ ／ （（ｘ ＋ ０．００１）（ｙ ＋ ０．０１）（ ｚ ＋ ０．０１）） ．

图 ２　 三维热传导梁几何结构示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ

（ａ） 各向同性网格（２０×２×２） （ｂ） 各向异性网格（１０×１０×１０）

（ａ） Ｔｈｅ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｈｅｘａｈｅｄｒａｌ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ ２０×２×２ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｈｅｘａｈｅｄｒａｌ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ １０×１０×１０ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图 ３　 热传导梁两种网格剖分

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｗｏ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｍｅｓｈｅｓ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

表 ２　 基于不同光滑子 Ｓ 的 ＨＴＬ 方法求解热传导细长梁分层二次元方程的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＴＬ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

ｍｅｓｈ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

１０×１０×１０ １７ ５ ５ ２４ ６ ６

２０×２０×２０ １７ ５ ５ ２６ ６ ６

４０×４０×４０ １８ ５ ５ ２７ ６ ６

２０×２×２ ５ ２ ３ ６ ２ ２

４０×４×４ ４ ２ ２ ５ ２ ２

８０×８×８ ４ ２ ３ ５ ２ ２

　 　 算例 ２　 扇形薄结构　 考虑如图 ４ 所示的扇形薄结构，内径 ｒ１ ＝ ４ ｍ，外径 ｒ２ ＝ １２ ｍ，厚度

５０７张　 　 申　 　 　 肖　 映　 雄　 　 　 郭　 瑞　 奇



ｌ ＝ ０．８ ｍ，左侧面 （ ｒ１ ＝ ４ ｍ）施加已知温度 ＴΓ ＝ １ ０００ ℃，右侧面 （ ｒ２ ＝ １２ ｍ）施加已知温度 ＴΓ

＝ １００ ℃，其余面均为绝缘面，导热系数 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ３ ＝ ３ Ｗ ／ （ｍ２·℃）， Ｑｖ ＝ ０ Ｗ ／ ｍ２ ．采用六面体

网格剖分下的分层二次元进行求解，在不同网格剖分下，３ 种方法的迭代次数如表 ３ 所示．

图 ４　 扇形薄结构几何结构示意图及网格剖分（８×８×８）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｓｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｏｎｅ ｓａｍｐｌｅ ｍｅｓｈ （８×８×８）

表 ３　 基于不同光滑子 Ｓ 的 ＨＴＬ 方法求解扇形薄结构分层二次元方程的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＴＬ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｓｅｃｔｏｒ

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

４×４×４ ８０ ４ １０

８×８×８ ６０ ４ ９

１６×１６×１６ ６８ ４ ８

３２×３２×３２ ６１ ３ ７

　 　 算例 ３　 散热片问题　 散热片几何结构示意图如图 ５（ａ）所示，其中，基础表面的尺寸为

１０ ｍ×１０ ｍ×０．５ ｍ，每个肋片的尺寸为 ０．１ ｍ×１０ ｍ×５ ｍ，肋片数目为 １１，在基础表面的下底面

施加已知温度 ＴΓ ＝ １００ ℃，其余表面的外法向流量均为 ｑΓ ＝ ０．１ Ｗ ／ ｍ２，导热系数为 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ３

＝ ２０ Ｗ ／ （ｍ２·℃）．采用六面体单元进行网格剖分（如图 ５（ｂ）），在不同单元数下，３ 种方法的迭

代次数如表 ４ 所示．

图 ５　 散热片几何结构示意图及其网格剖分（９９０ 个单元）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉａｔｏｒ ａｎｄ ｏｎｅ ｓａｍｐｌｅ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ ９９０ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

６０７ 三维薄结构热传导问题分层二次元方程的多水平方法



表 ４　 基于不同光滑子 Ｓ 的 ＨＴＬ 方法求解散热片问题分层二次元方程的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＴＬ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉａｔｏｒ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

９９０ ３２ ４ ４

３ ３００ １４ ３ ４

９ ２８２ ９ ３ ３

１３ １６０ ７ ４ ４

　 　 算例 ４　 ＬＥＤ 单芯片　 上述 ３ 个算例涉及的均为一种介质材料，本算例讨论 ＬＥＤ 单芯片

问题的热传导有限元分析．考虑如图 ６ 所示的单芯片几何模型，它从上往下依次由芯片、黏结

材料、基板、热沉基板以及翅片组成，对应的几何尺寸和热导率如表 ５ 所示．芯片的热源密度为

Ｑｖ ＝ ２ × １０８ Ｗ／ ｍ２，翅片的各裸露表面为对流面，换热系数 ｈΓ ＝ １０ Ｗ ／ （ｍ２·℃），环境温度 Ｔａ ＝
２７ ℃，其余裸露面为绝缘面．在网格剖分时，既有各向同性单元，也有横向各向异性单元，还有

竖向各向异性单元，对这种复杂情形，通常的迭代方法求解效率是很差的．３ 种方法求解不同

单元数下的分层二次元方程的迭代次数如表 ６ 所示．

图 ６　 ＬＥＤ 单芯片几何结构示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ＬＥＤ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈｉｐ

表 ５　 ＬＥＤ 单芯片模型的相关参数

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｓｉｚｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ＬＥＤ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈｉｐ

ｍｏｄｅｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｓｉｚｅｓ ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ

ｃｈｉｐ ０．００４ ｍ×０．００１ ｍ×０．００４ ｍ ６５．６

ｂｏｎｄｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌ ０．００４ ｍ×０．０００ １ ｍ×０．００４ ｍ ２４０

ｂａｓｅ ｐｌａｔｅ ０．０２５ ｍ×０．００１ ｍ×０．０２５ ｍ ２０２．４

ｈｅａｔ ｓｉｎｋ ｂａｓｅ ｐｌａｔｅ ０．０２５ ｍ×０．００１ ｍ×０．０２５ ｍ ２０２．４

ｆｉｎ ０．００１ ｍ×０．０３０ ｍ×０．０２５ ｍ ２０２．４

表 ６　 基于不同光滑子 Ｓ 的 ＨＴＬ 方法求解 ＬＥＤ 单芯片问题分层二次元方程的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＴＬ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＬＥＤ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈｉｐ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

１ ８８８ １１５ １１ １３

３ ０４０ ２１０ １８ １５

５ ６９２ １２７ １６ １９

９ ６２０ １８１ ３２ １６
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　 　 由上述数值结果可见：
１） 对各向同性网格问题，ｐ＿ＧＳ 法具有很好的磨光效果，相应的两水平迭代法求解分层二

次有限元方程具有很好的计算效率和鲁棒性．例如，对热传导细长梁问题，不管是常系数还是

变系数，ＨＴＬ（ｐ＿ＧＳ（３））的迭代次数基本不随问题规模的增加而增加．
２） 对各向异性网格（薄单元）问题，ｐ＿ＧＳ 法的磨光效果将变差，两种特殊块磨光算子

（ＬＢＧＳ＿ｖ 或 ＬＢＧＳ＿ｍ）具有更好的磨光效果，相应两水平迭代法的收敛性基本不依赖于问题规

模．比较而言，基于 ＬＢＧＳ＿ｖ 的两水平迭代法的迭代次数更少，对薄结构热传导问题，在设计块

磨光算子时，仅需对所有的顶点在其 ｐａｔｃｈｅｓ 上进行块 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代，以提高运算效率．
２．２　 多水平方法

两水平迭代算法 １ 是通过调用直接法或迭代法精确求解粗水平（线性元）方程（１２）的，当
问题规模很大时，这肯定不可取．为了提高整体分析效率，需要为粗水平（线性元）方程提供高

效的求解器．对薄结构热传导问题，由于结构的特殊性，在进行网格剖分时，常常需要采用大量

的薄单元（各向异性单元），这将大大影响其有限元离散代数系统的求解效率．由文献［１６⁃１７］
可知，基于“距离矩阵”的 ＤＡＭＧ 法对求解各向异性网格下的线性元方程具有很好的效率．本
节将这种方法应用于粗水平（线性元）方程（１２），以建立相应的多水平方法．

在 ＡＭＧ 法中，一个最为重要的环节是粗网格节点的选取．下面，仅对两层网格 ＤＡＭＧ 法

中网格粗化方法给出简单描述，具体如下．
首先，利用剖分节点的坐标信息，生成与矩阵 Ｋｖｖ ＝ （ｋｉｊ） ｖｖ 相对应的距离矩阵 Ｄ ＝ （ｄｉｊ），即

　 　 ｄｉｊ ＝
（ｘ（ ｉ） － ｘ（ ｊ）） ２ ＋ （ｙ（ ｉ） － ｙ（ ｊ）） ２ ＋ （ ｚ（ ｉ） － ｚ（ ｊ）） ２ ， ｉｆ ｊ ∈ Ｎｉ，

０， ｉｆ ｊ ∉ Ｎｉ，{ （１３）

其中， Ｎｉ { ｊ ｜ （ｋｉｊ） ｖｖ ≠０ } ，（ｘ（ ｉ），ｙ（ ｉ），ｚ（ ｉ）） 为节点 ｉ 的几何坐标， ｉ ＝ １，２，…，ｎ； 利用距离

矩阵 Ｄ 生成强连通“关系”矩阵 Ｓ ＝ （ ｓｉｊ）， 即对 ∀ｉ ∈ Ｎｈ，ｓｉｊ 满足

　 　 ｓｉｊ ＝
１，　 　 ｉｆ ｊ ∈ Ｓｉ，
０，　 　 ｉｆ ｊ ∉ Ｓｉ，

{ （１４）

其中， Ｓｉ { ｊ ｜ ｄｍｉｎ
ｉ ≤ ｄｉｊ ≤ ｃ·ｄｍｉｎ

ｉ ，∀ｊ∈ Ｎｉ } 称为点 ｉ 的强连通集，其中， ｃ 为一大于 １ 的常数，
一般情形下，其值的变化范围为 １．５～２．５，这里， ｄｍｉｎ

ｉ ＝ ｍｉｎ ｊ∈Ｎｉ
ｄｉｊ 以及 Ｎｈ ＝ { １，２，…，ｎ } ．

然后，利用上述距离矩阵及强连通“关系”矩阵，将所有剖分节点分离为各向异性部分和

各向同性部分，对各向异性点在强连通方向上进行粗化，对各向同性点暂不粗化，直至粗网格

点分布比较均匀时，再将所有的节点按找极大不相关子集（简记为 ＭＩＳ）的方法进行粗化．
最后， 生成由粗网格到细网格的插值算子， 再利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法构造限制算子和粗网格

矩阵．
下面，将 ＤＡＭＧ 法应用于三维热传导细长梁 ８ 节点线性元方程（１２）的求解，并与两种求

解椭圆型问题的 ＡＭＧ 法（常用 ＡＭＧ 法和 ＡＧＭＧ 法［１０］）进行了比较，结果如表 ７ 所示．由此可

见，基于“距离矩阵”的 ＤＡＭＧ 法对求解各向异性网格线性元方程具有更好的计算效率和鲁棒

性．例如，对 ４０×４０×４０ 网格剖分情形，对常系数问题，ＡＧＭＧ 法的迭代次数为 ２９，计算 ＣＰＵ 时

间为 ８．９５ ｓ，常用 ＡＭＧ 法的迭代次数为 ４７，计算 ＣＰＵ 时间为 １４．１７ ｓ，ＤＡＭＤ 法的迭代次数为

８，计算 ＣＰＵ 时间为 ３．８０ ｓ；对变系数问题，３ 种方法的迭代次数分别为 １２，４９ 和 ８，计算 ＣＰＵ
时间分别为 ３．８９，１４．８６，３．８２ ｓ ．本文所有数值实验均在 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ５⁃３４７０ ＣＰＵ 微型

８０７ 三维薄结构热传导问题分层二次元方程的多水平方法



机（内存为 ４．００ ＧＢ，ＣＰＵ 为 ３．２０ ＧＨｚ）的 Ｗｉｎｄｏｗｓ ７ 环境下进行．
表 ７　 几种 ＡＭＧ 法求解热传导细长梁 ８ 节点线性元方程的迭代次数和计算 ＣＰＵ 时间

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ＡＭＧ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ

ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

ｍｅｓｈ

ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ＡＧＭＧ

（ ｔ ／ ｓ）

ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｕｓｅｄ

ＡＭＧ （ ｔ ／ ｓ）

ＤＡＭＧ

（ ｔ ／ ｓ）

ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ＡＧＭＧ

（ ｔ ／ ｓ）

ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｕｓｅｄ

ＡＭＧ （ ｔ ／ ｓ）

ＤＡＭＧ

（ ｔ ／ ｓ）

１０×１０×１０ １４（０．０９） ２４（０．１２） ７（０．０７） １１（０．０８） ２９（０．１４） ７（０．０６）

２０×２０×２０ ２１（０．６７） ４０（１．５２） ７（０．４３） １２（０．４２） ３９（１．４９） ７（０．４４）

４０×４０×４０ ２９（８．９５） ４７（１４．１７） ８（３．８０） １２（３．８９） ４９（１４．８６） ８（３．８２）

４０×４×４ ８（０．０３） ８（０．０５） ５（０．０５） ８（０．０３） ７（０．０３） ６（０．０４）

８０×８×８ ９（０．２４） ９（０．２８） ５（０．３３） ９（０．２５） ８（０．２６） ４（０．３５）

１６０×１６×１６ １１（２．３３） １３（２．９６） ６（３．１１） １０（２．３８） １０（２．４４） ５（２．８９）

（ａ） 基于 ＭＩＳ 粗化方法

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏａｒｓｅ ｇｒｉｄ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＭＩＳ ｍｅｔｈｏｄ

（ｂ） 基于“距离矩阵”粗化方法［１９］

（ｂ） Ｔｈｅ ｃｏａｒｓｅ ｇｒｉｄ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ［１９］

图 ７　 两种粗化方法所得结果之比较，其中黑方块表示粗网格点，其余均为细网格点

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ２ ｃｏａｒｓｅ ｇｒｉｄ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｃｏａｒｓｅ

ｎｏｄｅｓ ａｒｅ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ｂｌａｃｋ ｓｑｕａｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｔ ａｒｅ ｆｉｎｅ ｎｏｄｅｓ

　 　 注 ２　 基于“距离矩阵”的粗化算法对各向异性网格能得到更好的粗网格，如对二维情形，两种粗化算法

得到的结果如图 ７ 所示．显然，由该粗化算法得到的粗网格各节点分布更为合理．反复利用该算法，即可将各

向异性网格粗化为一各向同性网格，再对此粗网格按 ＭＩＳ 粗化方法进行粗化，可得到一系列各向同性网格，

可利用直接法或迭代法快速求解最粗网格层方程．同时，形如 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代等磨光子对各向同性网格问题

磨光效果好．上述两个因素综合作用，使得相应的 ＤＡＭＧ 法具有更好的计算效率．

在两水平方法中，粗水平方程是不需要精确求解的，一般仅需调用一次 ＤＡＭＧ 法即可，从
而大大提高内迭代的计算效率．求解分层二次元方程（７）的多水平迭代算法可简单描述如下．

算法 ３　 多水平迭代算法

将算法 １ 中的步 ３）修改为：
步 ３） 调用一次 ＤＡＭＧ 法近似求解粗水平方程： Ｋｖｖｅｖ ＝ ｒ（ｋ＋１）ｖ ．
简记该多水平方法为 ＨＭＬ （Ｓ）， 通过结合不同的光滑子，可以得到 ３ 种多水平方法，即

ＨＭＬ（ｐ＿ＧＳ（３））、ＨＭＬ（ＬＢＧＳ＿ｖ（１））和 ＨＭＬ（ＬＢＧＳ＿ｍ（１））．将这 ３ 种方法分别应用于薄结构

热传导问题分层二次元方程的求解，结果如下．

９０７张　 　 申　 　 　 肖　 映　 雄　 　 　 郭　 瑞　 奇



表 ８　 基于不同光滑子的 ＨＭＬ（Ｓ） 方法求解分层二次元方程的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＭＬ（Ｓ） ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｍｏｏｔｈｅｒｓ

ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ

（ａ） 热传导细长梁

（ａ） Ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

ｍｅｓｈ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

１０×１０×１０ １７ ５ ５ ２５ ６ ６

２０×２０×２０ １８ ６ ６ ２６ ６ ６

４０×４０×４０ １８ ６ ７ ２７ ７ ７

２０×２×２ ５ ３ ３ ６ ２ ３

４０×４×４ ５ ４ ４ ５ ４ ４

８０×８×８ ５ ５ ４ ５ ４ ４

（ｂ） 扇形薄结构

（ｂ） Ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｓｅｃｔｏｒ

ｍｅｓｈ ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

４×４×４ ７９ ６ １２

８×８×８ ６３ ５ ９

１６×１６×１６ ６９ ５ ８

３２×３２×３２ ６２ ４ ７

（ｃ） 散热片问题

（ｃ） Ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉａｔｏｒ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

９９０ ３２ ４ ５

３ ３００ １４ ６ ６

９ ２８２ １２ ７ ９

１３ １６０ ９ ７ ７

（ｄ） ＬＥＤ 单芯片

（ｄ） Ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ＬＥＤ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈｉｐ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

１ ８８８ １１５ ２３ ２３

３ ０４０ ２１１ ２２ ２２

５ ６９２ １２８ １８ ２０

９ ６２０ １８１ ３３ ２４

　 　 由上述结果可知，基于 ＤＡＭＧ 法的多水平方法对求解薄结构热传导问题是有效的．ＤＡＭＧ
法可大大提高内迭代的计算效率，从而提高薄结构热传导问题有限元分析的整体效率．

对 ＬＥＤ 单芯片问题，计算中所使用的单元，有各向同性的，有 ｘ方向的薄单元，也有 ｙ方向

或 ｚ 方向的薄单元，调用一次 ＤＡＭＧ 法近似求解粗水平方程虽能确保多水平方法收敛，但外迭

代次数将增加，从而影响整体收敛速度．为此，需要调用 ｌ（ ｌ ＞ １） 次 ＤＡＭＧ 法近似求解粗水平

方程，相应的计算结果如表 ９ 所示．由此可见，对较复杂情形，一般也仅需调用 ２ 至 ３ 次 ＤＡＭＧ
法近似求解粗水平方程，就可获得与两水平方法一样的迭代次数．

０１７ 三维薄结构热传导问题分层二次元方程的多水平方法



表 ９　 调用 ｌ（ ｌ ＞ １） 次 ＤＡＭＧ 法求解粗水平方程时 ＨＭＬ（Ｓ） 方法的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＭＬ（Ｓ） ｍｅｔｈｏｄｓ ｂｙ ｃａｌｌｉｎｇ ｌ ｔｉｍｅｓ ｏｆ

ＤＡＭＧ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｃｏａｒｓｅ ｌｅｖｅｌ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ

ｌ

ｅｌｅｍｅｎｔ

１ ８８８

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

３ ０４０

ｐ＿ＧＳ（３） ＬＢＧＳ＿ｖ（１） ＬＢＧＳ＿ｍ（１）

２ １１５ １３ １４ ２１０ １８ １５

３ １１５ １１ １３ ２１０ １８ １５

４ １１５ １１ １３ ２１０ １８ １５

３　 结　 　 语

高阶有限元法是求解三维薄结构热传导问题的有效数值方法之一，但要提高其分析整体

效率必须为相应的离散系统设计快速求解算法．本文的目的就是为薄结构热传导问题分层二

次元方程设计相应的两水平方法和多水平方法．对各向同性网格问题，通常的点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ
具有很好的磨光效果；但对薄结构各向异性单元，需要选取基于局部块 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 的光滑

子，相应的两水平方法具有更好的计算效率和鲁棒性．基于“距离矩阵”的 ＤＡＭＧ 法能加速各

向异性网格下粗水平（线性元）方程的求解，从而能有效提高薄结构热传导问题有限元分析的

整体效率．另外，还需要对更一般的问题，如 ＬＥＤ 多芯片组的散热问题、一般的非结构网格问

题，进行更广泛的数值测试，以验证新方法的有效性和鲁棒性．本文方法也可推广应用于一般

的热传导问题以及三维薄体结构固体力学计算，这些将是今后进一步研究的问题．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＢＯＵＺＡＫＩＳ Ｋ Ｄ， ＶＩＤＡＫＩＳ Ｎ． Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｔｉｇｕｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｖａｐｏｒ ｄｅｐｏｓｉｔｅｄ
ｃｏａｔｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｂａｌｌ⁃ｏｎ⁃ｒｏｄ ｒｏｌｌｉｎｇ ｃｏｎｔａｃｔ ｆａｔｉｇｕｅ ｔｅｓｔ， ｕｓｉｎｇ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｍｅｔｈｏｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｗｅａｒ， １９９７， ２０６（１ ／ ２）： １９７⁃２０３．

［２］　 ＤＯＢＲＺＡＮ＇ ＳＫＩ Ｌ Ａ， ŠＬＩＷＡ Ａ， ＫＷＡŠＮＹ Ｗ． Ｅｍｐｌｏｙｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｅ⁃
ｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｉｎ ｃｏａｔｉｎｇｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｏｎ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｓｔｅｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＰＶＤ ｐｒｏｃｅｓｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００５， １６４ ／ １６５： １１９２⁃１１９６．

［３］　 ＢＲＡＮＤＴ Ａ， ＭＣＣＯＲＭＩＣＫ Ｓ， ＲＵＧＥ Ｊ． Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ （ＡＭＧ） ｆｏｒ ｓｐａｒｓｅ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ［Ｃ］ ／ ／ Ｓｐａｒｓｉｔｙ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ． Ｌｏｕｇｈｂｏｒｏｕｇｈ， １９８３： ２５７⁃２８４．

［４］　 ＢＲＥＺＩＮＡ Ｍ， ＣＬＥＡＲＹ Ａ Ｊ， ＦＡＬＧＯＵＴ Ｒ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｒ⁃
ｐｏｌａｔｉｏｎ （ＡＭＧｅ）［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０００， ２２（５）： １５７０⁃１５９２．

［５］　 ＣＬＥＡＲＹ Ａ Ｊ， ＦＡＬＧＯＵＴ Ｒ Ｄ， ＨＥＮＳＯＮ Ｖ Ｅ， ｅｔ ａｌ． Ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ ａｎｄ ｓｃａｌａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０００， ２１（５）： １８８６⁃１９０８．

［６］　 ＧＲＩＥＢＥＬ Ｍ， ＯＥＬＴＺ Ｄ， ＳＣＨＷＥＩＴＺＥＲ Ｍ Ａ． Ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｉｔｙ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２００３， ２５（２）： ３８５⁃４０７．

［７］　 ＢＡＫＥＲ Ａ Ｈ， ＫＯＬＥＶ Ｔ Ｖ， ＹＡＮＧ Ｕ Ｍ． Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｆｏｒ
ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｌｉｎｅａｒ Ａｌｇｅｂｒａ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０， １７（２ ／ ３）：
４９５⁃５１７．

［８］ 　 ＳＨＵ Ｓｈｉ， ＸＵ Ｊｉｎｃｈａｏ， ＹＡＮＧ Ｙｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｎ ｃｒｉｓｓ⁃ｃｒｏｓｓ ｇｒｉｄｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００６， ２５（１ ／ ３）：

１１７张　 　 申　 　 　 肖　 映　 雄　 　 　 郭　 瑞　 奇



２８７⁃３０４．
［９］　 ＶＡＮĚＫ Ｐ， ＭＡＮＤＥＬ Ｊ， ＢＲＥＺＩＮＡ Ｍ． Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｂｙ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｅｃｏｎｄ

ａｎｄ ｆｏｕｒｔｈ ｏｒｄｅｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， １９９６， ５６（３）： １７９⁃１９６．
［１０］　 ＮＯＴＡＹ Ｙ． Ａｎ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ⁃ｂａｓｅｄ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１０， ３７： １２３⁃１４６．
［１１］　 ＲＵＧＥ Ｊ， ＭＣＣＯＲＭＩＣＫ Ｓ， ＭＡＮＴＥＵＦＦＥＬ Ｔ， ｅｔ ａｌ． ＡＭＧ ｆｏｒ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ

ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｃ］ ／ ／ Ａｂｓｔｒａｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｌｅｖｅｎｔｈ Ｃｏｐｐｅｒ Ｍｏｕｎｔａｉｎ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎ Ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ Ｍｅｔｈｏｄｓ． ２００３．

［１２］　 ＨＥＹＳ Ｊ Ｊ， ＭＡＮＴＥＵＦＦＥＬ Ｔ Ａ， ＭＣＣＯＲＭＩＣＫ Ｓ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｆｏｒ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００５， ２０４： ５２０⁃５３２．

［１３］　 ＥＬ ＭＡＬＩＫＩ Ａ， ＧＵÉＮＥＴＴＥ Ｒ， ＦＯＲＴＩＮ Ｍ． Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ ｑｕａｄ⁃
ｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｌｉｎｅａｒ Ａｌｇｅｂｒａ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａ⁃
ｔｉｏｎｓ， ２０１１， １８： ７８９⁃８０３．

［１４］　 ＳＨＵ Ｓ， ＳＵＮ Ｄ， ＸＵ Ｊ． Ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄｓ ｆｏｒ ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２００６， ７７（４）： ３４７⁃３７７．

［１５］　 ＸＩＡＯ Ｙｉｎｇｘｉｏｎｇ， ＳＨＵ Ｓｈｉ． Ａ ｒｏｂｕｓｔ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｉｎ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｌｉｎｅａｒ Ａｌｇｅｂｒａ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１１， １８： ８２７⁃８４２．

［１６］　 谭敏， 肖映雄， 舒适． 一种各向异性四边形网格下的代数多重网格法［Ｊ］ ． 湘潭大学自然科学学

报， ２００５， ２７（１）： ７８⁃８４．（ＴＡＮ Ｍｉｎ， ＸＩＡＯ Ｙｉｎｇｘｉｏｎｇ， ＳＨＵ Ｓｈｉ． Ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ
ｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｇｒｉｄ［Ｊ］ ． Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｘｉａｎｇｔａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２００５，
２７（１）： ７８⁃８４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＸＩＡＯ Ｙｉｎｇｘｉｏｎｇ， ＳＨＵ Ｓｈｉ， ＺＨＡＮＧ Ｐｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍｅｓｈｅｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０， ２６： ５３４⁃５５３．

［１８］　 ＧＲＡＨＡＭ Ｅ， ＦＯＲＳＹＴＨ Ｐ Ａ． Ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｖｅｒｙ ｉｌｌ⁃ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎ⁃
ｓｉｏｎａｌ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ， １９９９， ４４（１）： ７７⁃９９．

［１９］　 ＳＵＭＡＮＴ Ｐ Ｓ， ＣＡＮＧＥＬＬＡＲＩＳ Ａ Ｃ， ＡＬＵＲＵ Ｎ Ｒ． Ａ ｎｏｄｅ⁃ｂａｓｅｄ ａｇｇｌｏｍｅｒａｔｉｏｎ ＡＭＧ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ
ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｉｎ ｔｈｉｎ ｂｏｄｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
２００９， ２５： ２１９⁃２３６．

［２０］　 ＹＳＥＲＥＮＴＡＮＴ Ｈ． Ｏｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｌｅｖｅｌ ｓｐｌｉｔｉｎｇ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｐａｃｅｓ［ Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｓｃｈｅ Ｍａｔｈ⁃
ｅｍａｔｉｋ， １９８６， ４９（４）： ３７９⁃４１２．

［２１］　 ＸＩＡＯ Ｙｉｎｇｘｉｏｎｇ， ＺＨＯＵ Ｚｈｉｙａｎｇ， ＳＨＵ Ｓｈｉ． Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ＡＭＧ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｎ ｓｏｍｅ ｔｙｐｉｃａｌ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍｅｓｈｅｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］ ．
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｌｉｎｅａｒ Ａｌｇｅｂｒａ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ２２（３）： ４６５⁃４８２．

［２２］　 ＷＵ Ｓ Ｃ， ＬＩＵ Ｇ Ｒ， ＺＨＡＮＧ Ｈ Ｏ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｏｄｅ⁃ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
（ＮＳ⁃ＰＩＭ） ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｒｍａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００９， ４８（７）： １３６７⁃１３７６．

２１７ 三维薄结构热传导问题分层二次元方程的多水平方法
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