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摘要：　 《随机振动的虚拟激励法》自 １９８５ 年正式发表以来，逐渐得到许多工程领域的认可和采

用，解决了很多重要而困难的工程问题．该方法不但被国内某些工程规范所推荐，而且被 ３ 种国际

工程手册成章刊载，在国际上亦占有了一席之地．该文是笔者参考了数百篇国内外论文，依据其中

一部分在 １１ 个工程领域对虚拟激励法的应用和一些学者的评论所撰写的综述．借以让更多工程技

术人员和研究者对虚拟激励法有较为全面的了解，以结合各自工程领域更有效地开展对随机振动

理论和方法研究成果的应用和发展．

关　 键　 词：　 随机振动；　 虚拟激励法；　 工程应用

中图分类号：　 Ｏ３２４　 　 　 文献标志码：　 Ａ ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３７０５７８

引　 　 言

以 １９０５ 年 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ（爱因斯坦）研究 Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动为标志，随机振动进入了学术研究

的范围．而随机振动作为一门有广泛工程背景的技术学科，一般认为始于 １９５８ 年在麻省理工

学院召开的一次探讨随机振动应用的学术会议，至今已逾半个世纪．其重要性也日益受到学术

界和工程界的肯定．但是由于传统的计算分析方法过于繁琐，其在工程界的应用受到了很大的

限制．最近三十多年在我国建立和发展的虚拟激励法，从计算力学的角度对随机振动传统算法

进行了系统更新，其高效、精确、实施简单的特性使得这一系列算法在我国工程界得到了日益

广泛的传播和应用．近年来也逐渐得到国际同行的重视，应用虚拟激励法于不同工程领域者也

日渐增多．
线性结构受单点平稳 Ｇａｕｓｓ（高斯）随机激励的计算，是工程界应用最多，也相对最为成熟

的领域．不过对于这样的问题，当结构的自由度比较多时，即使采用振型叠加法解耦降阶，计算

量也会随采用的参振振型数而按平方规律急剧增加．在虚拟激励法出现以前，为了减小计算
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量，大部分教科书或相关文献都给出一个近似计算方法，即将不同振型之间的相关项予以忽

略［１⁃３］ ．这使得计算量随参振振型数仅按线性规律而增加，工程师较易接受．但是由此可能造成

很大的误差，除非所有参振振型所对应的自振频率都相差 １ 到 ２ 倍或以上，而这对于二维或三

维结构模型而言，是很难实现的．林家浩［４］ 于 １９８５ 年对单点平稳随机激励问题提出了虚拟激

励的概念，并由此构成一个“确定性算法”，使得上述随机振动的计算量完全不依赖于参振振

型的数量，不但计算量进一步大大减少，而且得到了原问题的精确解．且其计算步骤又特别简

单，在我国工程界逐渐得到了广泛应用．但是，当存在多个互相有一定相干性的平稳随机激励

时，尽管仍然是线性平稳随机振动问题，其计算量之浩大仍然是国内外诸多学者长期未能逾越

的屏障［５⁃８］ ．林家浩于 １９９２ 年在大连理工大学内部交流资料发表了处理上述多点平稳随机激

励的随机振动虚拟激励算法，很快就在国内一些重要的工程单位被传播和应用，并发表了多篇

应用论文．而该方法则于 １９９４ 年在国际刊物发表［９］ ．其首先将多点随机激励的功率谱矩阵通

过 Ｈｅｒｍｉｔｅ（厄米特）矩阵分解的手段，转化为若干个单点虚拟激励的功率谱矩阵之和．然后用

每一个虚拟激励计算出虚拟响应，并由它们自乘得到功率谱矩阵．将所有这些功率谱矩阵相

加，就得到了实际结构随机响应功率谱矩阵．这就用非常简单的步骤解决了国内外学术界长期

努力探索且争论不休的一个重要问题．这个方法不但被工程界大量应用到桥梁、水坝、大跨度

建筑等的抗震设计中，还被应用到风工程、车辆工程、海洋工程等许多领域．本文所列举的近

２００ 篇文献就反映了一部分国内外工程界应用虚拟激励法的情况．
以上是虚拟激励法在平稳随机振动领域的发展，相对来说还是比较简单的．许多实际随机

振动问题是不具有平稳性的，例如短暂发生的地震、车辆或阵风通过桥梁等．非平稳随机振动

的传统算法，比平稳随机振动的计算更加复杂困难．以往对于非平稳随机激励问题，常常简化

成平稳随机激励来计算．或采用很简化的非平稳模型，按“均匀调制演变随机激励”模型 ｆ（ ｔ） ＝
ｇ（ ｔ）ｘ（ ｔ） 来处理［１０］ ．这里 ｇ（ ｔ） 是一慢变的确定性调制函数，而 ｘ（ ｔ） 是一平稳随机过程．即使

这样，其计算量比相应的平稳随机振动还是成数量级增长，计算过程也复杂得多，很难在实际

工程中被应用．如果采用更加符合工程实际的“非均匀调制演变随机激励”模型［１１］，则涉及到

对 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分的处理，问题就更为复杂．虚拟激励法处理上述均匀调制或非均匀调

制问题都是非常方便的［１２⁃１３］，并可证明只要对确定性虚拟激励作用下的线性运动方程进行逐

步积分计算即可，还可以用 Ｎｅｗｍａｒｋ 法计算．不过运用由我国学者创建的精细积分法计算可以

使分析效率进一步大大提高［１４］ ．因此，有上万自由度工程规模的三维有限元非平稳随机振动

分析现在已经可以在普通微机上轻松地完成．虚拟激励法和精细积分法的创建者曾在 １９９８—
２０００ 年间 ３ 次赴美在 ２０ 多所世界知名大学和工程单位介绍上述方法，表明其相对于传统随

机振动算法的极大优越性，引起了很大反响，并被美国 ＣＲＣ 出版社出版的《Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ
Ｈａｎｄｂｏｏｋ》 ［１５］用专门一章予以介绍．

根据平稳随机响应的功率谱矩阵 Ｓｙｙ（ω） 来反演平稳随机激励的功率谱矩阵 Ｓｘｘ（ω）， 是

随机振动的反问题，具有广泛的工程价值．但它的求解比上述随机振动正问题更加困难，也是

长期以来工程界未能突破的一个问题．林家浩、智浩、郭杏林等［１６⁃１７］ 提出了求解此问题的逆虚

拟激励法，它将已知的或实际测量到的随机响应功率谱矩阵（是一 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵）分解为若干

个互不相干的虚拟简谐响应，然后反演出每一虚拟简谐激励，从而组合出真实的随机激励功率

谱矩阵．于是，随机振动的反问题被转化为简谐振动的反问题，使得原来很困难的问题变得很

简单了．在最近 １０ 年中，这一随机荷载识别方法已经在国防、交通、工民建等多个工程领域得

到大量考核验证和工程应用，被认为精确可靠，是一种很有发展前途的方法．
非线性体系的随机振动精确计算是非常困难的，很难为实际工程所采用．一般是借助于等
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效线性化的手段，通过求解一系列线性化结构的随机响应，逐渐逼近原非线性体系的随机响应

精确解．而在求解这些线性化结构的随机响应时，如果采用虚拟激励法，则可以在确保精度不

降低的前提下，大大加快计算速度．而且虚拟激励法在建立线性化迭代方程时，往往也使得推

导过程更加简便，得到的线性化方程更为简单，容易求解．一个广为人知的例子是对多层结构

考虑滞变阻尼机制的非线性抗震计算，通过广泛采用的 Ｂｏｕｃ⁃Ｗｅｎ 模型而建立的线性化方程

归结为求解高阶 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 线性方程组，但是用虚拟激励法则产生低阶窄带线性代数方程

组［１８］ ．后者不但求解方法简单， 且对典型算例的计算量比较表明， 后者的计算量不到前者的

１ ／ １００，但是计算结果是完全一样的．导管架海洋平台波浪响应计算，悬索桥受阵风作用时的耦

合颤振⁃抖振分析也都是采用等效线性化手段求解非线性随机振动的典型问题．所以说，虽然

虚拟激励法本身是一个线性方法，但是它仍然被工程界大量应用于求解各种类型的非线性随

机振动问题．

１　 虚拟激励法简介

１．１　 单点平稳随机激励引起随机振动的传统计算方法

工程结构所承受的许多环境载荷有鲜明的概率特征，例如地震、风、海浪、路面或轨道的不

平度等．这些工程结构在设计和运行时都应该考虑随机外载的作用．半个世纪以来，国内外科

学技术人员为解决这类工程问题的计算作出了不懈的努力，并取得了丰富的理论成果．但是，
在实际应用这些理论成果时，却遭遇计算量太大的瓶颈，以致于这些理论成果长期以来难于被

工程界广泛接受并加以应用．对于最为简单常见的线弹性结构受到单点平稳随机激励的情形，
其运动方程为

　 　 Ｍｙ ＋ Ｃｙ ＋ Ｋｙ ＝ ｐｘ（ ｔ）， （１）
其中 ｘ（ ｔ） 是平稳随机激励，其自谱密度 Ｓｘｘ（ω） 已知，ｐ 是给定的常向量．

按传统的随机振动方法结合振型叠加法可以推导出其响应 ｙ 的功率谱密度的 ＣＱＣ 算

式［１］：

　 　 Ｓｙｙ（ω） ＝ ∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑

ｑ

ｋ ＝ １
γ ｊγ ｋＨ∗

ｊ ＨｋϕｊϕＴ
ｋ Ｓｘｘ（ω）， （２）

其中对应于第 ｊ 阶振型的频率响应函数 Ｈ ｊ（ω） 和振型参与系数分别为

　 　 Ｈ ｊ ＝ （ω ２
ｊ － ω ２ ＋ ２ｉζ ｊ）

－１， γ ｊ ＝ ϕＴ
ｊ ｐ， （３）

式中 ω ｊ，ϕｊ，ζ ｊ，γ ｊ 是第 ｊ 阶自振圆频率、振型、临界阻尼比和振型参与系数．
在实际工程问题中，参振振型的总数 ｑ 往往不是一个小数，按式（２）进行计算的工作量往

往是非常大的．因此在 ２０ 世纪 ９０ 年代之前出版的文献或教科书中几乎都建议了式（２）的简化

算法，即略掉其耦合项，而简化成下列 ＳＲＳＳ 形式：

　 　 Ｓｙｙ（ω） ＝ ∑
ｑ

ｊ ＝ １
γ ２

ｊ Ｈ ２
ｊ ϕｊϕＴ

ｊ Ｓｘｘ（ω） ． （４）

式（４）虽然所需要的计算量仅仅是式（２）的 １ ／ ｑ， 但是对于多数问题精度很差，而且计算

量仍然比虚拟激励法大 ｑ 倍．自从笔者在国内外多篇论文和学术会议中剖析了这一事实之后，
近十几年来仍然推荐式（４）的论著已经显著减少．
１．２　 单点平稳随机激励引起随机振动的虚拟激励算法

对于上述单点零均值平稳随机激励 ｘ（ ｔ） 问题，虚拟激励法的关键是构造以下虚拟简谐激

励［１５］：
　 　 ｘ（ ｔ） ＝ Ｓｘｘ（ω） ｅｉωｔ， （５）
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（ ）代表相应的虚拟量．于是产生与方程（１）相应的虚拟简谐运动方程：
　 　 Ｍｙ ＋ Ｃｙ ＋ Ｋｙ ＝ ｐ Ｓｘｘ（ω） ｅｉωｔ ． （６）

其平稳解为

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｙ（ω）ｅｉωｔ ． （７）
用前 ｑ 阶振型进行振型叠加，易得

　 　 Ｙ（ω） ＝ ∑
ｑ

ｊ ＝ １
γ ｊＨ ｊϕｊ Ｓｘｘ（ω） ． （８）

按虚拟激励法， ｙ 的自谱密度算法应为

　 　 Ｓｙｙ（ω） ＝ ｙ∗ｙＴ ＝ Ｙ∗（ω）ＹＴ（ω） ． （９）
如果将式（８）代入式（９）并展开，就得到式（２）．可见式（９）与式（２）精度完全相同，但是式

（２）需要的计算量是式（９）的 ｑ２ 倍．应用三维有限元模型进行桥梁结构的抗震计算时，为了保

证精度， ｑ 往往要取 ３００ 到 ５００．因此虚拟激励法需要的计算量非常少，从而克服了传统随机振

动计算效率低下的工程应用瓶颈．
传统的随机振动互功率谱密度矩阵计算也是比较繁琐的问题，而虚拟激励法的计算则简

单得多．对于上述问题而言，只要计算出相关的两个虚拟简谐响应 ｙ 和 ｚ，则响应向量 ｙ 和 ｚ 的

互功率谱密度矩阵 Ｓｙｚ（ω） 可用下式计算：
　 　 Ｓｙｚ（ω） ＝ ｙ∗ ｚ Ｔ ． （１０）

１．３　 多个平稳随机激励引起随机振动的虚拟激励算法

如果结构受 ｍ 个平稳随机激励，其运动方程可表示为

　 　 Ｍｙ ＋ Ｃｙ ＋ Ｋｙ ＝ Ｒｘ（ ｔ）， （１１）
其中 Ｒ是表示作用力位置的常矩阵，ｘ（ ｔ） 是一ｍ维零均值平稳随机过程向量，其ｍ × ｍ功率谱

密度矩阵Ｓｘｘ（ω） 已知，是一 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，它有 ｍ个特征对 ｄ ｊ 和ϕｊ ．则Ｓｘｘ（ω） 可表达为下列形

式［８，１５］：

　 　 Ｓｘｘ（ω） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｄ ｊϕ∗

ｊ ϕＴ
ｊ ． （１２）

若 ｒ（ ｒ ≤ ｍ） 是矩阵 Ｓｘｘ（ω） 的秩（ｒａｎｋ），则 Ｓｘｘ（ω） 有 ｒ 个非零特征值．可用它们构造出下列虚

拟简谐激励：
　 　 ｘ ｊ（ ｔ） ＝ ｄ ｊ ϕｊｅｉωｔ 　 　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｒ） ． （１３）

用式（１３）替换式（１１）右端的 ｘ（ ｔ）， 得下列虚拟响应方程：
　 　 Ｍｙ ｊ ＋ Ｃｙ ｊ ＋ Ｋｙ ｊ ＝ Ｒ ｄ ｊ ϕｊｅｉωｔ ． （１４）

不难解得虚拟简谐响应 ｙ ｊ（ ｔ）， 形式上可表示为

　 　 ｙ ｊ（ ｔ） ＝ Ｙ ｊ（ω）ｅｉωｔ ． （１５）
同理求得另一虚拟简谐响应 ｚ ｊ（ ｔ）， 表示为

　 　 ｚ ｊ（ ｔ） ＝ Ｚ ｊ（ω）ｅｉωｔ ． （１６）
则与随机响应 ｙ（ ｔ） 和 ｚ（ ｔ） 相应的功率谱密度矩阵可通过下式计算：

　 　 Ｓｙｙ（ω） ＝ ∑
ｒ

ｊ ＝ １
Ｙ∗

ｊ （ω）ＹＴ
ｊ （ω）， （１７）

　 　 Ｓｙｚ（ω） ＝ ∑
ｒ

ｊ ＝ １
Ｙ∗

ｊ （ω）ＺＴ
ｊ （ω） ． （１８）

ｒ ＝ １ 代表了一些工程上常见的现象，例如海洋平台不同支腿受到的波浪力彼此有一定的时间

差；地震波通过大跨度桥梁时，各支座所受的地震作用也存在依赖于波速的时间差（行波效
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应）；钢轨对火车前后轮的随机激励也存在时间差．这些多点激励问题对应 ｒ ＝ １， 属于广义单

激励问题．在按虚拟激励法进行计算时，只需产生一个虚拟激励，计算是非常简单快捷的．
功率谱矩阵 Ｓｘｘ（ω） 的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 分解也可以用 Ｓｘｘ（ω） 的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ（ＬＤＬＴ）分解来代替．ｄ ｊ 代

表分解出的对角阵 Ｄ 的第 ｊ 个非零对角元，而 ϕｊ 是下三角矩阵 Ｌ 中与该非零对角元相应的一
列．当 Ｓｘｘ（ω） 的阶数很高时，用 ＬＤＬＴ 分解计算效率可以高很多．
１．４　 单点非平稳随机激励问题的虚拟激励法

许多随机振动问题是不具有平稳性的，例如短暂发生的地震，车辆通过有限长度的桥梁

等．非平稳随机振动的传统算法，比平稳随机振动的计算更加复杂困难，计算量也要增加 １ 到 ２
个数量级．所以以往对于非平稳随机激励问题，也常常简化成平稳随机激励来计算．如果必须

按非平稳模型来计算，则通常将零均值非平稳激励 ｆ（ ｔ） 简化为下列“均匀调制演变随机激励”
来处理：

　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ）ｘ（ ｔ）， （１９）
其中 ｇ（ ｔ） 是给定的慢变调制函数（非随机性），而 ｘ（ ｔ） 是零均值平稳随机过程，其功率谱密度

Ｓｘｘ（ω） 已知．文献［１２，１９］证明了，只要用下列虚拟激励

　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ） Ｓｘｘ（ω） ｅｘｐ（ｉωｔ） （２０）
代替 ｆ（ ｔ） 作为运动方程的右端项，计算出某一虚拟响应向量 ｙ（ ｔ）， 则实际的随机响应的功率

谱矩阵可按下式计算：
　 　 Ｓｙｙ（ω） ＝ ｙ∗（ ｔ，ω）ｙＴ（ ｔ，ω）， （２１）

式中的上标∗和 Ｔ 分别代表向量的复共轭和转置．
以上的计算步骤十分简单．只要事先选定一系列的频点 ω， 对每一频点做一次时间历程积

分，就可以得到完整的 Ｓｙｙ（ω） 离散解．需要注意的是，对于高频分量而言，用常规的时间历程

方法，例如 Ｎｅｗｍａｒｋ 方法进行时间积分时，时间步长必须取得非常小，才能适当地描绘时间激

励的高速变化，从而保证一定的计算精度，但这需要耗费大量的计算时间．为了避免这一缺点，
可以采用精细积分法来进行时间历程积分［１４］，因为精细积分法不需要很大的时间步长，总是

在给定的离散时间点给出精确的积分值．
将非平稳随机地震激励表达为式（１９）所示的形式，认为地震波中所有的频率分量都按相

同的速度而随时间衰减，这与实际情况并不符合．实际上高频分量衰减得快得多，因此这种“均
匀调制演变随机激励”假定并不被很认真的地震工程专家所认可．而 Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ［１１］ 在 １９６７ 年提

出的非均匀调制演变随机激励却受到他们的高度评价，他用 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分表达非平稳

随机激励［５⁃６］：

　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ∫¥

－¥

Ａ（ω，ｔ）ｅｉωｔｄα（ω）， （２２）

其中 Ａ（ω，ｔ） 是已知的非均匀调制函数，而 α 满足下列方程：
　 　 Ｅ［ｄα∗（ω １）ｄα（ω ２）］ ＝ Ｓｘｘ（ω １）δ（ω ２ － ω １）ｄω １ｄω ２， （２３）

这里 Ｓｘｘ（ω １） 是平稳随机过程 ｘ（ ｔ） 的自谱．以上的随机激励模型计算非常困难，林家浩

等［９，１３，１９］在 １９９７ 年构造虚拟激励：
　 　 ｆ（ ｔ） ＝ Ａ（ω，ｔ） Ｓｘｘ（ω） ｅｉωｔ， （２４）

在这一确定性荷载 ｆ（ ｔ） 作用下，方程（６）成为

　 　 Ｍｙ ＋ Ｃｙ ＋ Ｋｙ ＝ ｐＡ（ω，ｔ） Ｓｘｘ（ω） ｅｉωｔ ． （２５）
考虑结构初始静止， 则 ｔ ＝ ０ 时 ｙ０ ＝ ｙ０ ＝ ０．由此， 可对一系列离散频点进行时程积分而得到虚

拟响应 ｙ（ω， ｔ） 与 ｚ（ω， ｔ） 的时域离散解．在每一时刻处 ｙ（ ｔ） 与 ｚ（ ｔ） 的功率谱矩阵可由下式
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计算：
　 　 Ｓｙｙ（ω，ｔ） ＝ ｙ∗（ω，ｔ）ｙＴ（ω，ｔ）， Ｓｙｚ（ω，ｔ） ＝ ｙ∗（ω，ｔ） ｚ Ｔ（ω，ｔ） ． （２６）
式（２５）虽可用 Ｎｅｗｍａｒｋ 或 Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 之类常规方法来求解，但用精细积分法计算更为精确

快速［１４，１９⁃２０］ ．对多点非平稳随机激励作用的情况，仍可仿照多点平稳随机激励问题，通过对激

励谱矩阵 ＬＤＬＴ 分解而实现快速精确的虚拟激励计算．
１．５　 多个任意相干平稳随机激励作用下的逆虚拟激励法

对于受任意相干多点平稳随机激励的结构，如果已经测量出其某种响应功率谱矩阵 Ｓｙｙ，
阶数为 ｎ， 可以借助于 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解，将它表达为

　 　 Ｓｙｙ ＝ ∑
ｒ

ｊ ＝ １
ｂ∗
ｊ ｂＴ

ｊ ， （２７）

其中 ｒ 是 Ｓｙｙ 的秩，ｒ ≤ ｎ ．对于每一分量 ｂ ｊ 构造下列虚拟响应：
　 　 ｙ ｊ ＝ ｂ ｊｅｉωｔ ． （２８）

反演得到相应的虚拟激励：
　 　 Ｆ ｊ ＝ Ｈ ＋ ｙ ｊ ＝ Ｈ ＋ ｂ ｊｅｉωｔ ＝ ａ ｊｅｉωｔ ． （２９）

于是可求得激励谱矩阵：

　 　 ＳＦＦ ＝ ∑
ｒ

ｊ ＝ １
ａ∗
ｊ ａＴ

ｊ ， （３０）

其中

　 　 ａ ｊ ＝ Ｈ ＋ ｂ ｊ， （３１）
Ｈ ＋ 是系统频率响应矩阵 Ｈ 的广义逆矩阵．对于中小规模的问题，可以直接用上述方法反演激

励功率谱矩阵．而对于自由度更多的结构，则宜采用振型叠加法以达到进一步提高计算效率的

目的［１７］ ．

２　 虚拟激励法在 １１ 个工程领域的应用

２．１　 虚拟激励法在大跨度结构抗震计算中的应用

大跨度桥梁和水坝的抗震分析必须考虑地面随机激励的不一致性．欧美多国都投入精锐

的科技力量试图在理论上最为先进的随机振动计算方法上取得突破．其中最著名的是在美国

科学基金会支持下，加州大学伯克利分校抗震中心主任 ｄｅｒ Ｋｉｕｒｅｇｈｉａｎ 教授和普林斯顿大学抗

震界权威 Ｖａｎｍａｒｃｋｅ 教授的研究工作．他们花了多年时间研究大跨度结构在平稳随机地震作

用下偏微分方程的求解，最后结果并不十分满意．Ｄｅｒ Ｋｉｕｒｅｇｈｉａｎ 得到的结论是“虽然随机振动

方法以其统计特性而很吸引人，它却还不能被执业工程师接受为其分析方法” ［５］ ．Ｖａｎｍａｒｃｋｅ
则宣称“将随机振动方法应用于地震工程界还是不现实的，除非是对于只有少量自由度和支

承的简单结构” ［６］ ．他们分别建议了近似的反应谱算法，却因为精度和算法的缺陷而在 １９９５ 年

公开辩论［７⁃８］ ．Ｌｉｎ（林家浩）等［９］在 １９９４ 年发表的论文则为上述问题的求解给出了精确快速的

虚拟激励算法，见式（１１） ～ （１８）．虚拟激励法简单明了地解决了 ｄｅｒ Ｋｉｕｒｅｇｈｉａｎ 和 Ｖａｎｍａｒｃｋｅ
等探索多年而未能解决好的问题，近十几年来已在很多工程领域得到了广泛应用．尤其是当地

震波通过大跨度桥梁时，各支座所受的地震作用存在依赖于波速的时间差（行波效应）；海洋

平台不同支腿受到的波浪力彼此有一定的时间差；钢轨对火车前后轮的随机激励也存在确定

性时间差．这些多点激励问题，属于广义单激励问题．在按虚拟激励法进行计算时，只需产生一

个虚拟激励即可，计算尤为简单快捷，且仍能得到精确解．
在大跨度结构抗震领域，虚拟激励法大致被应用于以下 ３ 个领域：
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２．１．１　 大跨度桥梁抗震计算

交通部 １９８９ 年发布的《公路工程抗震设计规范》 ［２１］不能应用于主跨大于 １５０ ｍ 的公路桥

梁．在西方的桥梁抗震规范中，也存在类似的限制，难以解决．由于多点随机激励虚拟激励法被

成功应用，我国在 ２００８ 年发布的交通部《公路桥梁抗震设计细则》 ［２２］ 已经率先解除了这一限

制．美国 ＣＲＣ 出版社 ２０１４ 年出版的《桥梁工程手册》 ［２３］以全章篇幅介绍我国规范工作中的上

述成果．
湖南大学程纬［２４］在 ２０００ 年用虚拟激励法对洞庭湖岳阳斜拉桥进行了多点激励抗震研

究．同济大学范立础等［２５］应用虚拟激励法完成了南京长江二桥的行波效应抗震分析．该文应用

三维有限元模型，３００ 阶参振振型，表明若不考虑行波效应可导致斜拉桥产生 ４０％的误差．
西南交通大学武芳文、赵雷等［２６］用虚拟激励法研究了地震行波效应对苏通长江大桥的影

响．而胥润东［２７］应用虚拟激励法对海南琼州海峡公铁两用悬索桥进行了设计方案研究．
东南大学焦常科和李爱群［２８］用虚拟激励法研究了目前跨度最大的双层公路斜拉桥———

上海闵浦大桥多点激励随机地震响应的特点．大连理工大学刘春城、张哲等［２９］ 则对由自己设

计的广东金马大桥混凝土斜拉桥⁃Ｔ 构体系作了详尽的抗震分析．
北京工业大学陈彦江等［３０］以一座 ４ 跨混凝土连续梁桥为例，考虑了不同视波速、不同相

干性以及不同场地条件对结构地震响应的影响，用虚拟激励法对曲线梁桥在多维多点地震作

用下的抗震性能进行分析，表明地震动的空间变化性会对曲线梁桥的地震响应产生显著影响；
与一致激励相比较，结构在空间变化地震作用下的地震响应增大了 ２％ ～５５％；其中场地效应

对结构响应的影响最大．
西南交通大学 Ｊｉａ 和加拿大 Ｗａｔｅｒｌｏｏ 大学 Ｐａｎｄｅｙ 等［３１］ 将虚拟激励法应用于由三向空间

地面运动引起的大跨度高墩桥梁的平稳 ／非平稳抗震计算．清华大学江洋、石永久等［３２］ 发表论

文介绍直接基于绝对位移的虚拟激励法实施方法，以及在 ＡＮＳＹＳ 这类大型程序系统上对大跨

度结构实施虚拟激励法的要点．
大连理工大学 Ｚｈａｎｇ 和香港城市大学 Ｌｉ 等［３３］应用虚拟激励法对香港青马大桥进行了细

致的三维抗震分析．重庆交通大学赵灿晖和周志祥［３４］、西南交通大学向天宇和赵人达［３５］、天津

大学李忠献和史志利［３６］结合实际工程的研究工作也都有力地推进了虚拟激励法在桥梁抗震

设计中的应用．
２．１．２　 大型水坝抗震分析

大连理工大学陈健云、林皋［３７］最早应用虚拟激励法分析了贵州天生桥水坝（堆石坝）的抗

震性能．刘天云［３８］也在 １９９７ 年用虚拟激励法计算多点地震激励结构的平稳 ／非平稳随机响应．
中国水利水电科学研究院陈厚群等［３９］ 应用虚拟激励法详细分析了世界上最高的小湾拱

坝的抗震性能，指出这些分析是对混凝土坝抗震可靠度分析的基础性系统研究，为规范修编提

供了依据，也深化和推动了学科发展．
清华大学吴健等［ ４０ ］基于虚拟激励法对溪洛渡水坝（世界第三大水电站）进行抗震分析．

刘天云和刘光廷［４１］基于虚拟激励法完成新疆石门子拱坝多点抗震分析．河海大学刘汉龙等［４２］

将虚拟激励法应用于瀑布沟大型水利水电工程非线性抗震分析．
２．１．３　 各种不同类型的大跨度工程结构抗震分析

曹资和薛素铎［４３］出版专著对虚拟激励法在三维结构中的推广做了许多创新性工作，并实

际应用于常州体育会展中心体育馆索承单层网壳屋盖抗震设计．李宏男［４４］将虚拟激励法推广

于大跨度结构多点多维随机地震响应分析．浙江大学和中国建筑科学研究院王奇、楼文娟、王
亚勇等［４５］运用多维虚拟激励随机振动分析方法，对济南奥林匹克中心体育场看台的体育场挑
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篷结构给出了均值响应和峰值响应的评估方法．计算结果表明，多维地震动会明显加大结构的

响应．并将虚拟激励法的计算结果与时程法进行比较，两者的计算结果吻合较好．
孙建梅等［４６］将虚拟激励法应用于多点地震输入下大跨度空间网格结构，例如哈尔滨工业

大学体育场罩蓬、北京四机位维修机库等．宋飞达等［４７］对大跨度超长结构（北京 Ｔ３ 航站楼、北
京 Ａ３８０ 机库等）应用虚拟激励法进行了抗震分析．徐汉勇等［４８］ 针对高速铁路客站跨度大、节
点多、单元多、构件阻尼比差异大等特点，提出多维虚拟激励法应用于天津西站Ⅱ区．

何庆祥和沈祖炎［４９］２００９ 年发表的综述性论文《结构地震行波效应分析综述》指出：“随机

振动方法的统计特性很具有吸引力，但由于其计算过程复杂，计算量过大，难以应用到实际工

程中．虚拟激励法克服了传统随机振动方法计算量庞大的问题，可以得到精确有效的结果．”
２．２　 虚拟激励法在各种特殊结构抗震分析中的应用

东南大学王春林、吕志涛等［５０］将虚拟激励法有效地应用于核筒悬挂结构随机动力响应参

数优化设计．哈尔滨工业大学和工程力学研究所陈国兴、谢君斐等［５１］ 对复杂结构离散传递函

数进行了研究．
香港科技大学 Ｃｈｅｕｎｇ 等［５２］对于多跨连续箱型梁桥考虑桥面与支座的耦合作用，采用样

条函数法和虚拟激励法计算了其三维随机地震响应．香港城市大学 Ｌｉ 等［５３］ 对深圳 ６９ 层双塔

地王大厦用虚拟激励法进行抗震分析时，采用有 ４ 万多自由度的模型，在微机上仅用时 ４０ 分

钟，为国际学术界所瞩目．
浙江大学祝长生等［５４］应用虚拟激励法对转子⁃轴承系统进行非平稳抗震研究．对称的阻尼

矩阵和反对称的陀螺矩阵的叠加，产生不对称矩阵，可方便地采用虚拟激励法计算随机响应．
西安建筑科技大学马辉等［５５］以西安鼓楼为例，用虚拟激励法研究了高台基木结构古建筑的随

机地震响应．计算结果表明高台基的存在改变了结构位移和加速度功率谱的大小及分布规律，
对整体结构的抗震是不利的．西安交通大学白长青、许庆余等［５６］ 针对工程中常见的链式结构

的特点，将频响函数和迁移矩阵引入动态子结构方法中，提出了简单高效的直接迁移子结构方

法．并用此方法结合虚拟激励法高效地计算了三相叠积电抗器的固有频率和随机地震响应．
澳大利亚 Ｍｏｎａｓｈ 大学 Ｃａｐｒａｎｉ［５７］用虚拟激励法计算人行天桥非平稳随机振动，比其他方

法更具有优越性．新加坡南洋理工大学 Ｚｈｏｕ 等［５８］ 应用虚拟激励法研究了 ６ 腿导管架海洋平

台模型的地震随机响应．
２．３　 虚拟激励法在结构风工程领域的应用

大跨度悬索桥和斜拉桥等非常柔，必须考虑抖振（随机振动）与颤振的耦合作用．近 ４０ 年

来 Ｌｉｎ 等［５９］，Ｊａｉｎ，Ｊｏｎｅｓ 和 Ｓｃａｎｌａｎ［６０］，Ｋｉｖｉｌｕｏｍａ［６１］ 提出了多种算法，因效率低而只能对计算

模型作许多简化，以至于一些重要现象无法得到解释．真正完全从三维有限元角度，按精确的

ＣＱＣ 方法（亦即多模态方法）进行全桥颤振⁃抖振耦合气动弹性分析的，则是我们中国学术团

体的成果．林家浩、孙东科与香港理工大学 Ｋｏ，Ｘｕ 等合作，基于虚拟激励法建立了大跨度悬索

桥三维耦合气动弹性分析的基本方程，包括三维气动刚度矩阵和气动阻尼矩阵等， 并首先在

一系列重要国际学术刊物发表； 通过全桥三维分析， 解释了一些长期解释不清的实测现

象［６２⁃６６］ ．在基于虚拟激励法对香港青马大桥进行的计算中， 风力作用的功率谱矩阵有 ２ ４００
阶， 采用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解方法代替 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵谱分解进行解耦取得良好的效果．项海帆、 朱乐

东等进一步与香港理工大学合作就斜向入射风问题、 内力响应和非平稳风振响应等问题进行

了深入探讨， 取得一系列研究成果［６７⁃７０］ ．刘高等［７１］将虚拟激励法应用于世界第二长悬索桥浙

江舟山西堠门大桥索塔风致结构内力响应计算．舟山大陆连岛工程西堠门大桥跨越西堠门水

道， 主跨 １ ６５０ ｍ，居国内第一，世界第二，是连岛工程的第四座跨海大桥，也是其中技术难度
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最大的特大跨海大桥，风荷载作用下结构的内力响应是控制西堠门大桥索塔设计的一项关键

因素．上述一系列基础研究和工程应用工作，使得我国桥梁工程的抗风设计能力获得很大的进

步，在国内外都取得了很大影响，并屡获国内外重要奖项．
黄国庆等［７２］以云南普立大桥为工程背景，基于该桥址处实测风速样本，采用虚拟激励法

分别针对实测风谱与规范风谱对该桥进行了抖振响应研究．计算结果表明，该大桥的抖振以竖

向振动为主，并且其位移响应比静风突出；１０ ｍｉｎ 常值平均风会低估该桥的静风响应；由规范

风谱得到的主梁抖振响应偏于不安全．肖正直［７３］ 将虚拟激励法应用于输电塔耦合抖振分析，
初步解决了格构式输电塔因结构质量轻、刚度大，难以采用传统的气动弹性模型设计方法的困

难．晏致涛［７４］用虚拟激励法对重庆菜园坝长江大桥（大跨度中承式拱桥）进行了抖振分析．
风对大跨度体育场馆、机场剧院、高层建筑等的作用也是工程界的关切问题．黄明开和倪

振华［７５］应用虚拟激励法对圆拱屋盖结构进行了风致响应分析．陈贤川［７６］针对当前结构风振计

算过于粗糙的问题，基于虚拟激励法和振型叠加法对大跨度屋盖建立了一套完整的风振理论，
对我国风工程规范的修订将具有指导意义．卜国雄等［７７］以在建的深圳京基大厦为算例进行抖

振分析，验证了虚拟激励法的有效性和准确性．当考虑 ８０ 阶振型时，虚拟激励法只需 ８０ 秒左

右计算时间，而常规 ＣＱＣ 法耗时 ２ 个多小时．
大型冷却塔作为一种空间薄壳的高耸结构，具有质量轻、柔性大、阻尼小、自振频率低等特

点，使风荷载成为控制该类薄壳旋转结构设计的主要荷载．朱佳宁等［７８］ 针对某 ２５０ ｍ 高的超

大冷却塔，通过虚拟激励法获得了风振响应的分布规律，并计算了位移风振系数，表明超大型

冷却塔的位移风振系数在塔中间部分较小、底部和顶部较大．郭勇［７９］ 用虚拟激励法研究了大

跨越输电塔线体系的风振响应．赵中伟、陈志华等［８０］基于虚拟激励法，利用风洞试验所得体形

系数，对于家堡火车站单层贝壳型网壳进行风振响应分析，所得结果为实际工程等效风荷载的

确定提供有效指导．
意大利拿波里大学 ｄｅ Ｒｏｓａ，Ｆｒａｎｃｏ 等［８１］ 的论文认为多点激励虚拟激励法对于工程应用

而言，高效而精确．但是当激励功率谱阶数很高时，求解它的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵特征解很费时间，为
此研究出一个近似的求解方法 ＰＥＤＥＭ 进行改进．实际上，林家浩、孙东科等早在 １９９７ 年就已

经采用 ＬＤＬＴ 方法更为精确高效地解决了这一问题．
２．４　 虚拟激励法在车辆工程领域的应用

汽车、磁浮列车、高铁等现代化交通工具在近二三十年来发展非常迅速．而随着车速的提

高，由于路面或轨道表面不平度而产生的车辆随机振动会对车辆乘坐的舒适性、车辆本身的疲

劳寿命等产生很大的影响．传统的车辆随机振动计算方法，常常选取一条或几条路面或轨道表

面不平度的样本曲线，计算出车辆在这些样本曲线上行驶时动力响应的时间历程，并对它们进

行统计计算，得出近似的车辆随机响应．这样的做法不但效率很低，精度也较差．近十几年来，
虚拟激励法由于其高效、精确而又应用方便的特点，已经成为我国车辆工程界广泛应用的随机

振动计算工具．
２．４．１　 虚拟激励法在汽车工程领域的应用

吉林工业大学赵又群、郭孔辉等［８２⁃８３］、华中理工大学李强和周济［８４］ 最早将虚拟激励法实

际应用于汽车工程，起到了良好的示范作用．随后，湖南大学彭献、刘晓晖、文桂林［８５］，张亮亮、
唐驾时、李立斌［８６］，吉林大学李杰、秦玉英等［８７⁃８８］，用虚拟激励法计算了汽车悬架振动、汽车运

行平顺性，表明虚拟激励法对于汽车工程是非常有效的工具．张永林和侯传亮［８９］、李锦灿［９０］运

用虚拟激励法和精细逐步积分法计算了车辆在路面不平度作用下对路面的动载荷，考察了车

速和路面不平度对车辆动载荷变化的影响，及汽车悬架减振器阻尼和动载系数之间的关系．Ｘｕ
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等［９１］提出了用虚拟激励法计算车辆运行平顺性优化设计时各阶灵敏度的高效精确算法．林
敏［９２］在整理和归纳相关研究方法的基础上，结合国家自然科学基金项目“基于流形的力学过

程虚拟技术力学理论及方法研究”，应用虚拟激励法对汽车行驶平顺性仿真进行了系统深入

研究．王先云［９３］的研究工作表明，用虚拟激励法来构造随机路面过程简单，所构造路面的功率

谱密度和给定功率谱密度符合较好．
２．４．２　 虚拟激励法在高铁工程领域的应用

从 ２００６ 年开始的 １０ 年间，林家浩、张亚辉、赵岩及其研究团队在国家自然科学基金和南

车青岛四方机车车辆股份有限公司的多次资助下，基于虚拟激励法和辛数学方法，针对我国高

铁工程中的关键技术问题在国内外学术刊物发表了 ６０ 多篇学术论文，例如文献［９４⁃１００］，并
完成了国家科技支撑计划“中国高速列车关键技术研究及装备研制”项目中的研究课题“采用

随机振动的虚拟激励法提升车体结构设计能力”．在 ２０１３ 年由南车集团和北车集团专家组共

同对所完成项目的联合评审意见书中指出：该项研究“形成了标准的分析流程和方法，提高了

车体随机振动可靠性评估的准确性”，“对高速列车形成完整自主知识产权具有重要意义”．而
在此研究工作中，虚拟激励法结合精细积分法和辛数学方法得到了很好的应用．特别是，基于

Ｌｉｎ 等［１０１⁃１０２］在 １９９５ 年对于平稳和非平稳随机波在无穷子结构链中传播的辛数学方法，赵岩、
吕峰、张志超、宋刚、徐文涛、张有为、孙维、张健、项盼、司理涛等［９５⁃１００，１０３⁃１１５］ 将其推广应用于周

期性变化轨道上匀速和变速运行的列车随机振动分析和考虑结构参数不确定性的复合随机振

动分析，在车辆⁃轨道⁃桥梁随机动力学研究上取得一系列进展．
南车青岛四方机车车辆公司赵家舵［１１６］应用虚拟激励法和辛数学方法建立了虚拟简谐载

荷作用下车辆⁃轨道耦合系统的低自由度运动方程；基于 ＩＳＯ⁃２６３１⁃１—１９９７ 国际标准，提出了

以平稳性为指标、以车辆悬挂装置参数为设计变量的最小⁃最大优化问题，并采用 Ｋ⁃Ｓ 函数对

该问题的目标函数进行了拟合，实现了对车辆平稳性的优化．数值计算结果表明，该方法对峰

值点的优化可达 ５８．３４％．田爱琴和孙维光［１１７］ 针对列车运行的安全性、平顺性，利用虚拟激励

法为核心算法的 Ｓｉｐｅｓｃ⁃ＨＩＰＥＭ 计算百万自由度复杂三维车体弹性体的随机振动响应，并根据

振动响应结果及疲劳累积损伤理论计算车体的疲劳寿命，其高效、精确的特点为高速列车动力

学设计、性能预测提供了有效手段．
上述研究工作也得到了国内从事高铁工程的许多专业人士的重视，并加以发展和应用．例

如西南交通大学杨新文［１１８］将虚拟激励法发展和应用于高速铁路轮轨噪声预测分析系统并取

得良好的效果．朱艳和李小珍［１１９］应用虚拟激励法研究了车桥耦合系统在轨道高低、方向和左

右轨高差不平顺激励下的空间平稳随机振动．以一列火车通过三跨 ３３．３ ｍ 简支梁（墩高 １５ ｍ）
为例，研究了车桥时变耦合系统的空间随机动力特性，得到一些有应用价值的结论．华东交通

大学冯青松和雷晓燕等［１２０］ 考虑轨道随机不平顺，建立了移动车辆⁃有砟轨道⁃路基⁃层状地基

垂向耦合振动解析模型，将虚拟激励法和解析的波数⁃频率域法有效结合起来，直接由轨道不

平顺的功率谱密度得到准确的动态轮轨力功率谱．苏州大学李双等［１２１］ 基于广义 Ｒｕｚｉｃｋａ 隔振

系统的轨道车辆模型，结合虚拟激励法与谱分析理论快速求解垂向平稳性指标，在此基础上建

立了 Ｓｐｅｒｌｉｎｇ 指标与悬挂参数之间的函数关系，进行了随机悬挂参数下轨道车辆平稳性的全

局灵敏度分析．中铁第四勘察设计院曾德亮［１２２］ 基于虚拟激励法进行列车⁃桥梁耦合系统的非

平稳随机振动分析，研究了车速以及轨道不平顺等级对系统随机振动的影响．考虑轮轨接触点

处随机激励的时滞性，将轨道高低不平顺激励假设为均匀调制多点完全相干随机激励；然后根

据时变系统的虚拟激励法，求得系统非平稳随机响应的时变功率谱和标准差．兰州交通大学孟

建军等［１２３］基于虚拟激励法对轨道车辆垂向振动进行响应分析，表明用虚拟激励法求解车辆
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垂向振动模型的响应是合理和精确的，降低橡胶节点的刚度对提高车辆运行平稳性是有利的．
华南理工大学徐瑞和苏成［１２４］将结构动力方程写成状态方程形式，采用精细积分法对状态方

程进行数值求解，导出了结构动力响应关于离散时刻处激励的显式线性表达式，在求解非平稳

激励下车辆等结构随机振动方面具有很高的计算效率．
２．４．３　 虚拟激励法在磁浮车辆和其他运输车辆领域的应用

同济大学周劲松等［１２５］以 ＴＲ０８ 磁浮车辆为原型，建立了磁浮车辆的垂向动力学模型，运
用虚拟激励法计算了磁浮车辆的响应功率谱，并在频域下求得了表征运行平稳性的 Ｓｐｅｒｌｉｎｇ
指标，经过反演运算得出了车体浮沉振动的位移幅值谱和时间历程．山东理工大学刘文晓

等［１２６］建立了三轮机动车七自由度振动模型，给出了在恒定车速下应用实模态虚拟激励法求

得的系统振动响应量的功率谱密度曲线，分析三轮机动车汽车振动性能和平顺性，为三轮机动

车的平顺性和安全性设计提供理论参数计算依据．
装甲兵工程学院明波等［１２７］以三维路面谱模型作为虚拟激励输入，实施了对履带车辆振

动系统的动态模拟．华晨汽车工程研究院廉清泉等［１２８］ 针对私家车和重型汽车的发展，围绕汽

车行驶平顺性的模型建立与仿真分析展开了研究，提出基于虚拟激励法的频域及时域仿真建

模与仿真新方法．并基于有限元思路和变分理论时域数值方法，对汽车行驶平顺性建模与仿真

展开研究，将平稳随机振动虚拟激励方法应用到了汽车行驶的平顺性仿真分析中．
２．５　 虚拟激励法在海洋和船舶工程中的应用

在海上采油平台的设计中，海浪的作用通常被假定为单源窄带平稳随机过程．海浪作用在

平台各支腿上时，激励功率谱相同，但存在时间差．因此其激励谱矩阵是“完全相干”的，亦即该

功率谱矩阵（Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵）只有一个非零特征值．由它产生的虚拟激励是一个线性波（Ａｉｒｙ
波），于是波浪随机响应在虚拟激励法中，成为求解一系列线性波的流固耦合体系的响应．按照

广泛应用的 Ｍｏｒｉｓｏｎ 公式计算的流体作用力是非线性的．进行等效线性化以后，生成的线性运

动方程则具有非经典阻尼矩阵．按经典振型降阶后，阻尼矩阵是一满阵，因此方程无法解耦．这
在经典随机振动理论计算中是一个困难问题．麻省理工学院 Ｃｏｎｎｏｒ［１２９］提出用最小二乘法将该

满阵对角化，从而实现了各阶振动方程的解耦，但这种解耦方法会导致怎样的误差实在很难

说．林家浩等［１３０⁃１３１］在 １９８５ 年基于虚拟激励提出了更好的方法．尽管流固耦合的导管架海洋平

台运动方程在降阶后无法解耦，但是仍然可以对虚拟简谐激励方便地得到精确解．因此避免了

Ｃｏｎｎｏｒ 引入最小二乘法抛弃阻尼阵非对角项而产生的误差，计算步骤也更为简单．该方法在

２０ 世纪 ８０ 年代为渤海石油公司开发导管架采油平台结构分析系统 ＤＡＳＯＳ⁃Ｊ（Ｄ）时被成功地

应用，也在国内外发表了多篇论文．虚拟激励法的研究也正是起源于当时我国海洋石油建设的

需要，但直到近年来才逐渐被国内外工程界所了解和应用．例如自 ２００７ 年以来，浙江大学何

勇［１３２］考虑深海柔性张力腿平台的几何非线性特征，引入虚拟激励法，建立结构在随机波浪荷

载作用下的等效线性化系统，从而确定结构非线性随机响应．合肥工业大学董满生等［１３３］ 采用

Ｍｏｒｉｓｏｎ 公式，建立地震作用下水中悬浮隧道锚索的非线性动力方程；运用等效线性化处理动

力方程非线性项，采用虚拟激励模拟随机地震输入，给出锚索的位移和速度功率谱；通过位移

和速度功率谱分析得到随机地震激励作用下水中悬浮隧道锚索的动力行为．澳大利亚 Ｃｕｒｔｉｎ
大学 Ａｚａｒｈｏｕｓｈａｎｇ 和 Ｎｉｋｒａｚ［１３４］用虚拟激励法计算了波斯湾某海洋平台，指出这是高效精确的

方法．大连理工大学 Ｌｉ 等［１３５］将虚拟激励法应用于非常大的浮体结构（人工岛）的随机水弹性

分析．上海交通大学刘勇等［１３６］基于断裂力学疲劳模型，采用随机有限元法和复合随机振动理

论求解等效应力范围，提出海洋平台管节点随机结构在随机波浪作用下疲劳寿命预测方法，并
通过虚拟激励法求解，全面准确地预报管节点的疲劳寿命可靠度，最大限度地发挥结构潜能，
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延长平台的使用寿命．薛志钢等［１３７］ 根据船体随机荷载对托管架的影响，应用虚拟激励法和

Ｄｉｒｌｉｋ 方法得到对托管架进行疲劳寿命评价的方法．
英国劳埃德船级社下属劳斯莱斯船舶设计和推进系统部 Ｙｕ 和格拉斯哥大学 Ｄａｓ［１３８］ 于

２００８ 年将虚拟激励法应用于波浪作用下船舶的疲劳设计评估．论文指出：由林家浩提出的随机

振动虚拟激励法被应用于探索外部波浪压力和惯性力作用下船舶结构的疲劳分析，其同样适

用于现有随机疲劳分析框架中的直接荷载法和单位荷载法．可以预见，该算法经并行化后将在

疲劳设计中广为应用，占有极其重要的地位．南洋理工大学 Ｌｉｕ 和佛罗里达大学 Ｏｂｅｒｌｉｅｓ 等［１３９］

应用虚拟激励法研究了渤海采油平台的冰激随机振动．
２．６　 虚拟激励法在航空航天工程中的应用

飞机或导弹等运载工具在飞行过程中所受到的气动荷载往往是频带非常宽的随机激励．
由它们所激起的结构随机振动，按常规的随机振动计算方法是非常耗时的．但是虚拟激励法作

为高速的 ＣＱＣ 精确算法，却比较适合应付这类随机振动计算，并已在我国的航空航天工业中

得到了一些应用．例如：
戴新进等［１４０⁃１４２］对于附有 Ａｄａｍｓ 和 Ｍａｈｅｒｉ 型、依赖频率和温度的粘弹性阻尼层的复合材

料夹层结构的飞机尾翼提出了基于虚拟激励法的平稳和非平稳随机振动算法．田永卫等［１４３］对

某型运输机利用飞行实测振动谱对增稳结构进行虚拟激励法分析，从而发现该型飞机增稳结

构根部裂纹形成的原因．
上海航天精密机械研究所王磊等［１４４］ 用虚拟激励法、逆虚拟激励法建立了方阵控制下的

细长型飞行器双台随机振动试验的虚拟仿真程序，计算出激振位置与控制测点位置最优的组

合方案，使试件各部位的振动加速度响应谱型与参考谱型更接近，实现了试验方案优化．刘晓

波等［１４５］基于机翼气动弹性力学和转子动力学理论，建立了翼吊发动机转子系统在大气紊流

下的动力学模型，运用虚拟激励法对模型进行数值计算，为翼吊式航空发动机转子系统的抗振

设计提供了依据．白瑜光等［１４６⁃１４７］利用虚拟激励法结合 ＣＦＤ 技术，分析复合材料机翼模型的大

气紊流响应，利用 Ｄｒｙｄｅｎ 模型得到大气紊流频谱激励下机翼的功率谱响应和方差．计算过程

表明，虚拟激励法结合 ＣＦＤ 技术可以准确高效地进行复合材料机翼的阵风响应分析．
王传奇［１４８］研究了无人机在复杂环境下的起降问题，依据机场跑道功率谱密度，推导出无

人机在不同等级跑道上滑行时起落架承受的非平稳随机激励，并采用虚拟激励法计算起落架

结构的动力响应，从而为无人机起落架结构优化设计提供依据．祝俊等［１４９］ 在对飞机结构健康

监控研究中，应用自然环境激励方法采集实际工况数据，进行实时在线的监控研究．基于随机

振动虚拟激励原理，利用 Ｆｌｕｅｎｔ 软件模拟风洞试验得到飞行环境激励谱数据，进行随机振动的

压力功率谱分析；利用结构随机响应的互相关函数进行有无损伤及损伤程度和位置检测，实现

了飞机结构健康监控的可靠性和有效性．
２．７　 虚拟激励法在国防工程中的应用

国防科技大学聂旭涛［１５０］基于虚拟激励法实现了随机动力荷载下结构响应分析的并行虚

拟激励法（ＰＰＥＭ），为伺服机构的结构强度并行分析提供了必要的计算技术，从而提高了精确

制导导弹的核心技术———导引头技术．哈尔滨工程大学宋向华等［１５１］针对航天器的太阳能帆板

受到太阳风、航天器火箭发动机等随机因素的影响，用虚拟激励法研究了太阳能帆板非平稳随

机振动，并建议加强帆板之间的铰链刚度予以抑制．
在激光工程中，环境随机振动是影响大型 ＩＣＦ 固体激光驱动器光学元件结构稳定性的主

要因素．美国国家点火装置（ＮＩＦ）对此进行过大量研究．我国以前没有这方面的研究，近来工程

物理研究院张军伟等［１５２］基于神光⁃Ⅲ原型装置（亚洲最大的 ＩＣＦ 驱动器）应用虚拟激励法对
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此开展了研究．
刘明、安伟光等［１５３］应用虚拟激励法解决了具有随机参数超空泡结构的动力可靠度问题．

近年来，大连理工大学用虚拟激励法为我国航天工程开展了技术服务．
２．８　 虚拟激励法在振动控制领域的应用

虚拟激励法使得随机振动方程的荷载以确定性荷载的方式来表达，因此在随机振动控制

问题中，就可以用更为简单明了的方式来推导和求解有关的控制方程．这使得虚拟激励法在随

机振动控制领域获得了很广泛的应用．这里给出在不同工程领域应用虚拟激励法于振动控制

的一些实例．
香港理工大学 Ｘｕ，Ｚｈａｎｇ［１５４］将虚拟激励法应用于毗邻高层建筑的避碰撞控制并带动了相

关的后续研究，例如于骁等［１５５］和宋刚等［１５６⁃１５７］的研究工作．
加拿大 Ｂｒｉｔｉｓｈ Ｃｏｌｕｍｂｉａ 大学 Ｂｉｇｄｅｌｉ 等［１５８］借助虚拟激励法研究以阻尼器减轻地震产生的

相邻结构碰撞问题，并用优化方法寻求最佳阻尼器参数．
杜永峰［１５９］用虚拟激励法研究了弹塑性智能隔震结构控制算法．沈金［１６０］ 应用虚拟激励法

研究温州伯爵山庄宏德大厦联体结构抗震控制．Ｓｏｎｇ（宋刚）等［１６１］还基于线性矩阵不等式处理

方法，给出一种考虑参数不确定性的鲁棒 Ｈ∞ 控制器设计方法，用于建筑结构的抗震控制．李春

祥［１６２］应用虚拟激励法对高层建筑进行顺风激励下多重调谐质量阻尼器（ＭＴＭＤ）进行位移和

加速度控制．
朱以文和吴春秋［１６３］对于频率分布密集或受频带较宽的地震激励的结构，建立了带有多

个子结构系统的以模态坐标和子结构自由度为未知量的统一运动方程．针对所得方程为非对

称质量、非对称刚度、非经典阻尼的情况， 使用直接法求解．地震随机响应分析采用了虚拟激

励法，可以考虑各振型之间的耦合项，计算量小且精度高，具有广泛的应用价值．张力等［１６４］ 基

于模态空间的平衡降阶法应用虚拟激励法对渤海海洋平台冰致振动进行 Ｈ∞ 控制．当参数选取

合适时，可取得很好的减振效果．
谭平等［１６５］针对实际高层高耸结构在设置 ＴＭＤ 控制装置时空间有限，ＴＭＤ 行程受限的问

题，应用虚拟激励法进行了带限位 ＴＭＤ 的 ＴＭＤ 抗风动力可靠度研究．以广州新电视塔为例，
验证了该研究在实际设计中所具有的重大工程意义．

王伟东等［１６６］以虚拟激励法作为机器人移动手臂振动控制的快速计算工具．何斌等［１６７］ 针

对在强风作用下调频液柱阻尼器（ＴＬＣＤ）可能存在液体运动撞击容器顶部或液面低于水平段

等失效问题，采用虚拟激励法计算结构⁃ＴＬＣＤ 体系在脉动风荷载下的随机风振响应；研究结

构⁃ＴＬＣＤ 体系在不同风速风载下的动力可靠度、体系的风振舒适度、生命周期费用等，并对某

超高层建筑结构的 ＴＬＣＤ 安装与否进行了投资决策．
２．９　 虚拟激励法在随机荷载识别中的应用

智浩等［１６８］利用海洋平台原型结构冰激振动的实测响应数据，用逆虚拟激励法（ＩＰＥＭ）识
别了平台的冰载荷谱，结果表明逆虚拟激励法识别效果满足工程实际的需要，有较好的应用前

景．廖俊和孔宪仁［１６９］通过实验验证了 ＭＩＭＯ 逆虚拟激励法的可行性和较好识别效果．姜金辉

等［１７０］也发表了基于虚拟激励原理的随机荷载识别研究论文．论文指出：从实验与仿真的识别

结果看，识别方法有效，识别精度理想．
张丽萍和郭立新［１７１］应用逆虚拟激励法识别车辆动荷载，表明其在求解车辆随机动载上

具有很好的求解精度，为车辆工程实践提出了新的思路和方法．王静［１７２］针对目前采用 ＣＦＤ 直

接计算高速飞行器非定常气动力仍存在困难和不足的问题，将逆虚拟激励法引入飞行器非定

常气动力载荷分析领域，进行了飞行器在多点随机激励下的非定常气动力载荷频域内识别研
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究，并以工程实例验证了方法的高效正确性．
熊铁华等［１７３］设计、制作了输电塔完全气弹模型，并通过大气边界层风洞试验，测试了多

种风速、风向条件下输电塔的位移与加速度响应，利用虚拟激励法建立了由测点位移响应来识

别结构顺风向、横风向风荷载的方法．李龙龙和吕令毅［１７４］ 根据淮北虎山烟囱实际尺寸建立烟

囱有限元等效模型，利用虚拟激励法建立了由测点响应来识别结构风荷载的方法，并通过与

ＡＲ 模拟所用的风压谱相比较来判别识别方法的准确性．
２．１０　 虚拟激励法应用于随机波在分层土壤中的传播、随机热传播、声辐射等问题

高强、林家浩等应用虚拟激励法和辛数学方法深入研究了平稳、非平稳随机波在分层土壤

介质中的传播，并在一系列国内外重要学术刊物发表［１７５⁃１８１］ ．李杰和廖松涛［１８２］ 将随机结构正

交展开理论和虚拟激励原理运用于场地波动有限元分析，形成了一种可以考虑岩土介质随机

特性对工程场地地震动相干函数影响的分析方法．实例分析表明， 场地介质随机特性将在场

地卓越频率附近显著降低迟滞相干数值，在进行工程场地地震动随机场研究时应当考虑场地

介质随机特性的影响．王淮峰等［１８３］基于四川盆地及台北盆地震害分布的差异，将虚拟激励法

与有限单元法结合，将沉积盆地截面简化成等腰梯形，建立二维平面应变模型，研究了沉积盆

地场地的地震反应，探讨了盆地效应的影响参数．
高忠鹏和杨海天［１８４］建立了激励随机热传导问题的数值求解模型，可考虑平稳和非平稳

随机激励．用虚拟激励法可有效地计算真实响应的自、互功率谱密度和响应偏差，并对激励随

机热传导的逆问题做了初步探讨．
随着人们对环境舒适度要求的提高，降低声辐射水平成为人们越来越关心的问题．刘宝

山、赵国忠等［１８５⁃１９０］基于有限元法、边界元法和虚拟激励法，对随机激励下结构振动声辐射灵

敏度分析及优化设计问题进行了多方面的研究．在 ＪＩＦＥＸ 软件中实现了上述理论和算法，并通

过数值算例进一步说明了该文方法能够有效地降低结构声辐射水平．
２．１１　 虚拟激励法在非线性随机振动领域的应用

林家浩、王军、赵岩等从 ２０００ 年开始在国内外发表多篇论文［１８，１９１⁃１９３］，对于可用 Ｂｏｕｃ⁃Ｗｅｎ
滞变阻尼曲线描绘的单层或多层结构，通过等效线性化和虚拟激励法导出低阶带状线性代数

方程，以替代高阶 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程的求解．在计算精度不降低的前提下，计算效率极大提高．这一

手段随后在国内受到比较广泛的发展和应用．例如杜永峰、赵国藩等［１９４］ 研究弹塑性智能隔震

结构控制算法；杜永峰、李慧等［１９４⁃１９８］ 结合虚拟激励法发表十几篇论文，在结构抗隔震领域做

了内容广泛且颇具实用价值的研究工作．李丽媛［１９９］ 以某 ７ 层钢筋混凝土框架⁃剪力墙基础隔

震结构为例，采用 Ｂｏｕｃ⁃Ｗｅｎ 微分方程模型描述支座进入非线性的滞变特性，以虚拟激励法代

替惯用的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程法，验证了这种强烈耗能的特性对大震的抵御，达到预期防震要求．卜
国雄、谭平、周福霖等与湖南大学、广东省建筑设计研究院合作发表了一系列学术论文，例如文

献［１６５，２００⁃２０２］，结合大量的实际工程项目和自主研发的隔震装置，基于虚拟激励法做了大

量关于非线性随机振动减隔震的研究，并在许多实际工程项目的抗震、抗风设计中得到应用．
何勇、金伟良等［２０３］考虑海底悬跨管道的几何非线性特征，把系统隐式的非线性项转化为由模

态坐标高次组合表示的显式非线性项，在此基础上引入虚拟激励法，建立结构在随机流力作用

下的等效线性化系统，从而确定结构非线性随机响应，并进一步分析悬跨管道的疲劳可靠性．
马长飞等利用虚拟激励法和等效线性化技术，计算了基础隔震高层建筑的非平稳随机响应，研
究了高阶振型对高层隔震建筑响应的影响，提出了针对基础隔震结构随机响应分析的改进算

法［２０４］；并假定隔震系统即使在受到大震激励时，其上部结构也依然处于弹性状态，塑性变形

主要集中在隔震层处，隔震支座的本构关系采用 Ｂｏｕｃ⁃Ｗｅｎ 模型描述．假定同种类型支座相同
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方向滞迟变量大小相等，从而显著减少参与计算的等效线性化微分方程的数量，提高了计算效

率和精度［２０５］ ．中国核动力研究设计院黄茜等［２０６］应用滞变支撑连接耦合结构的虚拟激励法研

究了反应堆结构支撑在地震作用下的非线性滞变响应，并基于不同的控制策略，开展了最优初

始屈服力的参数研究．Ｌｅｉ 等［２０７］基于 ＦＰＤＳＯ⁃ＴＬＤ 的设计概念，建立了 ＴＬＤ 系统升沉方向的动

力学模型，以减小船体升沉引起的立管轴向动力响应．在研究这一问题时，立管被模型化为 Ｅｕ⁃
ｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁．通过将波浪阻尼力线性化，立管的侧向挠度可通过包含时变参数的偏微分方

程获得．可通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法将其化为常微分方程，并用虚拟激励法在频域内求解，然后通过

Ｆｌｏｑｕｅｔ⁃Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理来估计在参数激励空间的振动系统稳定性．

３　 结　 　 语

近二十多年来，虚拟激励法已经得到国内外许多专家学者和工程技术人员的广泛应用．本
文简介了其中一部分应用和发展虚拟激励法的成果．虽然并不全面，也已经可以看到：随机振

动作为一门重要的技术学科，虚拟激励法作为它的一个有力的计算工具，正日益受到工程界的

重视，有巨大的应用潜力．曾经存在几十年的线性随机振动计算瓶颈已被打破，这一基于概率

性的科学计算方法将更多地被不同的工程领域所采用．
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