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Ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ［３］ ｉｓ

　 　
∂ｆｍ
∂ｔ

＋ ｃｍｉ
∂ｇｍ

∂ｘｉ

＝
ｆ ｅｑ
ｍ － ｆｍ
ϕ

， （１）

ｗｈｅｒｅ ｔ ｉｓ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｘｉ（ ｉ ＝ １，２，３） ｉｓ ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ； ｃｍｉ ｉｓ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｏｆ ｔｈｅ ｍ⁃ ｔｈ ｐａｒｔｉｃｌｅ， ｆｍ ｉｓ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ； ｆｅｑｍ ｉｓ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ϕ ｉｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ； ａｎｄ ｇｍ ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

　 　 ｇｍ ｏｒｇ １ － ａ
ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆｍ ＋ ａ

ϕ
ｆ ｅｑ
ｍ ， （２）

ｗｈｅｒｅ ａ ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｗｈｉｃｈ ａｄｊｕｓｔｓ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ϕ ａｎｄ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉ⁃
ｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍａｃｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍ［８］， ａｎｄ ｏｒｇ ｉｓ ｔｈｅ ｐｒｅｃａｕｔｉｏｎ ａｇａｉｎｓｔ ｒｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ
Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ （ｓｅｅｎ ｉｎ ｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ １．５） ．
１．２　 Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｓｙｓｔｅｍ

Ｏｕｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ ａｉｍｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ
（ＮＳ） ｓｙｓｔｅｍ：

７９２１ＫＵＮＩＳＨＩＭＡ Ｙｕｉｃｈｉ　 　 ＫＡＪＩＳＨＩＭＡ Ｔａｋｅｏ



　 　 ∂ρ
∂ｔ

＋
∂ρｕｉ

∂ｘｉ

＝ ０， （３）

　 　
∂ρｕｉ

∂ｔ
＋

∂ρｕｉｕ ｊ

∂ｘ ｊ

＋ ∂ｐ
∂ｘｉ

＝ －
∂Ｐ′ｉｊ
∂ｘ ｊ

， （４）

　 　 ∂ρｅ
∂ｔ

＋
∂（ρｅ ＋ ｐ）ｕｉ

∂ｘｉ

＝ ∂
∂ｘ ｊ

λ ∂Ｔ
∂ｘ ｊ

－ Ｐ′ｉｊｕｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

ｗｈｅｒｅ ρ， ｕｉ ， ａｎｄ Ｔ ａｒｅ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ， ｖｅｌｏｃｉｔｙ， ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ； ｅ ｉｓ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ
ｅｎｅｒｇｙ ｐｅｒ ｕｎｉｔ ｍａｓｓ ｗｒｉｔｔｅｎ ｉｎ ｅｑ．（６）， ａｎｄ ｐ ｉｓ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ
ｓｔａｔｅ （ｅｑ．（７））； ａｎｄ Ｐ′ｉｊ ｉｓ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｓｔｒｅｓｓ ｔｅｎｓｏｒ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ ｅｑ．（８）， ａｎｄ λ ｉｓ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ
ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ，

　 　 ｅ ＝ ｂ
２

Ｔ ＋
ｕ２
ｋ

２
， （６）

　 　 ｐ ＝ ρＴ， （７）

　 　 Ｐ′ｉｊ － μ
∂ｕ ｊ

∂ｘｉ

＋
∂ｕｉ

∂ｘ ｊ

－ ２
３

∂ｕｋ

∂ｘｋ
δｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － μＢ

∂ｕｋ

∂ｘｋ
δｉｊ， （８）

ｗｈｅｒｅ ｂ ｉｎ ｅｑ．（６） ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ， ｗｈｉｃｈ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ γ
ｗｒｉｔｔｅｎ ｉｎ ｅｑ．（９）； ａｎｄ μ， μＢ ｉｎ ｅｑ．（８） ａｒｅ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｕｌｋ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ，

　 　 γ ＝ ｂ ＋ ２
ｂ

． （９）

Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔｅｄ ｔｈａｔ ｗｅ ｈａｎｄｌｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｇａｓ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ １ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ．
Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｅｔ ｏｆ Ｄ３Ｑ３２

ｍ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ ｃｍｉ ｒｏｔａｔｉｏｎ ηｍ

１～６ （±２，０，０）ｃｙｃ ０

７～１２ （±２，０，０）ｃｙｃ ２

１３～２４ （±２，±２，０）ｃｙｃ ０

２５～３２ （±１，±１，±１） ｂ － ３

（ａ） ｍ ＝ １ ～ １２ （ｂ） ｍ ＝ １３ ～ ２４ （ｃ） ｍ ＝ ２５ ～ ３２
Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｅｔ

１．３　 Ｍａｃｒｏｓｃｏｐｉｃ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
Ｍａｃｒｏｓｃｏｐｉｃ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｓ

　 　 ρ ∑ｍ
ｆｍ， ｕｉ

１
ρ ∑ｍ

ｆｍｃｍｉ， ｅ １
ρ ∑ｍ

ｆｍ
ｃ２ｍｉ ＋ η２

ｍ

２
， （１０ａ～ ｃ）

ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ
　 　 ｆ ｅｑ

ｍ ρ［Ａｍ ＋ Ｂｍｃｍｉｕｉ ＋ Ｄｍｃｍｉｃｍｊｕｉｕ ｊ ＋ Ｅｍｃｍｉｃｍｊｃｍｋｕｉｕ ｊｕｋ］， （１１）

８９２１
Ａ ３Ｄ Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｍｏｄｅｌ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉａｃｔｉｏｎ ｔｏ

Ｌｏｗ Ｍａｃｈ Ｎｕｍｂｅｒ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ Ｆｌｏｗ



ｗｈｅｒｅ Ａｍ， Ｂｍ， Ｄｍ ａｎｄ Ｅｍ ａｒｅ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ． Ｔｈｅ ｆｏｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅｍ ａｒｅ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｔｏ
ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｍｏｄｅｌ ｂｙ Ｋａｔａｏｋａ ａｎｄ Ｔｓｕｔａｈａｒａ［４］ ．

Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｆｏｒ ｆ ｅｑ
ｍ ｔｏ ｒｅｃｏｖｅｒ ｔｈｅ ＮＳ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｅｑ．（１） ａｒｅ

　 　 ∑ｍ
ｆ ｅｑ
ｍ ＝ ρ， ∑ｍ

ｆ ｅｑ
ｍ ｃｍｉ ＝ ρｕｉ， （１２ａ，ｂ）

　 　 ∑ｍ
ｆ ｅｑ
ｍ ｃｍｉｃｍｊ ＝ ρｕｉｕ ｊ ＋ ｐδｉｊ， ∑ｍ

ｆ ｅｑ
ｍ

ｃ２ｍｉ ＋ η２
ｍ

２
＝ ρｅ， （１２ｃ，ｄ）

　 　 ∑ｍ
ｆ ｅｑ
ｍ ｃｍｉｃｍｊｃｍｋ ＝ ｐ（ｕｉδ ｊｋ ＋ ｕ ｊδｋｉ ＋ ｕｋδｉｊ） ＋ ρｕｉｕ ｊｕｋ， （１２ｅ）

　 　 ∑ｍ
ｆ ｅｑ
ｍ ｃｍｉ

ｃ２ｍｊ ＋ η２
ｍ

２
＝ （ρｅ ＋ ｐ）ｕｉ， （１２ｆ）

　 　 ∑ｍ
ｆ ｅｑ
ｍ ｃｍｉｃｍｊ

ｃ２ｍｋ ＋ η２
ｍ

２
＝ Ｔ（ρｅ ＋ ｐ）δｉｊ ＋ （ρｅ ＋ ２ｐ）ｕｉｕ ｊ ． （１２ｇ）

Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅｓｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ， μ， μＢ ａｎｄ λ ａｒｅ ｓｅｔｔｌｅｄ ａｓ ｅｑｓ．（１３ａ～ ｃ）， ｗｈｉｃｈ ｉｎｄｉｃａｔｅ Ｐｒ ≡ １．

　 　 μ ＝ ｐ（ϕ － ａ）， μＢ ＝ ２
３

－ ２
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ϕ － ａ）， λ ＝ ｂ ＋ ２

２
ｐ（ϕ － ａ） ． （１３ａ～ ｃ）

１．４　 Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｅｔ ｏｆ Ｄ３Ｑ３２ ｍｏｄｅｌ
Ｗｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｔａｂｌｅ １． Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｅｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ２ ｓｕｂｌａｔ⁃

ｔｉｃｅｓ （ｍ ＝ １３ ～ ２４ ａｎｄ ｍ ＝ ２５ ～ ３２） ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． １ ｉｓ ｎｅｅｄｅｄ ｔｏ ｒｅｃｏｖｅｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ
ＮＳ ｓｙｓｔｅｍ． Ｆｒｏｍ ｔｈｉｓ， ｗｅ ｕｓｅ ｘ，ｙ，ｚ ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｘ１，ｘ２，ｘ３ ． Ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｓｐｅｅｄ ｆｏｒ ｍ ＝ ２５ ～
３２， ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ｂ ， ｇｉｖｅｓ ｕｓ ｇｏｏｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ ｉｎ ｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ ｄｉｆ⁃
ｆｕｓｉｏｎ． Ｔｈｅ ｓａｍｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｆｏｒ ｍ ＝ １ ～ ６ ａｎｄ ｍ ＝ ７ ～ １２ ａｒｅ ｓｅｔｔｌｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ （ｓｅｅｎ ｉｎ ｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ １．５） ．

Ｏｎｃｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｅｔ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｒｅｔｅ Ａｍ， Ｂｍ， Ｄｍ ａｎｄ Ｅｍ ｉｎ ｅｑ．
（１１） ａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｌｙ：

　 　 Ａ１ ～ ６ ＝ － １ ＋ ｂ ＋ ８
８

Ｔ ＋ － １
８

Ｇ ＋ ３
８

－ １
３２

Ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ２

ｉ ， （１４ａ）

　 　 Ａ７ ～ １２ ＝ － ４ｂ ＋ １２
３（８ － ｂ）

＋ ３ｂ２ ＋ ２３ｂ － ９６
２４（８ － ｂ）

Ｔ － ｂ － ３
８（８ － ｂ）

Ｇ ＋

　 　 　 　 ２１ｂ － ５６
４８（８ － ｂ）

－ ｂ － ２
３２（８ － ｂ）

Ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ２

ｉ ， （１４ｂ）

　 　 Ａ１３ ～ ２４ ＝
４ｂ － ７ｂＴ ＋ ３Ｇ － ４ｕ２

ｉ

４８（８ － ｂ）
， （１４ｃ）

　 　 Ａ２５ ～ ３２ ＝
６４ － （８ｂ ＋ ４８）Ｔ ＋ ６Ｇ － （３２ － ３Ｈ）ｕ２

ｉ

１６（８ － ｂ）
， （１４ｄ）

　 　 Ｂ１ ～ ６ ＝ ｂ － ２
２４

－ ｂ － ３
１６

Ｔ － １
３２

ｕ２
ｉ ， （１５ａ）

　 　 Ｂ７ ～ １２ ＝ － ｂ － ３
２４

＋ ｂ － ３
１６

Ｔ， （１５ｂ）

　 　 Ｂ１３ ～ ２４ ＝ － １
４８

＋ １
３２

Ｔ， （１５ｃ）

９９２１ＫＵＮＩＳＨＩＭＡ Ｙｕｉｃｈｉ　 　 ＫＡＪＩＳＨＩＭＡ Ｔａｋｅｏ



　 　 Ｂ２５ ～ ３２ ＝ １
６

－ １
８

Ｔ － １
１６

ｕ２
ｉ ， （１５ｄ）

　 　 Ｄ１ ～ ６ ＝ ８ － Ｈ
１２８

， Ｄ７ ～ １２ ＝ ３ｂ － １６
６４（８ － ｂ）

－ ｂ － ６
１２８（８ － ｂ）

Ｈ， （１６ａ，ｂ）

　 　 Ｄ１３ ～ ２４ ＝ － ｂ － Ｈ
１２８（８ － ｂ）

， Ｄ２５ ～ ３２ ＝ ８ － Ｈ
１６（８ － ｂ）

， （１６ｃ，ｄ）

　 　 Ｅ１ ～ ６ ＝ ８ － ｂ
３８４

， Ｅ７ ～ １２ ＝ ｂ － ３
３８４

， Ｅ１３ ～ ２４ ＝ １
７６８

， Ｅ２５ ～ ３２ ＝ １
４８

， （１７ａ～ｄ）

ｗｈｅｒｅ Ｇ ａｎｄ Ｈ ａｒｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ ｅｑｓ．（１８ａ， ｂ） ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ． Ｔｈｏｕｇｈ ａ ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ， ｂ ＜ ８， ｔｈａｔ
ｉｓ γ ＞ １．２５， ｉｓ ｉｍｐｏｓｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｏｓｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ， ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｉｒ ｉｓ ｓｔｉｌｌ ｉｎ ｒａｎｇｅ，

　 　 Ｇ Ｔ（（ｂ ＋ ２）Ｔ ＋ ｕ２
ｉ ）， Ｈ （ｂ ＋ ４）Ｔ ＋ ｕ２

ｉ ． （１８ａ， ｂ）
１．５　 Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ ｉｎ ＦＤＬＢＭ

Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ ｏｆ Ｘｕ’ｓ ＢＧＫ ｓｃｈｅｍｅ［５］， ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ａ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｐｒｏ⁃
ｃｅｄｕｒｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｒｂｉｔｒａｒｙ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｉｎ ｔｈｅ ＦＤＬＢＭ． Ｈｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ａ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＢＧＫ
ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｆｒｏｍ ａｎ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｄ ｔｈｅ ｆｌｕｘ ｂｙ （１ ／ Ｐｒ
－ １） ， ａｎｄ ａｄｄｅｄ ｉｔ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｅｖｅｎｔｓ ２ ｐｒｏｂａｂｌｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓ．
Ｏｎｅ ｉｓ ｄｉｌａｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ ｉｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ［９］ ｏｒ ａ ｆｕｒｔｈｅｒ ｒｅａｌｉｓｔｉｃ
ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ． Ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｉｓ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｔｅｒｍ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｌｌ ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［１０］ ｆｒｏｍ ａｎ ｅｘｔｒａ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｅｒｍ．

Ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ Ｘｕ’ｓ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ＦＤＬＢＭ， ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ｈｉ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｓｕｍ⁃
ｍａｔｉｏｎ ｉｎｓｔｅａｄ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ． Ｗａｔｃｈｉｎｇ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａ ， ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｈｉ ａｓ

　 　 ｈｉ １ － ａ
ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑ｍ

ｆｍ（ｃｍｉ － ｕｉ）
（ｃｍｊ － ｕ ｊ） ２ ＋ η２

ｍ

２
． （１９）

Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔｅｄ ｔｈａｔ ｈｉ ｉｎ ｔｈｅ Ｄ３Ｑ３２ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ｒｅｃｏｖｅｒ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ａｔ ｔｈｅ ｕｎｉｔ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ，
ｔｈａｔ ｉｓ

　 　 ｈｉ ＝
ｂ ＋ ２
２

μ ∂Ｔ
∂ｘｉ

＋ Ｏ（ϕ） ． （２０）

Ｔｈｅｎ， ｗｅ ｒｅ⁃ｍｏｄｉｆｙ ｔｈｅ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｔｅｒｍ ｏｆ ｅｑ．（１） ｔｏ

　 　 ｇｍ １ － ａ
ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆｍ ＋ １

Ｐｒ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｍｃｍｊｈ ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ａ

ϕ
ｆ ｅｑ
ｍ ， （２１）

ｗｈｅｒｅ Ｗｍ ａｒｅ ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

　 　 ∑ｍ
Ｗｍｃｍｉｃｍｊ ＝ ０， ∑ｍ

Ｗｍｃｍｉｃｍｊｃｍｋ ＝ ０， ∑ｍ
Ｗｍｃｍｉｃｍｊ（ｃ２ｍｋ ＋ η２

ｍ） ＝ δｉｊ ． （２２ａ～ ｃ）

Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ（２３ａ～ ｃ） ｍｅａｎ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｔｅｒｍ ｍｏｄｉｆｉｅｓ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｆｌｕｘ ａｎｄ ｄｏｅｓｎ’ ｔ ａｆ⁃
ｆｅｃｔ ｔｈｅ ｍａｓｓ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｆｌｕｘｅｓ． Ｗｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ Ｗｍ ｉｎ ｅｑｓ．（２３ａ～ ｃ） ｆｒｏｍ ａ ｖｉｅｗｐｏｉｎｔ ｏｆ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ，

　 　 Ｗ１ ～ ６ ＝ － １
３２

， Ｗ７ ～ １２ ＝ １
３２

， Ｗ１３ ～ ３２ ＝ ０． （２３ａ～ ｃ）

１．６　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ
Ｆｉｎａｌｌｙ， ｗｅ ｂｒｉｅｆｌｙ ｅｘｐｌａｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｅｑ．（１） ． Ｋｅｔｃｈｅｓｏｎ’ｓ ｅｘｐｌｉｃｉｔ

４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ２⁃ｓｔｏｒａｇｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｓｃｈｅｍｅ［１１］ ｉｓ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ． Ｆｏｒ ｓｐａｃｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎ⁃

００３１
Ａ ３Ｄ Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｍｏｄｅｌ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉａｃｔｉｏｎ ｔｏ

Ｌｏｗ Ｍａｃｈ Ｎｕｍｂｅｒ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ Ｆｌｏｗ



ｔｉａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｕｐｗｉｎｄ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ｃｈｏｓｅｎ ｆｏｒ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｔｏ ｅｘｃｌｕｄｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｕｐｗｉｎｄ ｂｉａｓｅｄ
ｓｃｈｅｍｅ［２］ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｆｏｒ ａｎ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｕｅ ｔｏ ｉｔｓ ｈｉｇｈ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎ ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ
ｆｌｏｗ．

Ｆｉｇ． ２　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ

（ａ） γ ＝ １．４， Ｔ０ ＝ １．０ （ｂ） γ ＝ ４ ／ ３， Ｔ０ ＝ １．０

Ｆｉｇ． ３　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｐｒｏｆｉｌｅｓ（ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅ （３２ Ｖ） ａｇｒｅｅｓ ｗｅｌｌ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ （７８ Ｖ） ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ γ ｖａｌｕｅｓ）

２　 Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ
２．１　 Ｗｅａｋ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ

Ｗｅ ｃｏｎｄｕｃｔ ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔ ｏｆ ｗｅａｋ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ［３］ ｔｏ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ
ｓｏｕｎｄ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ Ｄ３Ｑ３２ ｍｏｄｅｌ． Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｓｏｕｎｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ
ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｉｓ ａｌｓｏ ｉｎｖｅｓｔｉ⁃
ｇａｔｅｄ．

Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． ２． Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ γ ， ａｎｄ
ｉｎｉｔｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ Ｔ０ ． Ｗｅ ｐｒｅｐａｒｅ ｔｈｅ １Ｄ ｇｒｉｄ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｆｉｇ． １ ｗｉｔｈ

ｕｎｉｔ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ， ａｎｄ ｓｅｔ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｔｏ ０．８． Ｂｏｔｈ ϕ ａｎｄ ａ ａｒｅ ｓｅｔ ｔｏ ０．１３
·
ｆｏｒ ｉｎｏｐｅｒａｔｉｖｅｎｅｓｓ

ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ．
Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ ｖａｌｕｅｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． ３． Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ （３２

Ｖ） ｓｈｏｗ ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ３Ｄ ＦＤＬＢＭ （７８ Ｖ） ［３］ ． Ａｎｄ
ｔｈｅｎ， ｏｕｒ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｓｔａｂｌｅ ｆｏｒ Ｔ０ ∈ ［０．７，１．４］ ａｔ γ ＝ １．４； ｓｔｉｌｌ， ｔｈｅ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｓｉｄｅ ｉｓ ｎｏｔ ｓｅｅｎ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ． Ｔｈｅ Ｄ３Ｑ３２ ｍｏｄｅｌ ａｃｈｉｅｖｅｓ ｔｈｅ ａｒ⁃
ｂｉｔｒａｒｙ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ ｗｉｔｈ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｈａｌｆ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎ⁃
ｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ． Ａｎｄ， ｉｔ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｆｏｒ ｍｏｓｔ ｏｆ ｓｕｂｓｏｎｉｃ ｆｌｏｗｓ ｔｏ ｂｅ ｅｘｅｃｕｔａｂｌｅ ｉｎ ｄｉｓｔｒｉ⁃
ｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｒａｔｉｏｓ．
２．２　 Ｌａｍｉｎａｒ Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ

Ｗｅ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ ｉｎ ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｒ Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ３⁃ｓｔｅｐ

１０３１ＫＵＮＩＳＨＩＭＡ Ｙｕｉｃｈｉ　 　 ＫＡＪＩＳＨＩＭＡ Ｔａｋｅｏ



Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒｓ， ０．７２， １．０ ａｎｄ ２．５ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｖｉｅｗｐｏｉｎｔ ｏｆ ｉｓｏｔｒｏｐｙ ａｎｄ Ｇａｌｉｌｅａｎ ｉｎｖａｒｉａｎｃｅ．
Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ ｆｉｇ． ４． Ｗｅ ｓｅｔ Ｒ１ ＝ １．５Ｌ ａｎｄ Ｒ２ ＝ ２．５Ｌ ． Ｊｕｓｔ ｔｈｅ ｉｎ⁃
ｎｅｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｉｓ ｒｏｔａｔｅｄ ｗｉｔｈ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｕ ／ （２πＲ１） ． Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ ρＵＬ ／ μ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ
１００ ｆｏｒ ｌａｍｉｎａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｔｈｅ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ Ｕ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ ０．１， ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ ｉｓ
１．４ ａｓ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｉｒ． Ｔｈｅ ｎｏｎｓｌｉｐ ａｎｄ ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ／ ｉｎｎｅｒ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ （１ － １ ／ （１．４ ×
１０４）） ．

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ

（ａ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
Ｆｉｇ． ５　 Ｓｔｅａｄｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｘ ∈ ［ － ２．５， － １．５］， ｙ ＝ １ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒｓ

ｆｏｒ ｜ Ｖｉ ｜ ＝ ０（ａｌｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｇｒｅｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐｒｏｆｉｌｅｓ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｅｔｕｐ ｆｏｒ ｔｈｅ ＮＡＣＡ００１２ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ
ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ γ １．４

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ Ｔ０ ０．９
Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｈｏｒｄ ｌｅｎｇｔｈ ＲｅＣ ２．０×１０５

Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ Ｍａ ８．７５×１０－２

Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ Ｐｒ ０．７２
ａｎｇｌｅ ｏｆ ａｔｔａｃｋ θＡＯＡ ／ （ °） ９

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｇｒｉｄ ｐｏｉｎｔｓ ５９４ ／ １３９ ／ １９２
ｇｒｉｄ ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｆｉｒｓｔ ｌａｙｅｒ ｏｎ ａｅｒｏｆｏｉｌ Δｍｉｎ ≅８．６９×１０－５ＬＣ

ｓｐａｎｗｉｓｅ ｇｒｉｄ ｗｉｄｔｈ Δｚ ５．０×１０－３ＬＣ

ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ Δｔ ≅８．６９×１０－５

ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａ ≅１．４５×１０－５

ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ϕ ≅１．５０×１０－５

２０３１
Ａ ３Ｄ Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｍｏｄｅｌ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉａｃｔｉｏｎ ｔｏ

Ｌｏｗ Ｍａｃｈ Ｎｕｍｂｅｒ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ Ｆｌｏｗ



　 　 Ｗｅ ｐｒｏｖｉｄｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｔ ｉｎｎｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ０．９ ｗｈｉｃｈ ｗｏｒｋｓ ｂｅｓｔ； ｔｈｕｓ， ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｏｕｎｄ ｓｐｅｅｄ ｉｓ ａｂｏｕｔ １．１２． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｓａｋｅ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ， ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｄｅｎｓｉ⁃
ｔｙ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ １０ ／ ９． Ｗｅ ｈａｎｄｌｅ ａ ｐｌａｎｅ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｚ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｆｉｇ． １， ａｎｄ ｐｒｅｐａｒｅ
ｔｈｅ ｐｏｌａｒ ｇｒｉｄ ｗｉｔｈ ７５ ／ １７ ｐｏｉｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ／ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ
ｇｒｉｄ ｗｉｄｔｈ ｉｓ ａｂｏｕｔ ５．７７×１０－２， ａｎｄ ｗｅ ｓｅｔ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｔｏ ａｂｏｕｔ ４．６１×１０－２ ． Ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔ，ｔｈｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｏｕｓ ｖａｌｕｅ ｏｆ ａ ｉｓ ａｂｏｕｔ ７．６９×１０－３， ａｎｄ ϕ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ８．９４×１０－３ ．

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｓｏｌｉｎｅｓ ｏｆ ６ ｌｅｖｅｌｓ ｆｒｏｍ Ｔｍｉｎ ｔｏ Ｔｍａｘ ｆｏｒ Ｐｒ ＝ ０．７２

（ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｋｅｅｐ ｆｏｒ ｜ Ｖｉ ｜ ＝ ０．０， ０．８１）

Ｇｒｉｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｖｉ ｔｏ ｃｏｎｆｉｒｍ ｔｈｅ Ｇａｌｉｌｅａｎ ｉｎｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎｔｏ
ｅｑ．（１） ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

　 　
∂ｆｍ
∂ｔ

＋ （ｃｍｉ － Ｖｉ）
∂ｇｍ

∂ｘｉ

＝
ｆ ｅｑ
ｍ － ｆｍ
ϕ

， （２４）

ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｅｒｓｅｒ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ａｒｂｉｔｒａｒｙ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ Ｅｕｌｅｒｉａｎ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［１２］ ． Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒ⁃
ｅｎｃｅ ｂｅｃｏｍｅｓ Ｏ（ϕ２） ， ａｎｄ ｎｏ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｅｆｆｅｃｔ ｉｓ ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ＮＳ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍ． Ｗｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ Ｖｉ ａｓ ０．０， ０．８１ ａｎｄ １．２１ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｇｉｖｅｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ３Ｖ１ ＝ ４Ｖ２ ． Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｓｔｅａｄｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ． Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ ｉｓ
ａｂｏｕｔ ２１ ０００ ｔｏ ｒｅａｃｈ ｓｔａｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．

Ｐｒｏｆｉｌｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒｓ ｆｏｒ Ｖｉ ＝ ０ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
ｆｉｇ． ５． Ａｌｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｇｒｅｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐｒｏｆｉｌｅｓ， ａｎｄ ｔｈｅ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ ｗｏｒｋｓ ｓｕｃ⁃
ｃｅｓｓｆｕｌｌｙ． Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆ⁃
ｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｓｐｉｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ｔｏ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ＦＤＬＢＭ． Ｆｉｇ． ６ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａ⁃
ｔｕｒｅ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｆｏｒ Ｐｒ ＝ ０．７２． Ｗｅ ｃａｎ ｓｅｅ ｉｓｏｔｒｏｐｙ ｆｏｒ Ｖｉ ＝ ０，０．８１． Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｒｅａ⁃
ｓｏｎａｂｌｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｏｕｒ ｍｏｄｅｌ， ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｖｉ ＝ １．２１ ｉｓ ｏｕｔ ｏｆ ｏｕｒ ｃｏｎｔｒｏｌ
ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｌｍｏｓｔ ｒｅａｃｈｅｓ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ． Ｉｔ ｉｓ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ
Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｘ ｅｎａｂｌｅｓ ｕｓ ｔｏ ｈａｎｄｌｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｉｒ．

３　 Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｆｌｏｗ ａｒｏｕｎｄ ＮＡＣＡ００１２ ａｅｒｏｆｏｉｌ ａｔ
ｍｏｄｅｒａｔｅ Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ

３．１　 Ａｉｍ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｅｔｕｐ
Ｗｅ ｃｏｎｄｕｃｔ ａ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｌｏｗ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ＮＡＣＡ００１２ ａｅｒｏｆｏｉｌ． Ｗｅ ｖａｌｉｄａｔｅ ｒｅｐｒｏｄｕｃ⁃

３０３１ＫＵＮＩＳＨＩＭＡ Ｙｕｉｃｈｉ　 　 ＫＡＪＩＳＨＩＭＡ Ｔａｋｅｏ



ｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｏｕｒ ｍｅｔｈｏｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｖｉｅｗｐｏｉｎｔ ｏｆ ｃａｐａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ ｄｉｒｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ
ｓｏｕｎｄ． Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃ ｖａｌｕｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｅｒｏｆｏｉｌ ａｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｄａｔａ ｂｙ Ｍｉｙａｚａｗａ ｅｔ ａｌ．［７］ ． Ｗｅ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ ｅｆｆｅｃｔ， ｓｅｐａｒａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｅａｔｔａｃｈｍｅｎｔ， ａｎｄ ｔｈｅ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ａｅｒｏｆｏｉｌ［１３］ ．

Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｘ ⁃ ａｎｄ ｚ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ａｓ ｃｈｏｒｄｗｉｓｅ ａｎｄ ｓｐａｎｗｉｓｅ， ｔｈｅｎ ｓｅｔ ｙ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｒｔｈｏｇ⁃
ｏｎａｌ ｔｏ ｔｈｅｍ． Ｔｈｅ Ｃ⁃ｔｙｐｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｇｒｉｄ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｐａｎｗｉｓｅ ｇｒｉｄ ｗｉｄｔｈｓ ｉｓ ｐｒｅｐａｒｅｄ． Ｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ｉｎ ｔａｂｌｅ ２， ｗｈｅｒｅ ＬＣ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｃｈｏｒｄ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ／ ｌａｓｔ
ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｇｒｉｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ／ ｓｐａｎｗｉｓｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ．

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｓｐａｎｗｉｓｅ Ｆｉｇ． ８　 Ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｆ ｏｎ

ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ωｚ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｃｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅ： ｔｈｅ ｓｕｃｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅ

ωｚ ∈ ［ － ５００， ５００］ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ

ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｉｓ ｕｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

Ｆｉｇ． ９　 Ｍｅａｎ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｐ Ｆｉｇ． １０　 Ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ

ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ （ｃｐ） ＲＭＳ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｃｔｉｏｎ ｓｉｄｅ

３．２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ
Ｔｈｅ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｚ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｆｉｅｌｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｃｔｉｏｎ ｓｉｄｅ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ ｆｉｇ． ７，

ｗｈｅｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ／ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｖａｌｕｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ ｔｏ ｗｈｉｔｅ ／ ｂｌａｃｋ． Ｗｅ ｃａｎ ｓｅｅ ｔｈｅ ｒｅｖｅｒｓｅ⁃ｆｌｏｗ ｒｅ⁃
ｇｉｏｎ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｌｅａｄｉｎｇ ｅｄｇｅ ０．０３ＬＣ ≤ ｘ≤０．０９ＬＣ ． Ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂｕｂｂｌｅ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ

ａｓ ａ ｍａｊｏｒ ｓｏｕｎｄ ｓｏｕｒｃｅ［７］ ｈａｓ ａ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎｗｉｓｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔ ｓｕｇｇｅｓｔｓ ｔｈｅ ３Ｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ ｃａｐｔｕｒｅ ｓｏｕｎｄ ｓｏｕｒｃｅ ａｎｄ ｔｏ ｐｒｅｄｉｃｔ

４０３１
Ａ ３Ｄ Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｍｏｄｅｌ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉａｃｔｉｏｎ ｔｏ

Ｌｏｗ Ｍａｃｈ Ｎｕｍｂｅｒ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ Ｆｌｏｗ



ｓｏｕｎｄ ｅｍｉｓｓｉｏｎ．
Ｆｉｇ． ８ ｓｈｏｗｓ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｆ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｅｑｓ． （２５ａ～ ｃ） ［２］， ｗｈｅｒｅ ｃｎ ／ ｃｌ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ

ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ／ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ． Ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｅａｔｔａｃｈｍｅｎｔ ｐｏｉｎｔ ｏｆ
ｏｕｒ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｇｒｅｅｓ ｗｅｌｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ［７］， ｗｉｔｈ ｆｉｎｅｒ ｇｒｉｄ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｉｔ
ｃａｎ ｂｅ ｓｔａｔｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ＦＤＬＢＭ ｈａｓ ａ ｃａｐａｂｉｌｉｔｙ ｔｏ ｔｒｅａｔ ｖｉｓｃｏｕｓ ｅｆｆｅｃｔ ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆ⁃
ｆｉｃｉｅｎｃｙ．
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Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｐ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ ｅｑｓ．（２５ａ～ ｃ） ａｌｓｏ ａｇｒｅｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉ⁃
ｏｕｓ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ （ ｆｉｇ． ９） ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ ｔｏ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｏｆ
ｃｐ ｉｎ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ， ｉｔｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｉｓ ｅｓｓｅｎｔｉａｌ ｉｎ ａｅｒｏａｃｏｕｓｔｉｃｓ． Ｉｔ ｉｓ ｒｅｐｏｒｔｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓ⁃
ｓｕｒｅ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｎｓｉｆｉｅｓ ａｓ ｔｈｅ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ［１３］ ． Ｏｕｒ
ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｒｅｐｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｔｈｅ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ （ ｆｉｇ． １０）； ｉｎ ｃｏｎｔｒａｓｔ， ｔｈｅ ｐｒｅｖｉ⁃
ｏｕｓ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｖｅｒｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ．

Ｏｕｒ ｒｅｓｕｌｔｓ ｒｅｐｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂｕｂｂｌｅ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｌｅａｄｉｎｇ ｅｄｇｅ ａｎｄ
ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｃｔｉｏｎ ｓｉｄｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｏｎｅｓ． Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｍｅａｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ａｒｅ ｈａｎｄｌｅｄ
ｃｏｒｒｅｃｔｌｙ．

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

Ａ ｎｅｗ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｉｎｖｅｓｔｉ⁃
ｇａｔｅｄ ｔｏ ｕｔｉｌｉｚｅ ｉｔｓ ａｄｖａｎｔａｇｅ ｉｎ ｄｉｒｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｓｏｕｎｄ． Ｔｈｅ ｎｅｗ ｍｏｄｅｌ ｒｅ⁃
ｐｌａｃｅｓ ａ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ＦＤＬＢＭ ｉｎ ｔｈｅ ３Ｄ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｈａｌｆ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｉｓｔｒｉ⁃
ｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ， ａｎｄ ｒｅｌｅａｓｅｓ ｕｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｓ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ
ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｔｈｅ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ． Ｏｕｒ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ｈａｎｄｌｅ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｓｙｓｔｅｍ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅ Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒ
ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ＮＡＣＡ００１２ ａｅｒｏｆｏｉｌ ａｒｅ ｒｅｐｒｏｄｕｃｅｄ． Ｏｕｒ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ａ ｈｏｐｅｆｕｌ
ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｒｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｓｏｕｎｄ ｏｆ ｌｏｗ Ｍａｃｈ ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ ｆｌｏｗ ｉｎ ｔｈｅ ３Ｄ
ｓｐａｃｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：

［１］　 ＣＡＯ Ｎｉａｎ⁃ｚｈｅｎｇ， ＣＨＥＮ Ｓｈｉ⁃ｙｉ， ＪＩＮ Ｓｈｉ， Ｍａｒｔíｎｅｚ Ｄ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｌａｔｔｉｃｅ ｓｙｍｍｅｔｒｙ

ｉｎ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， １９９７， ５５（１）： Ｒ２１⁃Ｒ２４．

［２］　 Ｋｕｎｉｓｈｉｍａ Ｙ， Ｋａｊｉｓｈｉｍａ Ｔ， Ｔｓｕｔａｈａｒａ Ｍ． Ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

５０３１ＫＵＮＩＳＨＩＭＡ Ｙｕｉｃｈｉ　 　 ＫＡＪＩＳＨＩＭＡ Ｔａｋｅｏ



ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ （ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｂｙ ｄｉｒｅｃｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ ｃｈａｎｎｅｌ
ｆｌｏｗ）［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＪＳＭＥ， ２０１６， ８２（８４０）： １６⁃００２０４． ｄｏｉ： １０．１２９９ ／ ｔｒａｎｓｊｓｍｅ．１６⁃
００２０４． （ ｉｎ Ｊａｐａｎｅｓｅ）

［３］　 Ｔｓｕｔａｈａｒａ Ｍ， Ｋａｔａｏｋａ Ｔ， Ｓｈｉｋａｔａ Ｋ， Ｔａｋａｄａ Ｎ． Ｎｅｗ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｕ⁃
ｉｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｄｉｒｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ
ｓｏｕｎｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２００８， ３７（１）： ７９⁃８９．

［４］　 Ｋａｔａｏｋａ Ｔ， Ｔｓｕｔａｈａｒａ Ｍ． Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｓｐｅｃｉｆｉｃ⁃ｈｅａｔ ｒａｔｉｏ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， ２００４， ６９（３）： ０３５７０１． ｄｏｉ： １０．
１１０３ ／ ＰｈｙｓＲｅｖＥ．６９．０３５７０１．

［５］　 ＸＵ Ｋｕｎ． Ａ ｇａｓ⁃ｋｉｎｅｔｉｃ ＢＧＫ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ
ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｇｏｄｕｎｏｖ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００１， １７１
（１）： ２８９⁃３３５．

［６］　 Ｔａｍ Ｃ Ｋ Ｗ， ＪＵ Ｈｏｎｇ⁃ｂｉｎ． Ａｅｒｏｆｏｉｌ ｔｏｎｅｓ ａｔ ｍｏｄｅｒａｔｅ Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１２， ６９０： ５３６⁃５７０．

［７］　 Ｍｉｙａｚａｗａ Ｍ， Ｋａｔｏ Ｃ， Ｓｕｚｕｋｉ Ｙ， Ｔａｋａｉｓｈｉ Ｔ． Ａｅｒｏａｃｏｕｓｔｉｃ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆｌｏｗ ａｒｏｕｎｄ ａ ２⁃Ｄ
ａｅｒｏｆｏｉｌ （１ｓｔ ｒｅｐｏｒｔ， ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｌａｒｇｅ ｅｄｄｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｐａｒａｔｅｄ ａｎｄ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎａｌ ｆｌｏｗ ａ⁃
ｒｏｕｎｄ ａｎ ａｅｒｏｆｏｉｌ）［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｊａｐａｎ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ （Ｓｅｒｉｅｓ
Ｂ）， ２００６， ７２（７２１）： ２１４０⁃２１４７． （ ｉｎ Ｊａｐａｎｅｓｅ）

［８］　 Ｔｓｕｔａｈａｒａ Ｍ， Ｋｕｒｉｔａ Ｍ， Ｉｗａｇａｍｉ Ｔ． Ａ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎｅｗ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ
［ Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｊａｐａｎ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ （Ｓｅｒｉｅｓ Ｂ）， ２００２， ６８（６６５）：
１５⁃２１．

［９］　 Ｔａｍｕｒａ Ａ， Ｏｋｕｙａｍａ Ｋ， Ｔａｋａｈａｓｈｉ Ｓ， Ｏｈｔｓｕｋａ Ｍ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｖｅｌｏｃｉｔｙ ＢＧＫ
ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１１， ４０
（１）： １４９⁃１５５．
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三维可压缩 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型及其

在低 Ｍａｃｈ 数湍流中的应用

国岛雄一，　 梶岛岳夫

（大阪大学 机械工程系学院， 大阪 吹田 山田丘 ２⁃１ ５６５⁃０８７１，日本）

摘要：　 改进了有限差分格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法（ＦＤＬＢＭ），以直接数值模拟气动噪声．基于 ＬＢ 求解器

特性，采用动力学方程中的恒定对流速度以实施高阶迎风差分，提高了声波和湍流的分辨率．通过

建立一个新的三维粒子模型，计算得到了任意比热容的三维可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 系统．此外，利用

Ｂｈａｔｎａｇａｒ⁃Ｇｒｏｓｓ⁃Ｋｒｏｏｋ（ＢＧＫ）碰撞算子，通过引入热流量修正，实现了 Ｐｒａｎｄｔｌ 数的可变性．在激波管

内弱声波以及伴随有温度梯度的 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｕｅｔｔｅ 层流的验证计算中，提出的新方法结果良好．此外

也对 ＮＡＣＡ００１２ 翼型绕流进行了三维模拟．其中，Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数、Ｍａｃｈ 数和攻角分别取 ２×１０５，８．７５×
１０－２以及 ９°．计算发现，在机翼前缘附近的分离气流位置，以及表面压力波动强度的Ｍａｃｈ 数依赖性

方面，数值计算结果与实验结果相吻合．

关　 键　 词：　 有限差分格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法；　 低 Ｍａｃｈ 数流动；　 湍流
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