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摘要：　 研究了 Ｇａｕｓｓ 色噪声激励下含黏弹力、弱非线性阻尼的摩擦振子的随机响应．将适用于光

滑系统的随机平均法推广到了非光滑摩擦系统，进而得到系统振幅、位移及速度的稳态概率密度

函数．同时结合材料的黏弹性，研究了摩擦力和 Ｇａｕｓｓ 色噪声对系统响应的影响．研究表明，摩擦

力、黏弹力及噪声项的相关参数均可引起随机 Ｐ⁃分岔，并且在一定范围内系统响应对摩擦力极为

敏感．此外，理论结果与 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟结果吻合较好，验证了方法的有效性．
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引　 　 言

摩擦是一种典型的非光滑因素，是发生在有相对运动或相对运动趋势的接触固体界面上

的切向力，它广泛存在于生活和工程实践之中．在许多方面，如汽车轮胎、离合器、制动器和弦

乐器等，摩擦起着积极的作用．然而在数控机床、机器人和其他精密仪器系统中，摩擦力可能会

引起振动、颤振，甚至引起噪声及跟踪误差等不利因素．研究摩擦系统有助于更好地利用摩擦

力的益处，同时减少其带来的危害，促进现代机械的发展．正因为如此，摩擦系统受到了广泛地

关注，许多学者对摩擦力的特性及其模型进行了探讨和总结．文献［１］较全面地介绍了应用于

不同领域的摩擦模型和摩擦力的典型动态行为．刘丽兰等［２］描述了机械系统中的摩擦现象，同
时系统地介绍了常用的摩擦模型及它们的构成、特点及适用范围，为研究中摩擦模型的选择提

供了参考．
自从 Ｄｅｎ Ｈａｒｔｏｇ［３］在 １９３１ 年确立了干摩擦系统的理论基础以来，有关确定性干摩擦系统

的理论得到了蓬勃发展［４⁃５］ ．关于确定性摩擦系统的研究主要集中于摩擦引起的自激运动和受

迫运动，常伴随有粘滑运动，甚至出现分岔及混沌运动［６⁃１０］ ．随机因素广泛存在于物理系统中，
可能对物理系统产生很大影响．然而有关摩擦系统的随机动力学方面的研究很少，且主要集中

于数值算法的研究．文献［１１］研究了非线性阻尼系统的近共振响应．Ｓｕｎ（孙建桥） ［１２］应用基于

短时 Ｇａｕｓｓ 近似的广义胞映射方法研究了 Ｃｏｕｌｏｍｂ（库伦）摩擦系统的随机响应．冯奇等［１３］ 建
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立了摩擦随机系统的离散模型，用数值方法研究了随机粘滑运动．文献［１４］通过将摩擦因数等

效为普通的摩擦因数与加性 Ｇａｕｓｓ 白噪声之和研究了典型的质量⁃传送带模型的随机分岔行

为．文献［１５］应用等效非线性方法研究了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下含有 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦力的非线性

电磁能量采集器的最优负载电阻问题．
随着现代新材料、新结构的应用，非线性研究中原来不考虑的物质性质，尤其是材料的黏

弹性性质近年来引起了众多科学家的广泛关注．材料的黏弹性具有多种表现形式，本文主要考

虑具有指数积分型黏弹项．实验证明这种黏弹性材料不仅可以储存能量，还可以作为阻尼耗散

系统的能量．黏弹性系统的研究已经取得了很好的成果，许多学者的研究表明在一定范围内材

料的黏弹性对系统产生很大的影响．文献［１６］研究了参数随机激励下单自由度线性黏弹系统

的随机稳定性．Ｃａｉ（蔡国强）等［１７］通过将黏弹项等价为刚度项和阻尼项改进了处理随机黏弹

系统的方法．文献［１８］应用随机平均法研究了随机宽带噪声激励下含强非线性恢复力的黏弹

系统的响应分析．Ｚｈａｏ（赵香荣）等［１９］探讨了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下黏弹碰撞系统的稳态响应．
基于此，本文结合材料的黏弹性，研究随机摩擦系统的动力学行为，将随机平均法推广到

摩擦系统中，研究随机摩擦系统的稳态响应及随机 Ｐ⁃分岔现象，并验证本文方法的有效性．

１　 随机平均法

本文研究了 Ｇａｕｓｓ 色噪声激励下具有指数积分型黏弹项非线性阻尼摩擦系统，其运动方

程如下：

　 　 ｘ ＋ ∫ｔ
０
Ｇ（ ｔ － ｓ）ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ω２

０ｘ ＋ ２ｃ１ｘ ＋ ｃ２ｘ３ ＋ ｆｋｓｇｎ（ｘ） ＝ ξ（ ｔ）， （１）

式中 ｘ，ｘ，ｘ分别表示位移、速度和加速度，“（·）” 表示关于时间 ｔ的导数；ω０ 表示系统的自然频

率，ｃ１，ｃ２ 是小参数； ｆｋ 表示摩擦力的模，ｓｇｎ（） 代表符号函数

　 　 ｓｇｎ（ｘ） ＝
１， ｘ ＞ ０，
０， ｘ ＝ ０，
－ １， ｘ ＜ ０；

ì

î

í

ïï

ïï

ξ（ ｔ） 是 Ｇａｕｓｓ 色噪声且满足如下条件：

　 　 〈ξ（ ｔ）〉 ＝ ０， Ｒ（ ｔ － ｓ ） ＝ 〈ξ（ ｔ）ξ（ ｓ）〉 ＝ Ｄ
τ

ｅｘｐ － ｔ － ｓ
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

式中〈〉表示数学期望， τ 是色噪声的相关时间，Ｄ 是色噪声的强度．
方程（１）的左边第二项代表黏弹力，为了表示方便，用 Ｚ 来代替它，即

　 　 Ｚ ＝ ∫ｔ
０
Ｇ（ ｔ － ｓ）ｘ（ ｓ）ｄｓ， （２）

式中 Ｇ（ ｔ） 表示具有 Ｍａｘｗｅｌｌ 型的松弛函数［２０］，

　 　 Ｇ（ ｔ） ＝ ∑
ｉ
βｉｅｘｐ（ － ｔ ／ λ ｉ），　 　 λ ｉ ＞ ０，

式中 λ ｉ 表示松弛时间，βｉ 是黏弹力的数量级，ｉ ＝ １，２，… ．
由于所有激励项的系数比较小，且本文主要考虑系统的稳态响应，故根据文献［２１］，黏弹

力可以等效为刚度项和阻尼项的和，则方程（２）转化为如下等效形式：

　 　 Ｚ ＝ ∫ｔ
０
Ｇ（ ｔ － ｓ）ｘ（ ｓ）ｄｓ ≐ ∑

ｉ

βｉλ ｉ

１ ＋ λ ｉ
２ω－ ２ ｘ － λ ｉｘ( ) ， （３）
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式中　 　 ω－ ＝ ２π
Ｔ

．

将方程（３）代入方程（１），原始系统转化为不含黏弹力的一般摩擦系统

　 　 ｘ ＋ ω２
０ ＋ ∑

ｉ

βｉλ ｉ

１ ＋ λ２
ｉ ω
－ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ＋ ２ｃ１ － ∑

ｉ

βｉλ２
ｉ

１ ＋ λ２
ｉ ω
－ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ＋ ｃ２ｘ３ ＋ ｆｋｓｇｎ（ｘ） ＝ ξ（ ｔ） ． （４）

方程（４）对应的无阻尼自由振动的运动方程为

　 　 ｘ ＋ ω２
１ｘ ＝ ０， （５）

式中

　 　 ω２
１ ＝ ω２

０ ＋ ∑
ｉ

βｉλ ｉ

１ ＋ λ２
ｉ ω
－ ２ ． （６）

无阻尼自由振动系统的势能函数和总能量可表示为

　 　 Ｕ（ｘ） ＝ ∫ｘ
０
ω２

１ｙｄｙ ＝ １
２

ω２
１ｘ２， （７）

　 　 Ｈ（ｘ，ｘ） ＝ １
２

ｘ２ ＋ Ｕ（ｘ） ． （８）

系统做无阻尼运动时，系统的总能量和周期为常数，周期可以由下式给出：

　 　 Ｔ ＝ ∮ １
２Ｈ － ２Ｕ（ｘ）

ｄｘ ＝ ４ ∫Ａ
０

１
２Ｈ － ２Ｕ（ｘ）

ｄｘ， （９）

式中 Ａ 是无阻尼运动的振幅．
考虑 ｉ ＝ １，由于 ω－ ＝ ２π ／ Ｔ， 利用方程（６） ～ （９）可以得到平均频率 ω－

　 　 ω－ ２ ＝ ω２
１ ＝

ω２
０λ２ － １ ＋ （ω２

０λ２ ＋ １） ２ ＋ ４βλ３

２λ２ ． （１０）

由于各项激励的系数 ｃ１，ｃ２，ｆｋ，β 和噪声强度 Ｄ 取值比较小，方程（４）是拟保守系统，系统

运动可以看成是拟周期运动．利用标准随机平均法，引入变换

　 　 Ｘ ＝ ｘ（ ｔ） ＝ Ａｃｏｓ Φ， Ｘ ＝ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａω１ｓｉｎ Φ， Φ ＝ ω１ ｔ ＋ Θ， （１１）
将方程（１１）代入方程（４），得到关于 Ａ 和 Θ 的随机微分方程：

　 　

Ａ ＝ － ｃｅＡｓｉｎ２Φ － ｃ２Ａ３ω２
１ｓｉｎ４Φ －

ｆｋ
ω１

ｓｇｎ（Ａω１ｓｉｎ Φ）ｓｉｎ Φ － １
ω１

ξ（ ｔ）ｓｉｎ Φ，

Θ ＝－ ｓｉｎ Φｃｏｓ Φ（ｃｅ ＋ ｃ２Ａ２ω２
１ ｓｉｎ２Φ） －

　 　
ｆｋ
Ａω１

ｓｇｎ（Ａω１ｓｉｎ Φ）ｃｏｓ Φ － １
Ａω１

ξ（ ｔ）ｃｏｓ Φ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１２）

式中

　 　 ｃｅ ＝ ２ｃ１ － βλ２

１ ＋ λ２ω－ ２ ．

对方程（１２）进行随机平均和确定性平均，得到关于 Ａ 和 Θ 的平均后的 Ｉｔô 随机微分方程：

　 　
ｄＡ ＝ － １

２
ｃｅＡ － ３

８
ｃ２ω２

１Ａ３ － ２
ω１π

ｆｋ ＋
πＳ（ω１）
２Ａω２

１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋

πＳ（ω１）
ω２

１

ｄＷ１（ ｔ），

ｄΘ ＝
πＳ（ω１）
Ａ２ω２

１

ｄＷ２（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１３）
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式中 Ｗ１（ ｔ） 和 Ｗ２（ ｔ） 是两个相互独立的标准 Ｗｉｅｎｅｒ（维纳）过程，

　 　 Ｓ（ω１） ＝ １
π ∫

０

－∞
ｃｏｓ ω１ｓＲ（ ｓ）ｄｓ ＝

Ｄ
（１ ＋ τ２ω２

１）π
．

方程（１３）表明 ｄＡ只与振幅Ａ有关，因此得到关于振幅Ａ的概率密度函数 ｐ（Ａ，ｔ ｜ Ａ０，ｔ０） 的

一维 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ（ＦＰＫ）方程：

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ ∂
∂Ａ

－ － １
２

ｃｅＡ － ３
８

ｃ２ω２
１Ａ３ － ２

ω１π
ｆｋ ＋

πＳ（ω１）
２Ａω２

１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

πＳ（ω１）
２ω２

１

∂２ｐ
∂Ａ２ ． （１４）

当只考虑稳态概率密度函数时，求得振幅的稳态概率密度函数

　 　 ｐ（Ａ） ＝ Ｃ
Ｂ（Ａ）

ｅｘｐ ２∫ Ｖ（Ａ）Ｂ（Ａ）
ｄＡæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１５）

式中 Ｃ 是归一化常数，

　 　 Ｖ（Ａ） ＝ － １
２

ｃｅＡ － ３
８

ｃ２ω２
１Ａ３ － ２

ω１π
ｆｋ ＋

πＳ（ω１）
２Ａω２

１

， （１６）

　 　 Ｂ（Ａ） ＝
πＳ（ω１）

ω２
１

． （１７）

根据方程（１３）， Ａ 和 Θ 的稳态联合概率密度函数 ｐ（Ａ，Θ） 满足下面的方程：

　 　 ０ ＝ － ∂
∂Ａ

（Ｖ（Ａ）ｐ） ＋ １
２

Ｂ（Ａ）
∂２ｐ
∂Ａ２

＋ １
Ａ２

∂２ｐ
∂Θ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１８）

基于方程（１８）求得 ｐ（Ａ，Θ） ［２２］：

　 　 ｐ（Ａ，Θ） ＝ ｐ（Ａ）ｐ（Θ） ＝ １
２π

ｐ（Ａ） ． （１９）

方程（１９）表明，在一次近似中，平稳响应的相位和振幅是两个独立的随机过程，且相位服

从区间［０，２π］上的均匀分布．
利用方程（１９）及变换（１１）求出位移 ｘ 和速度 ｘ 的稳态联合概率密度函数

　 　 ｐ（ｘ，ｘ） ＝ １
ω１Ａ

ｐ（Ａ，Θ） ＝ １
２π ω１Ａ

ｐ（Ａ） ． （２０）

方程（２０）积分得到关于位移 ｘ 和速度 ｘ 的稳态边际概率密度函数 ｐ（ｘ） 和 ｐ（ｘ）：

　 　 ｐ（ｘ） ＝ ∫∞
－∞

ｐ（ｘ，ｘ）ｄｘ， （２１）

　 　 ｐ（ｘ） ＝ ∫∞
－∞

ｐ（ｘ，ｘ）ｄｘ ． （２２）

２　 方法的有效性

为了验证理论方法的有效性，本文给出了振幅的稳态概率密度函数及其对数稳态概率密

度函数的解析解和 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟解，同时引入振幅均值和均方的相对误差．
为了方便计算，对原始系统（１）进行数值模拟时，用一阶微分方程得到黏弹力［１８］

　 　 Ｚ ＝－ １
λ

Ｚ ＋ βｘ ． （２３）

应用随机四阶Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法［２３］对原始系统进行Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟．在区间［－４， ４］×［－４，
４］里均匀选取 １６ 个初值，选取迭代步长 Δｔ ＝ ０．００１，迭代步数 Ｎ ＝ ５Ｅ７， 对实际系统，当时间足
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够大后便趋于稳态，故本文在进行数值模拟时，为保证系统达到稳态，舍去瞬态 ２Ｅ７．
图 １ 给出了振幅的稳态概率密度函数及振幅的稳态概率密度函数的对数函数随噪声强度

变化的结果，其中系统参数为 ｃ１ ＝ ０．００５，τ ＝ ０．８， ｆｋ ＝ ０．０１，λ ＝ １，β ＝ ０．０７，ｃ２ ＝ ０．０１．如图所示，
不同噪声强度下，解析结果与数值模拟结果差异较小，说明了本文所采用的方法是有效的．同
时，随着噪声强度的增大，系统振动越来越剧烈．

（ａ） 振幅稳态概率密度函数 （ｂ） 振幅稳态概率密度函数的对数函数

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ＰＤＦｓ） ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ＰＤＦｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

图 １　 不同噪声强度下， 振幅稳态概率密度函数及其对数函数

Ｆｉｇ． １　 ＰＤＦｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｎｏｉｓｅ

图 １ 定性地研究了方法的有效性，为了进一步说明方法的有效性，本文引入相对误差 δｒ 定

量地研究方法的合理性．相对误差由下式给出：

　 　 δｒ ＝
ｍａ － ｍｎ

ｍｎ
， （２４）

式中 ｍａ 表示解析结果的各阶矩，ｍｎ 表示数值模拟结果的各阶矩， · 表示取绝对值．
表 １　 不同噪声强度下振幅均值和均方的相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｎｏｉｓｅ

Ｄ ｍａ（Ａ） ｍｎ（Ａ） δｒ（ｍ（Ａ）） ／ ％ ｍａ（Ａ２） ｍｎ（Ａ２） δｒ（ｍ（Ａ２）） ／ ％

０．００５ １．３１３ ４１９ １．３１４ ６９８ ０．１０ １．９００ ２５６ １．９０１ ８６９ ０．０９

０．０１ １．３６５ ８５９ １．３７８ ３７２ ０．９１ ２．０９０ ４２８ ２．１２４ １７０ １．５９

０．０２ １．４６６ ２１８ １．４７６ ９３６ ０．７３ ２．４３９ ０９４ ２．４６６ ３１１ １．１０

０．０５ １．６７１ ０６９ １．６７６ ３４１ ０．３１ ３．２０６ ２３６ ３．２２２ ３３５ ０．５０

　 　 表 １ 给出了不同噪声强度下均值和均方的数值结果、解析结果及它们的相对误差．如表 １
所示，振幅均值和均方的相对误差的最大值为 １．５９％，最小值为 ０．０９％．此外，７５％的相对误差

小于 １％，且所有的结果都不超过 ２％．这些数据进一步证明了解析方法的有效性．

３　 随机 Ｐ⁃分岔

关于随机系统的研究表明［１９，２１］系统某些参数变化能引起随机 Ｐ⁃分岔现象．基于此，本文

主要考虑 Ｇａｕｓｓ 色噪声、黏弹力及摩擦力对系统随机 Ｐ⁃分岔的影响．
Ｇａｕｓｓ 色噪声对系统的影响主要体现在噪声强度 Ｄ 和相关时间 τ 变化时系统响应的改变．

图 ２ 和图 ３ 表明随着参数 Ｄ 和 τ 的变化，位移和速度的稳态概率密度函数从单峰分布变为三

峰分布，即系统出现了随机 Ｐ⁃分岔．此外，从图 ２ 和图 ３ 可以看出位移和速度的稳态概率密度

３１１Ｇａｕｓｓ 色噪声激励下含黏弹力摩擦系统的随机响应分析



函数基本相同．
黏弹力对系统的影响主要体现在松弛时间 λ 和黏弹力量级 β 变化引起系统响应的改变．

图 ４ 和图 ５ 表明当 β 和 λ 增加时，随机 Ｐ⁃分岔发生了．但是，位移的稳态概率密度函数分布的

变化与图 ２ 和图 ３ 有所不同．具体地说，图 ４ 和图 ５ 中位移的稳态概率密度函数的分布当 β 和

λ 改变时从单峰分布变为三峰分布继而变为双峰分布，然而，在图 ２ 和图 ３ 中其仅出现三峰分

布与单峰分布两种状态．

（ａ） 位移 （ｂ） 速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ２　 噪声强度取不同值时，系统响应的稳态概率密度函数，

ｃ１ ＝ ０．００５，τ ＝ ０．８， ｆｋ ＝ ０．０１，λ ＝ １， β ＝ ０．０７， ｃ２ ＝ ０．０１

Ｆｉｇ． ２　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｎｏｉｓｅ ｆｏｒ

ｃ１ ＝ ０．００５，τ ＝ ０．８， ｆｋ ＝ ０．０１，λ ＝ １， β ＝ ０．０７， ｃ２ ＝ ０．０１

（ａ） 位移 （ｂ） 速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ３　 相关时间取不同值时，系统响应的稳态概率密度函数，

ｃ１ ＝ ０．００５，Ｄ ＝ ０．０１， ｆｋ ＝ ０．０１，λ ＝ １， β ＝ ０．０７，ｃ２ ＝ ０．０１

Ｆｉｇ． ３　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｆｏｒ

ｃ１ ＝ ０．００５，Ｄ ＝ ０．０１， ｆｋ ＝ ０．０１，λ ＝ １， β ＝ ０．０７，ｃ２ ＝ ０．０１

图 ６ 表明当 ｆｋ ＝ ０．００７ 时，位移的稳态概率密度函数服从双峰分布；当 ｆｋ ＝ ０．００９ 时，它服

从三峰分布；而当 ｆｋ ＝ ０．０１２ 时，位移的稳态概率密度函数服从单峰分布．由此可得，摩擦力的

变化导致系统发生随机 Ｐ⁃分岔．结合图 ２ 和图 ７ 可以发现，摩擦力的微小改变使得系统稳态概

率密度函数的分布产生很大的变化．同时，对其他参数的分岔图的分析都支持上述观点，且表

明摩擦力的存在导致三峰分布的出现．

４１１ 孙　 娇　 娇　 　 　 徐　 　 伟　 　 　 林　 子　 飞　 　 　 周　 　 杨



图 ４　 β 取不同值时，位移的稳态概率密度函数 图 ５　 λ 取不同值时，位移的稳态概率密度函数

Ｆｉｇ． ４　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ β ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． ５　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ ｖａｌｕｅｓ

图 ６　 ｆｋ 取不同值时，位移的稳态概率密度函数 图 ７　 ｆｋ ＝ ０， Ｄ 取不同值时，位移的稳态概率密度

Ｆｉｇ． ６　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｋ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． ７　 ｆｋ ＝ ０， ＰＤＦｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｄ ｖａｌｕｅｓ

４　 结　 　 论

本文通过对 Ｇａｕｓｓ 色噪声激励下含黏弹力、弱非线性阻尼摩擦系统的研究，发现 Ｇａｕｓｓ 色

噪声的强度和相关时间、黏弹力的松弛时间和量级、摩擦力的改变都可以使得系统发生随机

Ｐ⁃分岔．此外还发现，在一定范围内系统响应对摩擦力极为敏感．文中所有图像的数值结果与

解析结果拟合较好，证明了解析解的有效性．
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