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摘要：　 研究了眼动系统在神经噪声作用下的随机分岔现象．首先，基于水平眼动系统模型，用加性

的 Ｇａｕｓｓ（高斯）白噪声模拟神经系统中的噪声，建立眼动系统的随机动力学模型．其次，利用数值

算法得到眼球运动位移的 Ｐｏｉｎｃａｒé 分岔图和系统在不同参数下的位移和速度的稳态联合概率密

度以及位移的稳态概率密度．研究发现：噪声强度和抑制性神经元的作用强度都能诱导产生随机 Ｐ
分岔现象，使得位移的稳态概率密度出现峰的个数从 １ 到 ３ 的转换，间歇性眼球震颤产生．此外，还
发现当抑制性神经元的作用强度增大到一定值时，稳态概率密度始终呈现单峰结构．该结论对此类

疾病的治疗有一定的指导作用．
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引　 　 言

眼球运动在人类的视知觉中有着重要的作用，其正常与否对人类的学习、工作和日常生活

有着重要的影响．眼球震颤是一类较为常见的眼球运动疾病，其主要表现为双眼不自主的、有
节律的双边摆动，且患者有不同程度的视功能障碍．目前为止，对眼球震颤的研究主要集中在

临床医学上［１⁃３］，其发病机理还未完全弄清楚，该类疾病的诊断和治疗仍面临挑战．近年来，借
助非线性动力学的方法揭示眼球震颤机理的研究逐渐受到关注．

陈维毅等提出了眼球的三维运动模型以及相应的动力学方程组，模拟了钟摆型眼球震颤，
计算了这种情况下眼球运动的角度、角速度等随时间的变化［４⁃５］ ．Ｂｒｏｏｍｈｅａｄ 等建立了水平扫视

眼动系统的动力学模型，模拟了不同类型的眼球震颤［６］，之后，通过全局和局部稳定性分析以

及数值模拟，揭示了模型丰富的分岔结构［７］ ．Ｌａｐｔｅｖ 等考虑了抑制性神经元在眼动神经系统中

的作用，提出了更符合生理意义的眼动模型，对模型进行稳定性分析，用 Ｈｏｐｆ 分岔机制解释了

眼球震颤的产生［８］ ．Ａｋｍａｎ 等利用非线性时间序列分析方法对实验和眼动控制系统模型模拟

得到的波形数据进行处理，探讨了平衡点的稳定性，说明了急动性眼球震颤是由平衡点的分岔

引起的［９］ ．Ｂａｒｒｅｉｒｏ 等对眼球运动的脑干⁃小脑神经通路模型进行了分岔分析，指出脑干神经元

和小脑的连接模式和强度的微小变化都能导致 Ｈｏｐｆ 分岔，从而产生眼球震颤［１０］ ．目前，有关
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眼球震颤动力学的研究属于确定性动力学的范畴，神经噪声对眼球运动的影响尚未考虑．
在生物神经系统中，神经元的放电过程总是受到各种噪声的影响．这些噪声主要来源于离

子通道打开和关闭、蛋白质产生和退化、突触囊泡融合的随机性以及膜电阻引起的 Ｊｏｈｎｓｏ（约
翰逊）噪声和散粒噪声等［１１］ ．本文考虑神经系统中的噪声对眼球运动的影响，建立眼动系统的

随机动力学模型，从随机动力学的角度探讨了间歇性眼球震颤的动力学机理．

１　 眼动系统的随机动力学模型

为研究爆发性神经噪声影响，在水平扫视眼动模型［８］ 基础上引入神经噪声，提出了眼动

系统随机动力学模型，如方程（１）所示．在神经系统中，噪声通常用加性的随机过程近似，比如

Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）过程或者 Ｇａｕｓｓ 过程［１１］，本文用 Ｇａｕｓｓ 白噪声 ξ（ ｔ） 模拟神经元中的噪声，其满

足 Ｅ［ξ（ ｔ）］ ＝ ０， Ｅ［ξ（ ｔ）ξ（ ｔ ＋ τ）］ ＝ ２Ｄδ（τ），Ｄ 是噪声强度：
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其中， ｇ，ｖ分别表示眼球运动的角度和角速度，ｎ表示神经元积分器，其行为由具有时间常数Ｔｎ

的低通滤波器模拟，ｌ（ ｒ） 和 ｕ 表示左（右）爆发性神经元和抑制性神经元的放电速率， ｍ 反映

眼动误差（即眼动目标位置与实际落点位置间的距离） ．α 表示抑制性神经元对爆发性神经元

的抑制作用强度的相对大小，且 ０≤ α≤１；γ为左右爆发性神经元之间的相互作用强度；Ｔ１，Ｔ２

表示时间常数；μ，λ，ε 和 κ 表示正的参数．下文如不特别说明，参数取值均参考文献［８］ 选为：
Ｔ１ ＝ ０．１５，Ｔ２ ＝ ０．０１２，Ｔｎ ＝ ２５，κ ＝ ５６７，λ ＝ ２．０４８，μ ＝ ０．５６６，γ ＝ ０．１．

需要指出，尽管模型中噪声项只加在左爆发性神经元方程上，所得结论同样适用于噪声项

只加在右爆发性神经元方程的情形，因为方程的确定性部分关于左右爆发性神经元方程是对

称的．

２　 确定性分岔行为

当 Ｄ ＝ ０ 时，系统退化为确定性系统．以 α 作为分岔参数，图 １ 给出了眼球运动的位移与分

岔参数的关系，可以看出系统发生了两次分岔： Ｈｏｐｆ 分岔与鞍结分岔．当 α 位于区间Ⅰ和Ⅲ
中，系统都只存在一个稳定的吸引子，分别为稳定的极限环和稳定的平衡点；当 α 位于区间Ⅱ
中，具有两个稳定的吸引子：稳定的平衡点和极限环，系统呈现双稳态行为．

图 １ 表明系统的确定性分岔行为与双稳态 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统定性相同［１２］，因此可以预见在

加性随机激励作用下，二者行为也应类似．下节将通过数值方法对此判断分析．
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图 １　 确定性系统分岔图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

３　 随机分岔分析

本节采用 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射法求解式（１），讨论了抑制作用强度 α和噪声强度Ｄ对眼球运动响

应的影响，并通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟给出了相应的稳态概率密度．
图 ２ 给出了噪声强度 Ｄ ＝ ２ 时，系统随机响应随抑制强度 α 变化的 Ｐｏｉｎｃａｒé 分岔图，其中

纵坐标表示眼球运动位移的极值，实线和虚线分别表示确定性系统的稳定解和不稳定解．由图

可见，抑制强度 α 变化导致了系统随机行为定性变化．α∈ （０，０．１）， 随机响应相当于对极限环

的随机扰动； α∈（０．１，０．２），随机响应是确定性极限环与确定性平衡点间无规律的往复切换；
α ＞ ０．２ 时，随机响应相当于对确定性平衡点的扰动．为更详细地说明 α 在不同区间时系统随

机响应的特点，图 ３ 给出了 α ＝ ０．０１，０．１５，０．２６ 时，系统响应相图、联合概率密度图 ｐ（ｇ，ｖ） 以

及位移边缘概率密度图 ｐ（ｇ） ．

图 ２　 随机系统的分岔图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

当 α 为 ０．０１ 时，稳态联合概率密度只存在环形峰，此时眼球的运动状态类似于极限环，稳
态响应呈现大幅振荡；当 α 增加到 ０．１５ 时，联合概率密度出现单峰结构，眼球运动在大幅振荡

和小幅振荡间来回切换，此时眼球运动表现为间歇性眼球震颤； α 继续增大到 ０．２６ 时，环形峰

消失，联合概率密度呈现单峰结构，眼球运动表现为幅值较小的振荡．在此过程中，联合稳态概

率密度结构发生两次改变，发生了两次随机 Ｐ 分岔．
图 ３（ｄ）从整体上对比给出了 α ＝ ０．０１，０．１５，０．２６ 时眼球运动位移的边缘概率密度，从中可
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以明显地观察到抑制强度 α 的变化对位移边缘概率密度从双峰到三峰再到单峰状态的影响．
为分析噪声强度对系统随机行为的影响，图 ４ 给出了 α ＝ ０．１８ 时，系统响应随噪声强度变

化的 Ｐｏｉｎｃａｒé 分岔图，其纵轴为位移的极值．当 Ｄ ∈ （１．３，２） 时，系统响应的切换明显．随着噪

声强度的增加，切换频率增强，稳态间切换现象在 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上的体现较为模糊，且响应的

不对称性也随之增强．

（ａ） 抑制强度 α ＝ ０．０１
（ａ） Ｉｎｈｉｂｉｔｏｒｙ ｓｔｒｅｎｇｔｈ α ＝ ０．０１

（ｂ） 抑制强度 α ＝ ０．１５
（ｂ） Ｉｎｈｉｂｉｔｏｒｙ ｓｔｒｅｎｇｔｈ α ＝ ０．１５

（ｃ） 抑制强度 α ＝ ０．２６
（ｃ） Ｉｎｈｉｂｉｔｏｒｙ ｓｔｒｅｎｇｔｈ α ＝ ０．２６
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（ｄ） α ＝ ０．０１，０．１５，０．２６ 时位移的边缘概率密度

（ｄ） Ｔｈｅ ｍａｒｇｉｎａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ α ＝ ０．０１，０．１５，０．２６
图 ３　 Ｄ ＝ ２ 时不同抑制强度下速度和位移的联合概率密度、相图以及位移的边缘概率密度

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｓｐｅｅｄ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ， ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｍａｒｇｉｎａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｈｉｂｉｔｏｒｙ ｓｔｒｅｎｇｔｈｓ ｆｏｒ Ｄ ＝ ２

为了更清楚地说明噪声强度对眼球运动的影响，图 ５ 分别给出了不同噪声强度 Ｄ 下系统

位移边缘概率密度的变化情况．当噪声强度 Ｄ ＝ １ 时，系统位移的边缘概率密度呈现单峰；当 Ｄ
增大到 ３ 时，边缘概率密度表现为三峰结构，大幅振荡出现；当 Ｄ 的值继续增大到 １８ 时，边缘

概率密度呈现双峰结构，眼球运动呈现大幅振荡．在上述变化过程中，系统经历了两次 Ｐ 分岔，
即抑制强度一定时，噪声强度的改变也可以诱导出随机 Ｐ 分岔．

图 ４　 分岔图 图 ５　 位移的边缘概率密度

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｍａｒｇｉｎａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ
ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

综合上述分析可见与上节的预测一致．随机眼动系统的行为确实与双稳态 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系
统类似．但由于其强非线性特征，无法借助随机平均法，ＦＰＫ 方程得到准确地响应稳态概率密

度的近似表达式，也无法得到发生随机 Ｐ 分岔临界参数条件的结果．因此，如何得到强非线性

系统随机 Ｐ 分岔精确表达仍是需要解决的问题．

４　 结　 　 论

本文研究了加性 Ｇａｕｓｓ 白噪声作用下眼动系统的动力学特性．通过分析 Ｐｏｉｎｃａｒé 分岔图、
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位移和速度的联合概率密度以及位移的边缘概率密度结构的变化，分别讨论了抑制强度和噪

声强度对眼球运动的影响，研究表明：噪声强度和抑制强度都能诱导眼动系统发生随机 Ｐ 分

岔现象，位移的边缘概率密度峰值个数从 １ 到 ３ 变化；当位移边缘概率密度峰值的个数为 ３
时，眼球运动出现稳态间切换现象，说明了间歇性眼球震颤可能是由眼动系统的随机 Ｐ 分岔

引起的．需要特别指出，眼动系统属于强非线性系统，其随机 Ｐ 分岔条件的精确估计仍有待发

展新的方法．
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２３１ 噪声激励下水平扫视眼动系统的随机分岔
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