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摘要：　 基于修正的偶应力理论并考虑 Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变张量所给出的几何非线性，运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原

理建立了微尺度悬臂管平面振动的积分⁃微分方程．通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法将原积分⁃微分方程离散成常

微分方程组，研究了临界流速⁃质量比曲线的不同阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 近似解与精确解的符合程度以及它们

对材料长度尺寸参数的依赖性．对不同的模态截断数，运用基于中心流形⁃范式理论的投影法计算

了临界流速处系统的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ（李雅谱诺夫）系数和临界特征值关于流速的变化率，以此为基

础分析了系统的分岔模式，探讨了模态截断数对系统动力学性质的影响．临界流速⁃质量比曲线的

滞后部分及交点处的动力学性质表明，系统存在不同的分岔方向，用 ６ 个模态的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散化方

程作分岔图对此进行了验证，并通过理论分析及数值方法分别计算了颤振的固有频率．
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引　 　 言

输液管道是一种重要的工程结构， 其动力学行为已经得到广泛、 深入的研究［１⁃９］ ．随着科

学技术的发展， 管道的特征尺寸可以设计得越来越小， 在文献［１０］中， 圆型微管的内径已达

１ μｍ 至 １００ μｍ 的数量级．微尺度管道广泛应用于微机电力学系统以及微流体的传输，例如微

流管已应用于谐振器的设计及药物的注射［１１⁃１２］，微流管喷头已应用于微小平面的书写及打印

等［１３⁃１４］ ．为给实际应用提供理论基础，有必要对微尺度流管的动力特性及稳定性进行深入的研

究．Ｆｌｅｃｋ 等［１５］、Ｌａｍ 等［１６］ 及 ＭｃＦａｒｌａｎｄ 等［１７］ 的工作表明，微结构具有尺度依赖行为．因此，不
能直接对微尺度管应用宏观管理论，需要借助非经典的连续介质力学理论对其加以描述．实验

观测表明，对于微结构的扭转、弯曲等，由 Ｙａｎｇ 等［１８］ 所修正的偶应力理论能够成功地估计其

尺度效应．基于该理论，微梁的自由振动［１９⁃２０］、强迫振动［２１⁃２２］、屈曲［２３］、参数振动［２４］ 等相继得

到研究．在微尺度流管研究方面，Ｗａｎｇ［２５］、Ｘｉａ 等［２６］ 分别在输液管的 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁模型和

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型假设下建立微管的线性振动方程，考察了不同微尺度情形下流速对管道固

有频率的影响．文献［２７］研究微管的空间弯曲振动线性方程，不仅考虑了管材料的微尺度效

应，还引入了管内流体的微尺度因素．Ｙａｎｇ 等［２８］考虑轴向拉伸所导致的几何非线性，基于修正
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的偶应力理论研究了微管的平面振动．Ｈｏｓｓｅｉｎｉ 等［２９］考虑悬臂微管平面振动的稳定性问题，研
究了微尺度效应对系统频率、临界流速的影响，发现相同条件下，微管较之于宏观管具有更大

的频率及更高的临界流速．Ｂａｈａａｄｉｎｉ 等［３０］进一步研究了耗散等因素对黏弹性碳纳米悬臂管稳

定性的影响．Ｔａｎｇ 等［３１］研究了两端固支曲管的空间非线性振动．
从已有的文献来看，在微尺度输液管的动力学建模方面，或者采用两端支承管的线性及非

线性振动方程，或者采用仅适用于分析悬臂管复频率、临界流速的线性振动方程，对于微悬臂

管的大振幅非线性振动问题，目前似乎还没有相应的文献可以参考，因此在非线性建模方面的

工作还有待于进一步完善，相应的非线性问题有待于研究．另外，对输液管的研究，大多是先运

用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法将其控制方程离散成常微分方程组，然后再分析其动力学行为［３２⁃４０］，具有较多理

论分析的研究一般针对一个或两个模态的离散化方程进行［３２⁃３５］，对 ３ 个及以上模态的离散化

方程，一般采用数值模拟探索其动力学现象［３６⁃４０］，因此，有必要对多个模态的离散化方程做理

论分析，并以数值计算作为验证．
本文建立了微尺度悬臂输液管平面大振幅振动的非线性积分⁃微分方程，运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方

法，从理论上对 ２ 个及多个（包括 ４，６ 及 ８ 个）模态的离散化方程作了分析，特别是计算了临界

流速处系统的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数和临界特征值（当流速取临界值时具有零实部的一对复共轭

特征值）关于流速的变化率，以此为基础分析了系统的分岔模式，发现了不同的分岔方向．考察

了模态截断数在预测系统动力学行为上的差异，用 ６ 个模态的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散化方程作数值计

算验证了相关结果，并从不同的角度研究了颤振的固有频率问题．

１　 力学模型与运动方程

如图 １（ａ）所示，长为 Ｌ的微尺度悬臂管，横截面积为 Ａｐ，抗弯刚度为 ＥＩ，单位长度的质量

为 ｍ， 其输送的流体单位长度的质量为 Ｍ， 流速 Ｖ 相对管的形心线（管横截面的形心连线）为
常数．管的横截面是对称的，如矩形（图 １（ｂ））或圆环（图 １（ｃ））等．

（ａ） 微尺度悬臂管

（ａ） Ａ ｍｉｃｒｏ⁃ｓｃａｌｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｉｐｅ

（ｂ） 矩形截面 （ｃ） 圆截面 （ｄ） 坐标系

（ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ （ｄ） Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ
图 １　 力学模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

以管道未变形时的形心线为 ｘ 轴，悬臂端面为 ｙｏｚ 平面建立参考系 ｏｘｙｚ （图 １（ｄ）），管道

的振动平行于 ｘｏｚ 平面．取另一个坐标系 ＯＸＹＺ 与管道固结，作为管道上物质点的 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉
格朗日）描述，该坐标系在管未变形时与 ｏｘｙｚ 重合．Ｘ 的值等于管道横截面形心离原点的弧长
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ｓ， 因此，为了突出物理意义，以下用 （ ｓ，Ｙ，Ｚ） 代替 （Ｘ，Ｙ，Ｚ） 表示管道上物质点的坐标．
微尺度效应的存在使得系统的应变能不能表示成管形心线曲率的函数，即不能采用文献

［４］中的应变能公式，而需在分析管道变形的基础上按应变能的原始定义进行计算．对于细长

管的振动问题，可以采用 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（欧拉⁃贝努利）梁模型，管上任一点 （ ｓ，Ｙ，Ｚ） 沿 ｘ，ｙ，ｚ
方向的位移分别为

　 　 ｕ１ ＝ ｕ － Ｚψ， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ｗ， （１）
其中， ｕ，ｗ 表示管道形心线上一点 （ ｓ，０，０） 分别在 ｘ 和 ｚ 方向的位移．ψ 是管道横截面的转角，
它仅是弧长 ｓ 的函数．对没有初始轴力作用的悬臂管，可以认为管的形心线在运动过程中不发

生伸缩［４］，即
　 　 ［１ ＋ （∂ｕ ／ ∂ｓ）］ ２ ＋ （∂ｗ ／ ∂ｓ） ２ ＝ １． （２）

（ａ） 变形后的微元体 （ｂ） 几何关系

（ａ） Ａ ｍｉｃｒｏ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｐｉｐｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｒｅｌａｔｉｏｎ
图 ２　 横截面的运动

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论假设管道横截面在变形后仍然保持为平面且垂直于形心线（图 ２
（ａ）），由此可以得到（图 ２（ｂ））

　 　 ｓｉｎ ψ ＝ ∂ｗ ／ ∂ｓ ． （３）
下面计算管道的应变能．
微尺度结构中微元体的应变能密度表达式和通常弹性力学中给出的不同，其不仅是应变

张量的函数，而且还包括曲率张量对能量的贡献项，该部分可由一个材料长度尺寸参数加以刻

画．根据文献［１８］中的结论，各向同性线弹性材料区域 Ω 内的应变能 Ｕ 可以写成

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫Ω（σ ∶ ε ＋ ｍ ∶ χ）ｄｖ， （４）

σ 和 ε 分别是应力张量和应变张量， ｍ， χ 分别为偶应力张量的偏部分和对称曲率张量．其相

互间的关系如下：
　 　 σ ＝ λ ｔｒ（ε）δ ＋ ２Ｇε， （５）
　 　 ε ＝ （１ ／ ２）［Ñｕ ＋ （Ñｕ） Ｔ］ ＋ （１ ／ ２） Ñｕ·（Ñｕ） Ｔ， （６）
　 　 ｍ ＝ ２ｌ２Ｇχ， （７）
　 　 χ ＝ （１ ／ ２）［Ñθ ＋ （Ñθ） Ｔ］， （８）

λ，Ｇ 为 Ｌａｍé 常数，其中 Ｇ为通常的剪切模量， δ 是单位张量，式（６）为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变张量， ｌ是
表征微尺度效应的材料长度尺寸参数，取决于材料性质， Ñ是拉氏梯度算子， ｕ 为位移矢量，其
分量见式（１）， θ 可通过 ｕ 的旋度表示

　 　 θ ＝ （１ ／ ２）ｃｕｒｌ（ｕ） ． （９）
由式（１）、（９）可计算出式（５） ～ （８），从而得管道的应变能为
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其中 ｄｖ ＝ ｄｓｄＹｄＺ （下文中如没有其他说明，均是如此）．横向振动相对于管的长度来说是小量，
不妨设其为 Ｏ（ε） 阶的．几何大变形意味着方程中的非线性项对系统性态会有本质的影响，但
是在平衡态附近，低阶的非线性项才起决定性的作用，因此本文中仅保留了 ３ 次非线性项．运
用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）原理推导振动方程时，求变分的过程会让作用量泛函的次数降低一次，因
此在下面的处理中，式（１０）将保留到 ４ 次项，下文关于动能的推导中亦是如此．

由式（２）解出

　 　 ｕ′ ＋ １
２
（ｗ′） ２ ＝ Ｏ（ ｗ′ ４）， （１１）

其中　 　 （） ′ ＝ ∂（） ／ ∂ｓ ．
由式（３）解出

　 　 ｗ′ ＝ ｓｉｎ（ψ） ＝ ψ － １
３！

ψ ３ ＋ Ｏ（ ψ ５），

从而

　 　 ｗ′ － ψ ＝ Ｏ（ ψ ３）， （１２）

　 　 ψ ＝ ｗ′ ＋ １
３！

（ｗ′） ３ ＋ Ｏ（ ｗ′ ５） ． （１３）

式（１３）两边关于 ｓ 求导，得

　 　 ψ′ ＝ ｗ″ ＋ １
２
（ｗ′） ２ｗ″ ＋ Ｏ（ ｗ″ ｗ′ ４） ． （１４）

将式（１１）、（１２）及（１４）代入式（１０），整理可得

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫Ω Ｚ２（ｗ″） ２［１ ＋ （ｗ′） ２］（λ ＋ ２Ｇ） ＋ １

４
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２ ∫
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４
Ａｐ ｌ２Ｇ（ｗ″） ２［４ ＋ ２（ｗ′） ２］{ } ｄｓ ＋ …，

（１５）
其中 Ｉ 为管道横截面关于 Ｙ 轴的惯性矩．

忽略 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比，以 ＥＩ 代替 （λ ＋ ２Ｇ） Ｉ， 势能（１５）中与宏观部分对应的项与文献

［４］中利用公式

　 　 Ｕ ＝ Ｅ
２ ∫

Ｌ

０
Ｉｋ２ｄｓ

计算出的结果一致．上式中 ｋ 为管的形心线曲率．
系统的总动能为［４］
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将势能（１５）及动能（１６）代入描述管道振动的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程［１］

　 　 δ∫ｔ ２
ｔ１
（Ｔ － Ｕ）ｄｔ － ∫ｔ ２

ｔ１
ＭＶ（ｒＬ ＋ Ｖｒ′Ｌ）·δｒＬｄｔ ＝ ０， （１７）

式中 ｒ ＝ ｒ（ ｓ，ｔ） ＝ （ ｓ ＋ ｕ，０，ｗ） 表示管道形心线上一点（ ｓ，０，０） 在 ｔ 时刻的位置矢量．下标 Ｌ 表

示相应的量在管道自由端 ｓ ＝ Ｌ 处的值，点号和撇号分别代表对 ｔ 和 ｓ 求偏导．由式（１７）最终可

得系统的振动方程

　 　 （ｍ ＋ Ｍ）ｗ ＋ ２ＭＶｗ′（１ ＋ ｗ′２） ＋ ｗ″ＭＶ２（１ ＋ ｗ′２） －

　 　 　 　 ｗ″ [∫Ｌ
ｓ
∫ｓ

０
（ｍ ＋ Ｍ）（ｗ′２ ＋ ｗ′ｗ′）ｄｓｄｓ ＋ ∫Ｌ

ｓ
（２ＭＶｗ′ｗ′ ＋ ＭＶ２ｗ′ｗ″）ｄｓ ] ＋

　 　 　 　 ｗ′ ∫ｓ
０
（ｍ ＋ Ｍ）（ｗ′２ ＋ ｗ′ｗ′）ｄｓ ＋ ＥＩ（ｗ（４） ＋ ４ｗ′ｗ″ｗ‴＋ ｗ″３ ＋ ｗ（４）ｗ′２） ＋

　 　 　 　 Ａｐ ｌ２Ｇ ｗ（４） ＋ ２ｗ′ｗ″ｗ‴＋ １
２

ｗ″３ ＋ １
２

ｗ（４）ｗ′２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ （１８）

及边界条件

　 　 ｗ（０，ｔ） ＝ ｗ′（０，ｔ） ＝ ｗ″（Ｌ，ｔ） ＝ ｗ‴（Ｌ，ｔ） ＝ ０． （１９）
引入如下无量纲量

　 　 η ＝ ｗ
Ｌ
， ξ ＝ ｓ

Ｌ
， τ ＝ ＥＩ

（ｍ ＋ Ｍ）Ｌ４
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１ ／ ２

ｔ， ν ＝ Ｍ
ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ＶＬ， β ＝ Ｍ
Ｍ ＋ ｍ

，

将方程（１８）写成无量纲的形式

　 　 η ＋ ２ν β η′（１ ＋ η′２） ＋ ν ２η″（１ ＋ η′２） －

　 　 　 　 η″ ∫１
ξ
∫ξ

０
（η′２ ＋ η′η′）ｄξｄξ ＋ ∫１

ξ
（２ν β η′η′ ＋ ν ２η′η″）ｄξ[ ] ＋

　 　 　 　 η′ ∫ξ
０
（η′２ ＋ η′η′）ｄξ ＋ （η （４） ＋ ４η′η″η‴＋ η″３ ＋ η （４）η′２） ＋

　 　 　 　
Ａｐ ｌ２Ｇ
ＥＩ

η （４） ＋ ２η′η″η‴＋ １
２

η″３ ＋ １
２

η （４）η′２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （２０）

相应地边界条件（１９）为
　 　 η（０，τ） ＝ η′（０，τ） ＝ η″（１，τ） ＝ η‴（１，τ） ＝ ０． （２１）
设 ｌ０ ＝ （１ ／ ２）（Ａｐ ｌ２Ｇ ／ （ＥＩ））， 为无量纲化的材料长度尺寸参数，用以描述管道的微尺度效

应．其不仅出现在方程的线性项中，影响诸如频率等线性特征；也出现在方程的非线性项中，影
响系统失稳条件及失稳后的性质．此外，式（２０）中具有两个非线性的惯性项，相似的情况还可

以参见文献［４，３２］等．非线性惯性项的出现使得我们不能直接使用动力系统的相关理论方法，
需将其消去．应用摄动法思想［４，３１］，整理并略去高阶项后，可计算出

　 　 ∫ξ
０
η′η′ｄξ ＝ － ∫ξ

０
２ν β η′η″ｄξ － ∫ξ

０
ν ２η′η‴ｄξ －

　 　 　 　 （１ ＋ ２ｌ０）η′η （４） ＋ ∫ξ
０
（１ ＋ ２ｌ０）η″η （４）ｄξ， （２２）

代入式（２０），整理后得微尺度悬臂输液管作平面振动的控制方程：

　 　 η ＋ ν ２η″ ＋ ２ β νη′ ＋ （２ｌ０ ＋ １）η （４） ＋ ３
２
［η″３ ＋ ２η′η″η‴］ －

　 　 　 　 η″ ∫１
ξ
∫ξ

０
［η′２ ＋ ２ β νη′η″ ＋ ν ２η″２ ＋ η″η （４）］ｄξｄξ ＋
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　 　 　 　 η′ ∫ξ
０
［η′２ ＋ ２ β νη′η″ ＋ ν ２η″２ ＋ η″η （４）］ｄξ ＋

　 　 　 　 ｌ０ [ － η′２η （４） ＋ ２η′η″η‴＋ ２η″３ ＋ ２η′ ∫ξ
０
η″η （４）ｄξ －

　 　 　 　 ２η″ ∫１
ξ
∫ξ

０
η″η （４）ｄξｄξ ] ＝ ０． （２３）

２　 微悬臂管的颤振分析

设方程（２３）的解为

　 　 η（ξ，τ） ＝ ∑
ｎ

ｒ ＝ １
ϕｒ（ξ）ｑｒ（τ）， （２４）

其中

　 　
ϕｒ（ξ） ＝ ｃｏｓｈ（λ ｒξ） － ｃｏｓ（λ ｒξ） － σ ｒ（ｓｉｎｈ（λ ｒξ） － ｓｉｎ（λ ｒξ））
σ ｒ ＝ （ｓｉｎｈ λ ｒ － ｓｉｎ λ ｒ） ／ （ｃｏｓｈ λ ｒ ＋ ｃｏｓ λ ｒ）

{
　 　 （ ｒ ＝ １，２，…，ｎ）， （２５）

ϕｒ（ξ） 是悬臂梁的模态函数， ｑｒ（τ） 是相应的广义坐标， λ ｒ 为对应的特征值．根据 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方

法，将式（２４）代入式（２３），并依次用两边乘 ϕｒ（ξ）， 从 ０ 到 １ 积分可得［３２］

　 　 ｑｉ ＋ ｃｉｊｑ ｊ ＋ ｋｉｊｑ ｊ ＋ α ｉｊｋｌｑ ｊｑｋｑｌ ＋ β ｉｊｋｌｑ ｊｑｋｑｌ ＋ γ ｉｊｋｌｑ ｊｑｋｑｌ ＝ ０， （２６）
式中

　 　 ｃｉｊ ＝ ２ν β ∫１
０
ϕｉϕ′ｊｄξ， ｋｉｊ ＝ δ ｉｊ（１ ＋ ２ｌ０） ∫１

０
ϕ（４）

ｉ ϕ ｊｄξ ＋ ν ２ ∫１
０
ϕｉϕ″ｊｄξ，

　 　 α ｉｊｋｌ ＝ ∫１
０
ϕｉ·[ ｌ０ ２ϕ′ｊϕ″ｋϕ‴ｌ ＋ ２ϕ″ｊϕ″ｋϕ″ｌ － ϕ′ｊϕ′ｋϕ（４）

ｌ ＋ ２ϕ′ｊ∫ξ
０
ϕ″ｋϕ（４）

ｌ ｄξ －(

　 　 　 　 ２ϕ″ｊ∫１
ξ
∫ξ

０
ϕ″ｋϕ（４）

ｌ ｄξｄξ ) ＋ ν ２ ϕ′ｊ∫ξ
０
ϕ″ｋϕ″ｌｄξ － ϕ″ｊ∫１

ξ
∫ξ

０
ϕ″ｋϕ″ｌｄξｄξ( ) ＋

　 　 　 　 ３
２
（２ϕ′ｊϕ″ｋϕ‴ｌ ＋ ϕ″ｊϕ″ｋϕ″ｌ） ＋ ϕ′ｊ∫ξ

０
ϕ″ｋϕ（４）

ｌ ｄξ － ϕ″ｊ∫１
ξ
∫ξ

０
ϕ″ｋϕ（４）

ｌ ｄξｄξ ]ｄξ，

　 　 β ｉｊｋｌ ＝ ∫１
０
ϕｉ·２ν β ϕ′ｊ∫ξ

０
ϕ″ｋϕ′ｌｄξ － ϕ″ｊ∫１

ξ
∫ξ

０
ϕ″ｋϕ′ｌｄξｄξ( ) ｄξ，

　 　 γ ｉｊｋｌ ＝ ∫１
０
ϕｉ· ϕ′ｊ∫ξ

０
ϕ′ｋϕ′ｌｄξ － ϕ″ｊ ∫１

ξ
∫ξ

０
ϕ′ｋϕ′ｌｄξｄξ( ) ｄξ，

点号和撇号分别表示对 τ 和 ξ 求偏导，ｉ，ｊ，ｋ，ｌ 的值取遍 １ 到 ｎ ．
令

　 　 ｑｉ ＝ ｘｉ， ｑｉ ＝ ｘｉ ＋ｎ， （２７）
将方程（２６）写成一阶方程组形式

　 　 Ｘ ＝ ＬＸ ＋ Ｎ（Ｘ）， （２８）
上式中 Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘ２ｎ） Ｔ，

　 　 Ｌ ＝
０ Ｉ
－ Ｋ － Ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２９）

其中 Ｋ 的元素为 ｋｉｊ，Ｃ 的元素为 ｃｉｊ，Ｉ 为 ｎ 阶单位矩阵．Ｎ（Ｘ） 代表式（２８）中的非线性项：
　 　 Ｎ（Ｘ） ＝ （０，…，０}

ｎ　

，Ｎ１（Ｘ），Ｎ２（Ｘ），…，Ｎｎ（Ｘ）） Ｔ， （３０）
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其中

　 　 Ｎｉ（Ｘ） ＝ － α ｉｊｋｌｘ ｊｘｋｘｌ － β ｉｊｋｌｘ ｊｘｋｘｌ ＋ｎ － γ ｉｊｋｌｘ ｊｘｋ＋ｎｘｌ ＋ｎ ． （３１）

（ａ） 宏观管 （ｂ） ｌ０ ＝ ０．１ 的微尺度管

（ａ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ｍａｃｒｏ⁃ｐｉｐｅ （ｂ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｐｉｐｅ ｗｉｔｈ ｌ０ ＝ ０．１

（ｃ） ｌ０ ＝ ０．２ 的微尺度管 （ｄ） 滞后

（ｃ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｐｉｐｅ ｗｉｔｈ ｌ０ ＝ ０．２ （ｄ） Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ

（ｅ） 不同尺度管的临界流速曲线相交

（ｅ） Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃａｌｅｓ
图 ３　 临界流速曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
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从早年的研究［２］及近年的文献［９］可知，悬臂管通过颤振的方式失稳．不同尺度管的临界流

速曲线的精确解和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 近似解如图 ３（ａ） ～ （ｃ）所示．观察可知：
１） 微尺度效应（由材料长度尺寸参数 ｌ０ 所刻画）使系统的临界流速在同等条件下更大；
２） 随模态截断数的增加，Ｇａｌｅｒｋｉｎ 近似解与精确解的符合程度越好；
３） 模态截断数取值大于等于 ４ 时，临界流速曲线出现了图 ３（ｄ）虚线所示的“滞后”，从而

不同 ｌ０ 所对应的临界流速曲线可能会相交（图 ３（ｅ）箭头所指）．
对临界流速曲线上的一个给定点，当流速在其附近变化时系统的分岔模式取决于两个方

面：一是临界流速处系统的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数，其小于零时为超临界，大于零时为亚临界；二
是临界特征值的变化率（临界特征值关于流速的变化率）的实部，其大于零时系统的分岔方向

与小于零时相反．
在既定的质量比处，不妨以 （ ｌ ０，ν ｃ） 表示临界流速曲线上的给定点，此时的临界特征值记

为 ± ω ０ ｉ（ω ０ ＞ ０），以 ε 表示流速的变化量，将方程（２８）写成

　 　 Ｘ ＝ Ｌ（ ｌ ０，ν ｃ ＋ ε）Ｘ ＋ Ｎ（Ｘ， ｌ ０，ν ｃ ＋ ε） ． （３２）
设 λ（ε） ＝ μ（ε） ＋ ω（ε）ｉ 为 Ｌ 的一个特征值，当 ε ＝ ０ 时 λ（０） ＝ ω ０ ｉ ．特征向量 ｑ（ε），

ｐ（ε） 满足

　 　 Ｌ（ ｌ ０，ν ｃ ＋ ε）ｑ（ε） ＝ λ（ε）ｑ（ε），

　 　 ＬＴ（ ｌ ０，ν ｃ ＋ ε）ｐ（ε） ＝ λ
－
（ε）ｐ（ε），

“Ｔ”和“－”分别表示取转置与取共轭．可以选择适当的 ｑ（ε）， ｐ（ε）， 使得〈ｐ（ε），ｑ（ε）〉 ＝ １．
〈·，·〉表示内积，定义为 〈ｘ，ｙ〉 ＝ ｘ－ Ｔｙ ．记 Ｎ０（Ｘ） ＝ Ｎ（Ｘ， ｌ ０，ν ｃ）， 由投影法［４１］ 并考虑到式

（３１），临界流速处系统的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数为

　 　 ｌ１ ＝ １
ω ０

Ｒｅ ｐ（０）， １
２

Ｃ（ｑ（０），ｑ（０），ｑ－（０）） ， （３３）

其中 Ｃ（·，·，·） 为三重对称线性型

　 　 Ｃ（α，β，γ） ＝ （０，…，０}

ｎ　

，Ｃ１（α，β，γ），Ｃ２（α，β，γ），…，Ｃｎ（α，β，γ）） Ｔ， （３４）

　 　 α ＝ （α１，α２，…，α２ｎ） Ｔ， β ＝ （β １，β ２，…，β ２ｎ） Ｔ， γ ＝ （γ １，γ ２，…，γ ２ｎ） Ｔ ． （３５）
根据定义［４１］

　 　 Ｃ ｉ（α，β，γ） ＝ ∑
２ｎ

ｊ，ｋ，ｌ ＝ １

∂３Ｎ０
ｉ（Ｘ）

∂ｘ ｊ∂ｘｋ∂ｘｌ Ｘ ＝ ０

α ｊβ ｋγ ｌ， （３６）

具体计算可得

　 　 Ｃ ｉ（α，β，γ） ＝ － α ｉｊｋｌ（α ｊβ ｋγ ｌ ＋ α ｊβ ｌγ ｋ ＋ α ｋβ ｊγ ｌ ＋ α ｌβ ｊγ ｋ ＋ α ｋβ ｌγ ｊ ＋ α ｌβ ｋγ ｊ） －
　 　 　 　 β ｉｊｋｌ（α ｊβ ｋγ ｌ ＋ｎ ＋ α ｊβ ｌ ＋ｎγ ｋ ＋ α ｋβ ｊγ ｌ ＋ｎ ＋ α ｌ ＋ｎβ ｊγ ｋ ＋ α ｋβ ｌ ＋ｎγ ｊ ＋ α ｌ ＋ｎβ ｋγ ｊ） －
　 　 　 　 γ ｉｊｋｌ（α ｊβ ｋ＋ｎγ ｌ ＋ｎ ＋ α ｊβ ｌ ＋ｎγ ｋ＋ｎ ＋ α ｋ＋ｎβ ｊγ ｌ ＋ｎ ＋ α ｌ ＋ｎβ ｊγ ｋ＋ｎ ＋
　 　 　 　 α ｋ＋ｎβ ｌ ＋ｎγ ｊ ＋ α ｌ ＋ｎβ ｋ＋ｎγ ｊ） ． （３７）
临界特征值的变化率及其相应的实部分别为［４２］

　 　 λ′ε（０） ＝ 〈ｐ（０），Ｌ′ε（ ｌ ０，ν ｃ）ｑ（０）〉 （３８）
和

　 　 μ′ε（０） ＝ Ｒｅ（〈ｐ（０），Ｌ′ε（ ｌ ０，ν ｃ）ｑ（０）〉） ． （３９）
本文取 ３ 种尺度管作对比研究，它们的不同阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散化方程的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数
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（式（３３））及临界特征值的变化率的实部（式（３９））如图 ４ 所示，其中，图 ４（ａ）、（ｂ）为宏观管，
图 ４（ｃ）、（ｄ）为 ｌ０ ＝ ０．１ 的微尺度管，图 ４（ｅ）、（ｆ）为 ｌ０ ＝ ０．２ 的微尺度管．

图 ４　 不同阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方程的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数及临界特征值的变化率的实部

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｍｏｄｅｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ， ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｃｈａｎｇｅ ｒａｔｅｓ

观察图 ４ 可知：
１） 材料长度尺寸参数 ｌ０ 对临界特征值的变化率没有影响，且不影响第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数

的正负，即不影响系统分岔的超临界性质；
２） 随模态截断数的增加，图中的曲线逐渐收敛．结合图 ３（ａ） ～ （ｃ）可知，对于不特别大的

质量比 （β ≤ ０．７）， ６ 或 ８ 模态近似已能捕获系统的定性动力学性质；
３） 模态截断数大于等于 ４ 时，在临界流速曲线的滞后部分（图 ３（ｄ）虚线所示），临界特征
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值的变化率的实部小于零，由此可知流速减小时管道失稳发生颤振，流速增加时管道的初始构

形稳定，这一结论对以往的研究做了补充；
４） 不同 ｌ０ 值的管若于相同的临界值（例如图 ３（ｅ）箭头所指交点）处失稳，则两者的分岔

方向相反．

（ａ） 质量比区间为 ０～０．７ （ｂ） 交点处的放大

（ａ） Ｆｏｒ ａ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ ｒａｎｇｉｎｇ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ ０．７ （ｂ） Ｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｃｉｎｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ

图 ５　 ｌ０ ＝ ０ 和 ｌ０ ＝ ０．１ 分别对应的临界流速曲线的交点

Ｆｉｇ． ５　 Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｓｃａｌｅ ｌ０ ＝ ０ ａｎｄ ｌ０ ＝ ０．１

（ａ） 质量比区间为 ０～０．７ （ｂ） 交点处的放大

（ａ） Ｆｏｒ ａ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ ｒａｎｇｉｎｇ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ ０．７ （ｂ） Ｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｃｉｎｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ

图 ６　 ｌ０ ＝ ０．１ 和 ｌ０ ＝ ０．２ 分别对应的临界流速曲线的交点

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｓｃａｌｅ ｌ０ ＝ ０．１ ａｎｄ ｌ０ ＝ ０．２

为验证上述在临界流速曲线的“滞后部分”及“交点处”对系统的动力学行为的理论分析

结果，取质量比 β ＝ ０．６７５ 及 β ＝ ０．６８０ ４ 分别作分岔图．β ＝ ０．６７５ 为 ｌ０ ＝ ０ 和 ｌ０ ＝ ０．１ 分别对应

的临界流速曲线的交点所对应的质量比（图 ５）， β ＝ ０．６８０ ４ 为 ｌ０ ＝ ０．１ 和 ｌ０ ＝ ０．２ 分别对应的

临界流速曲线的交点所对应的质量比（图 ６）．因为两个质量比都小于 ０．７，由上文分析知取模

态截断数 ｎ ＝ ６ 能获得可靠的结论．
当 β ＝ ０．６７５ 时，图 ５（ｂ）中单箭头所指的交点属于 ｌ０ ＝ ０ 的临界流速曲线的滞后部分，按

上文分析，流速增加时该种管道稳定，流速减少时该种管道发生颤振，图 ７（ａ）实线显示的结果

与此相符；与此同时，该交点属于 ｌ０ ＝ ０．１ 的临界流速曲线的非滞后部分，据上文分析，流速增
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加时该种管道发生颤振，流速减少时该种管道稳定，图 ７（ ａ）虚线显示的结果与此相符；图 ５
（ｂ）中双箭头所指的区间流速值大于 ｌ０ ＝ ０ 的临界流速曲线的非滞后部分，小于 ｌ０ ＝ ０．１ 的临

界流速曲线的滞后部分，因此两种管在此时均发生颤振，与图 ７（ａ）中双箭头所指的区域对应．
β ＝ ０．６８０ ４ 可做类似的分析，需要注意的是图 ６（ｂ）中双箭头所指示的流速区间与两条临界流

速曲线的相对位置关系和图 ５（ｂ）中的不同，从而在图 ７（ｂ）中，使两种管稳定的流速区间有重

合（双箭头所指）．

（ａ） 流速沿图 ５ 中的实线增加时两种管 （ｂ） 流速沿图 ６ 中的实线增加时两种管

（ ｌ０ ＝ ０ 和 ｌ０ ＝ ０．１）的分岔图 （ ｌ０ ＝ ０．１ 和 ｌ０ ＝ ０．２）的分岔图

（ａ） Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｆｏｒ ｐｉｐｅｓ ｗｉｔｈ ｓｃａｌｅ （ｂ） Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｆｏｒ ｐｉｐｅｓ ｗｉｔｈ ｓｃａｌｅ

ｌ０ ＝ ０ ａｎｄ ｌ０ ＝ ０．１ ａｓ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｌ０ ＝ ０．１ ａｎｄ ｌ０ ＝ ０．２ ａｓ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｌａｃｋ ｌｉｎｅ ｉｎ ｆｉｇ． ５ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｌａｃｋ ｌｉｎｅ ｉｎ ｆｉｇ． ６

图 ７　 分岔图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ

现考虑图 ７ 所示的固有振动的频率．将方程（３２）写成

　 　 Ｘ ＝ ｆ（Ｘ，ε）， （４０）
其通过 Ｈｏｐｆ 分岔产生周期解，按照文献［４２］中的方法，可以将其解、参数 ε 及频率设为

　 　
Ｘ（ω（δ）τ）

ε（δ）
ω（δ） － ω ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ∑
∞

ｎ ＝ １

δ ｎ

ｎ！

Ｘｎ（ω（δ）τ）
ε ｎ

ω ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （４１）

其中 δ 为独立的小参数．将式（４１）代入式（４０），通过比较 δ 的同次幂能求得相应的级数解，且
根据式（４１）的后两式可得出频率 ω 对流速增量 ε 的依赖关系．一般而言，在分岔点附近只需

求得低次项系数即可估计系统的振动特征，如频率等．由文献［４２］中的结论知

　 　
ε ２ｎ＋１ ＝ ω ２ｎ＋１ ＝ ０，　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…，

ｉω ２ － ε ２λ′ε（０） ＝ 〈ｐ（０），Ｃ（ｑ（０），ｑ（０），ｑ－（０））〉，{ （４２）

λ′ε（０） 和〈ｐ（０），Ｃ（ｑ（０），ｑ（０），ｑ－（０））〉 （记其为 Ｃｐ ）可分别参见式（３８）和式（３３），解式

（４２）并考虑式（４１）后两式得

　 　 ω（ε） ＝ ω ０ ＋ Ｉｍ［λ′ε（０）］ － Ｉｍ（Ｃｐ）
Ｒｅ［λ′ε（０）］
Ｒｅ（Ｃｐ）{ } ε ２ ＋ ｏ（ε ２） ． （４３）

图 ７ 所示的振动的频率见图 ８，图 ８（ ａ）、（ｂ）为图 ７（ ａ）所示振动的固有频率，图 ８（ ｃ）、
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（ｄ）为图 ７（ｂ）所示振动的固有频率，其中数值解由程序直接计算出，理论解由式（４３）给定．
图 ８ 中的数值解和理论解的对比显示，在临界流速附近，由式（４３）所给出的结果与精确

解符合得较好；当流速远离临界值时，由于式（４３）略去了 ε 的高次项，因此所得结果逐渐远离

精确解．

图 ８　 固有频率

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

３　 结　 　 论

１） 本文在分析管道上点的位移及相关几何关系的基础上，考虑 Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变张量所给出

的几何非线性，基于修正的偶应力理论计算了管的应变能，运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了微尺度

悬臂管振动的非线性动力学方程，材料长度尺寸参数对方程的影响得以刻画．
２） 对不同模态截断数的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散化方程，微尺度效应均使得相应的临界流速更大，

并对第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数有影响，但是其并不改变临界特征值的变化率的实部．
３） 运用投影法计算的结果表明，模态截断数越大，Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对系统动力学行为的预测

效果越好；除开大的质量比，６ 或 ８ 模态近似已能捕获系统的定性动力学性质；模态截断数大

于等于 ４ 时，在临界流速曲线上存在滞后部分，其上发生的分岔与非滞后部分方向相反，这一

结论对以往的研究做了补充；
４） “滞后”使得不同尺度管的临界流速曲线可能相交，在交点处不同尺度管的分岔方向

相反，因此在实际问题中需确定 ｌ０ ．
５） 在分岔点附近，固有频率可从理论上导出；但远离分岔点时，理论上推导固有频率涉及
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扰动参数高次项的计算，较为繁琐，故通过微分方程数值解计算频率更为可取．
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