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摘要：　 借助多重二次曲面（ｍｕｌｔｉ ｑｕａｄｒｉｃｓ，ＭＱ）拟插值函数具有较好精确性和稳定性的优势，研究

了基于 ＭＱ 拟插值函数和 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法相结合的方法，构造了求解带有初值问题的非线性动

力系统的数值解法，分析了该方法与已有主要方法的优缺点，并给出了相应的数值算例、误差估计．
结果表明该方法计算量小、能很好地逼近非线性动力系统的解析解．

关　 键　 词：　 非线性动力系统；　 数值方法；　 ＭＱ 拟插值；　 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法

中图分类号：　 Ｏ２９；Ｏ３０２　 　 　 文献标志码：　 Ａ ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３７０３６８

引　 　 言

随着现代科学技术的发展和新的数学分析方法、工具的不断更新，关于非线性动力系统的

研究范围也越来越广，同时也取得了可喜的成果和突破［１⁃５］ ．非线性动力系统是一门复杂的非

线性科学，它能解决很多线性动力系统不能解决的动力学问题．然而，在理论和实践中，非线性

动力系统的求解方法仍有很大的局限性，多数情况下，仍不能求出其精确解．所以，许多研究者

就转而研究近似精度较好且易于执行的方法来分析它的形态．
目前，求解非线性动力系统数值解较成熟的方法有摄动法［６］、平均法［６］、Ｅｕｌｅｒ 法［７］、梯度

法［８］、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法［９］、Ａｄａｍｓ 显隐式法［１０］、线性多步法［１０］等．在求解刚性问题或某些特殊问

题时，这些方法会发挥出它们独自的优势，但是在一般非线性动力系统的求解过程中会出现如

计算量繁琐［８］、计算精度差［７］等问题．自然地，我们知道，ＭＱ 拟插值函数适合于散乱数据的初

始条件和任何边界条件，它几乎可以逼近所有函数．基于此，本文试图借助 ＭＱ 拟插值函数具

有较好精确性和稳定性的优点来求解非线性动力系统给定初值问题的数值解．具体的思想是：
利用 ＭＱ 拟插值函数的优点和 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解非线性动力系统的解析解，分析了该

方法与已有比较成熟方法之间的优缺点，并给出了相应的数值算例、误差估计、各种方法的图

像，结果表明该方法计算量小、计算稳定、能很好地逼近非线性动力系统的解析解．

１　 非线性动力系统

非线性动力系统初值问题一般可以用一组微分方程表示为

３４９

　 应用数学和力学，第 ３８ 卷 第 ８ 期
　 ２０１７ 年 ８ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．８，Ａｕｇ．１５，２０１７

∗ 收稿日期：　 ２０１６⁃１１⁃２９； 修订日期：　 ２０１７⁃０１⁃１３
基金项目：　 国家自然科学基金（１１２６１０２４；６１６６２０６０）
作者简介：　 杜珊（１９９１—）， 女，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｄ＿ｄ１２２１＠ １２６．ｃｏｍ）；

李风军（１９７３—）， 男，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｆｊｌｉ＠ ｎｘｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



　 　 ｘ′ ＝ ｆ（ｘ）， （１）
其中， ｘ：ｔ→ ｘ∈ＲＰ 是以时间为变量的函数，它是用来描述系统状态的， ｆ是定义在 Ｅｕｃｌｉｄ 空间

ＲＰ 或者是一个开子空间 Ｖ ⊆ ＲＰ 的至少为一次连续可微的函数．
通常，对于线性动力系统的一般解，可以用 Ｐ 个线性无关解 { ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘＰ（ ｔ） } 的

线性组合来表示．但是线性系统的叠加法则对于非线性系统并不适用， 所以复杂问题的解不

可能由这些简单问题的解叠加组成．由文献［６］知， 非线性动力系统初值问题可由如下微分方

程表示：

　 　
ｘ′ ＝ ｆ（ｘ，ｔ），
ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０，{ 　 　 ｘ ∈ ＲＰ， （２）

此方程在 ｔ∈ （ － ａ，ａ） 这个区间内至少有一个从 ｔ ＝ ０ 出发的解．从而，虽然可以像线性动力系

统这样的方法定义一个局部流，但却不能与线性动力系统一样直接给出一般的求解规则．所以

对非线性动力系统的研究，通常采用数值求解的方法得出解的结构．

２　 预 备 知 识

２．１　 ＭＱ 拟插值基本理论

ＭＱ 函数是径向基函数（ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）中的一种，这种函数的本质是用简单一

元函数的复合来表示多元函数，它适合于散乱数据的初始条件和任何边界条件，所以它几乎可

以逼近所有函数，应用非常广泛．ＭＱ 拟插值函数是 ＭＱ 函数的延伸拓展．
ＭＱ 函数是 Ｈａｒｄｙ［１１］于 １９７１ 年提出来的一种径向基函数．Ｈａｒｄｙ 在文献［１１］中提出了 ＭＱ

拟插值 （ϕ（ｘ） ＝ ｃ２ ＋ ｘ２ ，ｃ 为形状参数且大于 ０），由于其较好的插值结果得到了大量研究者

的关注．理论方面，大量的 ＭＱ 拟插值算子被提出［１２⁃１６］；实践方面，ＭＱ 拟插值不仅被应用于曲

面拟合、地壳运动、摄影测量等方面［１７］，在神经网络方面也有很好的应用［１８］，而且在常微分方

程和偏微分方程的求解过程中也应用广泛［１９⁃２２］ ．Ｆｒａｎｋｅ［２３］通过比较得知 ＭＱ 拟插值在精确性、
稳定性等方面具有较好的性质；Ｍａｄｙｃｈ 和 Ｎｅｌｓｏｎ［２４］证明了用 ＭＱ 拟插值可得到最小半范数误

差；Ｂｕｈｍａｎｎ［２５］研究了 ＭＱ 拟插值在奇数维 Ｅｕｃｌｉｄ 空间上的收敛性问题；Ｂｅａｔｓｏｎ 和 Ｐｏｗｅｌｌ［２６］

在有界区间上构造了 ３ 种 ＭＱ 拟插值算子： ＬＡ ｆ，ＬＢ ｆ，ＬＣ ｆ， Ｗｕ 和 Ｓｃｈａｂａｃｋ［１４］构造了一种不需

要知道两端点处的导数值且有很好逼近度的 ＭＱ 拟插值算子 ＬＤ ｆ ．
定义 １　 设在 ［ ｔ０，ｔｎ］ 上取一组点列 { ｔｉ：ｉ ＝ ０，１，…，ｎ } 且 ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔｎ， 称这些点为

节点．记 ｈ 为最大步长，且 ｈ ＝ ｍａｘ { （ ｔｉ － ｔｉ －１），ｉ ＝ １，２，…，ｎ } ．其中 ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｎ］， 与节点 ｔｉ（ ｉ ＝
０，１，…，ｎ） 对应的被逼近函数 ｆ（ ｔ） 的对应节点值为 ｆ（ ｔｉ）（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） ．

定义 ２　

　 　 ϕｉ（ ｔ） ＝ （ ｔ － ｔｉ） ２ ＋ ｃ２ 　 　 （ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ）， （３）
ｃ 为参数且大于 ０．

　 　 ψｉ（ ｔ） ＝
ϕｉ ＋１（ ｔ） － ϕｉ（ ｔ）

２（ ｔｉ ＋１ － ｔｉ）
－
ϕｉ（ ｔ） － ϕｉ －１（ ｔ）

２（ ｔｉ － ｔｉ －１）
　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １） ． （４）

下面给出实际中应用较多的 ４ 种 ＭＱ 拟插值算子： ＬＡ ｆ，ＬＢ ｆ，ＬＣ ｆ，ＬＤ ｆ ［１４，２６］及其误差估

计［１４，２７］ ．
设给定插值节点 （ ｔｉ，ｘｉ），ｉ ＝ ０，１，…，ｎ， ｔ ∈ Ｒ， ４ 种拟插值算子的形式如下：

　 　 ＬＡ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ０）α０（ ｔ） ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｆ（ ｔｉ）ψ ｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔｎ）α ｎ（ ｔ）， （５）
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　 　 ＬＢ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ０）β ０（ ｔ） ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｆ（ ｔｉ）ψ ｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔｎ）β ｎ（ ｔ）， （６）

　 　 ＬＣ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ′（ ｔ０）γ ０（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ０）β ０（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｆ（ ｔｉ）ψ ｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔｎ）β ｎ（ ｔ） ＋ ｆ′（ ｔｎ）γ ｎ（ ｔ）， （７）

其中

　 　 α０（ ｔ） ＝
ϕ１（ ｔ） － ϕ０（ ｔ）

２（ ｔ１ － ｔ０）
＋
ϕ０（ ｔ） ＋ ϕｎ（ ｔ）

２（ ｔｎ － ｔ０）
，

　 　 α ｎ（ ｔ） ＝
ϕｎ（ ｔ） － ϕｎ－１（ ｔ）

２（ ｔｎ － ｔｎ－１）
＋
ϕ０（ ｔ） ＋ ϕｎ（ ｔ）

２（ ｔｎ － ｔ０）
，

　 　 β ０（ ｔ） ＝ １
２

＋
ϕ１（ ｔ） － ϕ０（ ｔ）

２（ ｔ１ － ｔ０）
， β ｎ（ ｔ） ＝ １

２
－
ϕｎ（ ｔ） － ϕｎ－１（ ｔ）

２（ ｔｎ － ｔｎ－１）
，

　 　 γ ０（ ｔ） ＝
ｔ － ｔ０
２

－
ϕ０（ ｔ）

２
， γ ｎ（ ｔ） ＝

ϕｎ（ ｔ）
２

－
ｔｎ － ｔ
２

．

由于 ＬＣ ｆ 的构造需要知道函数在两端点处的导数值，但是在解决实际问题的时候，两端点的导

数值不易求出，故 Ｗｕ 和 Ｓｃｈａｂａｃｋ［１４］提出了 ＬＤ ｆ ．
　 　 ＬＤ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ０）δ ０（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ１）δ １（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ－２

ｉ ＝ ２
ｆ（ ｔｉ）ψ ｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔｎ－１）δ ｎ－１（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔｎ）δ ｎ（ ｔ）， （８）

其中

　 　 δ ０（ ｔ） ＝ １
２

＋
ϕ１（ ｔ） － （ ｔ － ｔ０）

２（ ｔ１ － ｔ０）
， δ １（ ｔ） ＝

ϕ２（ ｔ） － ϕ１（ ｔ）
２（ ｔ２ － ｔ１）

＋
ϕ１（ ｔ） － （ ｔ － ｔ０）

２（ ｔ１ － ｔ０）
，

　 　 δ ｎ－１（ ｔ） ＝
ｔｎ － ｔ － ϕｎ－１（ ｔ）
２（ ｔｎ － ｔｎ－１）

－
ϕｎ－１（ ｔ） － ϕｎ－２（ ｔ）

２（ ｔｎ－１ － ｔｎ－２）
， δ ｎ（ ｔ） ＝ １

２
－

（ ｔｎ － ｔ） － ϕｎ－１（ ｔ）
２（ ｔｎ － ｔｎ－１）

．

对应的误差估计为

　 　 ‖ＬＡ ｆ（ ｔ） － ｆ（ ｔ）‖¥ ≤
ｃ ｜ ｆ（ ｔ０） ＋ ｆ（ ｔｎ） ｜

ｔｎ － ｔ０
＋ １ ＋ ｃ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ω（ ｆ，ｈ）， （９）

　 　 ‖ＬＢ ｆ（ ｔ） － ｆ（ ｔ）‖¥ ≤ １ ＋ ｃ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω（ ｆ，ｈ）， （１０）

　 　 ‖ＬＣ ｆ（ ｔ） － ｆ（ ｔ）‖¥ ≤ Ｏ（ｃ２） ＋ Ｏ（ｈ２）， （１１）
　 　 ‖ＬＤ ｆ（ ｔ） － ｆ（ ｔ）‖¥ ≤ Ｏ（ｈ２） ＋ Ｏ（ｃｈ） ＋ Ｏ（ｃ２ ｌｇ ｈ）， （１２）

其中， ω（ ｆ，ｈ） 是函数 ｆ（ ｔ） 在步长 ｈ 下取得的最大值．
引理 １［１４，２７］ 　 拟插值算子 ＬＡ ｆ 没有常数再生性；拟插值算子 ＬＢ ｆ 有常数再生性但没有线

性再生性；拟插值算子 ＬＣ ｆ，ＬＤ ｆ 有线性再生性、保单调性、保凸性．
２．２　 ４阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ法基本理论

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法是求解微分方程的常用方法，一般在所求解方程有较好光滑性的情况下，
虽然 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法每一步都需要计算 ４ 次函数值，但是它的求解精度较好．

定义 ３［２８］ 　 设 ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔｉ ＜ … ＜ ｔｎ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） 为一系列离散节点， ｘ０，ｘ１，…，
ｘｉ，…，ｘｎ 为其对应节点的值，相邻两节点的距离为步长 ｈ， 则有

　 　 ｘｉ ＋１ ＝ ｘｉ ＋
ｈ
６
（Ｋ１ ＋ ２Ｋ２ ＋ ２Ｋ３ ＋ Ｋ４），
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其中

　 　 Ｋ１ ＝ ｆ（ ｔｉ，ｘｉ）， Ｋ２ ＝ ｆ ｔｉ ＋
ｈ
２
，ｘｉ ＋

ｈ
２

Ｋ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｋ３ ＝ ｆ ｔｉ ＋
ｈ
２
， ｘｉ ＋

ｈ
２

Ｋ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｋ４ ＝ ｆ（ ｔｉ ＋ ｈ，ｘｉ ＋ ｈＫ３） ．

３　 数 值 解 法

３．１　 已有数值方法分析
目前，有关非线性动力系统数值求解的方法有摄动法［６］、平均法［６］、Ｅｕｌｅｒ 法［７］、梯形

法［８］、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法［９］、Ａｄａｍｓ 显隐式法［１０］、多步法［１０］、基于三次样条插值函数的方法［２９］、基
于径向基函数逼近的方法［３０］等．摄动法的局限性在于只能求解弱非线性动力系统；平均法虽
然在部分应用中可以取得比较好的结果，但是在绝大多数情况下，它不能估计精度，会产生错
误的结果；Ｅｕｌｅｒ 法在 ｘ（ ｔ） 是一次多项式时精度很高，而在其他情形下精度很差；梯形法是隐
式单步法，可用迭代法求解，此方法虽然提高了精度，但其算法复杂；Ａｄａｍｓ 显隐式法虽然有良
好的稳定性且易于变阶变步长，但是如何选择恰当的阶和步长也是影响其精度的主要因素；
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的精度比前面几种方法都高，但是当 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的阶数大于 ４ 时，计算量将
会变得很大，精度可能反而不如改进的 Ｅｕｌｅｒ 法，会有 Ｒｕｎｇｅ 现象中的不收敛情况产生；基于
三次样条插值函数的方法由于受插值条件的局限性，不会产生 Ｒｕｎｇｅ 现象中的不收敛情况，求
解方法的精度也很好［２９］，但是当其阶数较高时，就要求三次样条插值函数有高阶连续性，此
时，它的构造极其困难［３０］；基于径向基函数逼近的方法计算过程简单、收敛性好、计算精度
高［２９］，但是这个方法涉及到矩阵求逆的问题，当数据点越来越多时这个矩阵的条件数越来越
大，这个矩阵也越来越接近奇异矩阵，这个时候求逆是非常不精确的［３１］ ．
３．２　 构造基于 ＭＱ 拟插值函数的数值求解方法

ＭＱ 拟插值函数具有较好的精确性和稳定性．它是对函数直接求值，既不需要求解任何线
性方程组，也不需要对矩阵求逆，从而可以避免遇到数据大量增加时的矩阵求逆问题［３１］ ．本文
借助 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和 ＭＱ 拟插值函数对非线性动力系统的初值问题进行求解．

由第 ２ 节的引理 １ 知，从线性再生性、保单调性、保凸性角度有拟插值算子 ＬＣ ｆ 优于 ＬＡ ｆ，
ＬＢ ｆ ；从逼近角度有拟插值算子 ＬＤ ｆ 不低于 ＬＣ ｆ， 但是从拟插值算子的构造结果知 ＬＤ ｆ 在求解
过程中不像 ＬＣ ｆ 那样需要知道端点处的导数值，故 ＬＤ ｆ 优于 ＬＣ ｆ ．基于此，本文利用拟插值算子
ＬＤ ｆ 求解给定初值问题的非线性动力系统的数值解．

规定求解时间区域 Ｔ 用 ｎ ＋ １ 个节点 ｔｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） 离散且 ｔｉ 为等距节点（即 ｔｉ ＋１ ＝ ｔｉ ＋
ｈ，ｈ 为步长），则函数 ｘ（ ｔ） 在区域 Ｔ 里的近似函数 ＬＤ１ ｆ（ ｔ） 可由一组以各节点 ｔｉ 为中心的拟插
值函数 ϕｉ（ ｔ） 的线性组合来表示为

　 　 ＬＤ１ ｆ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｆ（ ｔｉ）φ ｉ（ ｔ）， （１３）

特别地，有

　 　 φ０（ ｔ） ＝ １
２

＋
ϕ１（ ｔ） － （ ｔ － ｔ０）

２（ ｔ１ － ｔ０）
＝ １

２
＋
ϕ１（ ｔ） － （ ｔ － ｔ０）

２ｈ
，

　 　 φ１（ ｔ） ＝
ϕ２（ ｔ） － ϕ１（ ｔ）

２（ ｔ２ － ｔ１）
－
ϕ１（ ｔ） － （ ｔ － ｔ０）

２（ ｔ１ － ｔ０）
＝
ϕ２（ ｔ） － ２ϕ１（ ｔ） ＋ （ ｔ － ｔ０）

２ｈ
，

　 　 φ ｎ－１（ ｔ） ＝
ｔｎ － ｔ － ϕｎ－１（ ｔ）
２（ ｔｎ － ｔｎ－１）

－
ϕｎ－１（ ｔ） － ϕｎ－２（ ｔ）

２（ ｔｎ－１ － ｔｎ－２）
＝
ｔｎ － ｔ － ２ϕｎ－１（ ｔ） ＋ ϕｎ－２（ ｔ）

２ｈ
，
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　 　 φ ｎ（ ｔ） ＝ １
２

－
（ ｔｎ － ｔ） － ϕｎ－１（ ｔ）

２（ ｔｎ － ｔｎ－１）
＝ １

２
－

（ ｔｎ － ｔ） － ϕｎ－１（ ｔ）
２ｈ

，

　 　 φ ｉ（ ｔ） ＝
ϕｉ ＋１（ ｔ） － ϕｉ（ ｔ）

２（ ｔｉ ＋１ － ｔｉ）
－
ϕｉ（ ｔ） － ϕｉ －１（ ｔ）

２（ ｔｉ － ｔｉ －１）
＝

　 　 　 　
ϕｉ ＋１（ ｔ） － ２ϕｉ（ ｔ） ＋ ϕｉ －１（ ｔ）

２ｈ
　 　 （２ ≤ ｉ ≤ ｎ － ２） ．

式（１３）中， ｆ（ ｔｉ） 表示函数 ｘ（ ｔｉ） 的精确值．很多非线性动力系统问题的精确解不易求出，
同时也为了避免求解非线性代数方程组时遇到的矩阵奇异、非奇异及求逆问题，采用 ４ 阶

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法计算出其近似值使 ｆ　
－
（ ｔｉ） ＝ ｆ（ ｔｉ）（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） ．同时将其代入式（１３）用于计

算 ＭＱ 拟插值算子构造的 ＬＤ１ ｆ（ ｔ） ．又因为微分方程有初值条件，所以 ｆ（ ｔ０） ＝ ｘ０ ．
本文所用方法在每一步计算中均可以避免大规模矩阵求逆问题且具有计算稳定、计算速

度快、计算量小的优点，因此可以有效地进行逼近．

４　 算 例 分 析

例 １　 给定一阶非线性动力系统初值问题［２９］：

　 　
ｘ′ ＝ ｘ２ － ｔ － ２

４（１ ＋ ｔ）
，

ｘ（０） ＝ ２ ．

ì

î

í
ïï

ïï
　 　 ０ ≤ ｔ ≤ １０， （１４）

试用本文方法和已有主要方法对其求解并比较结果．

图 １　 ＭＱ 拟插值法曲线 图 ２　 数值方法曲线和精确解曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＭＱ ｑｕａｓｉ⁃ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｃｕｒｖｅ

　 　 图 ３　 绝对误差

　 　 Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ
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图 ４　 不同数值方法求解系统（１４）的数值曲线比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１４） ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

图 ５　 ＭＱ 拟插值法曲线 图 ６　 数值方法曲线和精确解曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ＭＱ ｑｕａｓｉ⁃ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｃｕｒｖｅ

图 ７　 绝对误差

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

借助 ＭＱ 拟插值函数逼近的方法对一阶非线性动力系统（１４）求解，由于式（３）中参数 ｃ 是变

量且大于 ０．下面分别给出参数 ｃ取不同值时的曲线图：图 １～图 ４ 是由参数 ｃ ＝ １ 时得出的数值曲

线、精确解曲线、绝对误差及数值曲线比较．类似地，图 ５～图 ８、图 ９～图 １２、图 １３～图 １６ 分别是在

参数 ｃ ＝ ０．５，ｃ ＝ ０．１，ｃ ＝ ０．０１ 时得到的对应数值曲线、精确曲线及绝对误差（后图均为图（ａ）的局

部放大图）．其中数值曲线如图 １、５、９、１３ 所示；ＭＱ 拟插值函数逼近法所求近似解与式（１４）精确
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解的比较如图 ２、６、１０、１４ 所示；近似解与精确解的绝对误差比较如图 ３、７、１１、１５ 所示．

图 ８　 不同数值方法求解系统（１４）的数值曲线比较

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１４） ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

图 ９　 ＭＱ 拟插值法曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ＭＱ ｑｕａｓｉ⁃ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ

表 １　 ＭＱ 拟插值函数法的均方误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ ｑｕａｄｒｉｃ ｑｕａｓｉ⁃ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｃ １ ０．５ ０．１ ０．０１

ＭＳＥ １．５６５ ７×１０－３ １．８２８ １×１０－４ １．９６８ ６×１０－６ １．２５７ ９×１０－８

　 　 表 １ 给出了参数 ｃ 取不同值时，ＭＱ 拟插值函数求解系统（１４）的均方误差．接着对系统

（１４）分别作出 ２ 阶 Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ 法、２ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法、梯形算法、Ａｄａｍｓ 算法、４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔ⁃
ｔａ 法、三次样条函数插值法等数值方法的数值曲线并与本文所采用的的基于 ＭＱ 拟插值函数
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逼近的方法进行比较，给出对应的均方误差，具体由图 ４、８、１２、１６ 和表 ２ 给出．

图 １０　 数值方法曲线和精确解曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｃｕｒｖｅ

表 ２　 不同数值方法求解一阶非线性动力系统（１４）的均方误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
１ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ （１４）

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒ
２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ９．１００ ０×１０－３

２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ ２．９００ ０×１０－２

Ａｄａｍｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２．２００ ０×１０－１

４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ １．２４０ ５×１０－４

ｃｕｂｉｃ ｓｐｌｉｎｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ８．０２４ ７×１０－５

ｔｒａｐｅｚｏｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ５．５４９ ４×１０－４

ＭＱ ｑｕａｓｉ⁃ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ（ ｃ ＝ ０．１ ） １．９６８ ０×１０－６

　 　 图 １１　 绝对误差

　 　 Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

　 　 从图 ２、６、１０、１４ 中可以看出，随着参数 ｃ 的减小，数值解与精确解的吻合程度越来越好；
从图 ３、７、１１、１５ 知，随着参数 ｃ 的减小，绝对误差也越来越小，特别是当 ｃ ≤ ０．０１ 时，绝对误差

几乎接近于 ０；从图 ４、８、１２、１６ 可以得出不同数值方法相对于精确解的近似程度，但有些图不

能清楚地看出数值曲线与精确解的比较（文中未给出），所以将其进行放大以便于更直观地比

较各种数值方法的精度；可得到文中基于 ＭＱ 拟插值函数逼近的方法在参数 ｃ 逐渐减小的过

程中，数值曲线与精确曲线吻合的相当完美；由表 １ 和表 ２ 易知：只要参数 ｃ 的取值合适，４ 阶

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法逊色于文中所使用方法，但却与三次样条函数插值法的精度相当．因此，基于

ＭＱ 拟插值函数逼近的方法对非线性动力系统的求解是可行的．
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图 １２　 不同数值方法求解系统（１４）的数值曲线比较

Ｆｉｇ． １２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１４） ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

图 １３　 ＭＱ 拟插值法曲线

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ＭＱ ｑｕａｓｉ⁃ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ

１５９基于 ＭＱ 拟插值函数逼近的非线性动力系统数值求解



图 １４　 数值方法曲线和精确解曲线

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｃｕｒｖｅ

图 １５　 绝对误差

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

图 １６　 不同数值方法求解系统（１４）的数值曲线比较

Ｆｉｇ． １６　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （１４） ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

５　 结　 　 论

ＭＱ 拟插值函数具有较好的精确性和稳定性，对函数直接赋值，不需要对矩阵求逆，可以
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避免遇到条件数很大的矩阵求逆的问题．利用 ＭＱ 拟插值函数构造数值方法并给出相应的数

值算例、数值曲线、误差图像进行验证，结果表明基于 ＭＱ 拟插值函数构造的对于非线性动力

系统数值求解方法在参数 ｃ 取值合适的情况下，明显优于其他几种数值方法且计算量小、计算

稳定、能很好地逼近系统的解析解．在未来的进一步工作中，应该探讨在误差允许范围内，参数

ｃ 的取值和精确解之间有何关系，而不是通过大量的数值实验来确定．
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