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摘要：　 介绍了随机动力系统中概率密度演化理论的基本方程与求解方法．在此基础上，论述了广

义概率密度演化方程求解的若干新进展，包括群演化方程及其求解、概率空间剖分的理性准则、点
集加密技术与信息拓展方法等．

关　 键　 词：　 随机动力系统；　 概率密度演化理论；　 群演化；　 ＧＦ 偏差；　 点集加密

中图分类号：　 Ｏ３２４　 　 　 文献标志码：　 Ａ ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３７０３３６

引　 　 言

在现实工程中，广泛地存在各类随机动力系统．对这类系统的理论研究，可以上溯到 １９０５
年 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ（爱因斯坦）在 Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动研究中的工作．迄至 ２０ 世纪 ５０ 年代中期，基于航

空工程、机械工程、土木工程、海洋工程等多个领域面临的共性问题，催生了随机振动学科［１］ ．
２０ 世纪 ６０ 年代中后期，以关注结构参数随机性影响为主要研究目标的随机结构分析开始引

起人们的关注，并在此后的 ３０ 年中发展和形成了随机模拟方法［２］、随机摄动技术［３⁃４］ 和正交

多项式展开理论［５⁃６］等主流方法．２０ 世纪 ９０ 年代中期以来，作为工程随机动力学核心的随机振

动与随机结构分析开始酝酿新的突破，非线性随机动力学分析的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统理论框架［７⁃９］、
不确定性量化理论与方法的蓬勃发展［１０⁃１１］，将随机动力学研究推进到一个重要的新阶段．

在土木与海洋工程中，动力激励的随机性早已为人们所察觉．早在 １９４７ 年，Ｈｏｕｓｎｅｒ 即指

出地震动加速度过程是随机过程，并建议采用白噪声模型加以反映［１２］ ．到 ２０ 世纪 ６０ 年代后

期，人们逐步建立了地震动功率谱模型，如 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 谱［１３⁃１４］、胡聿贤⁃周锡元谱［１５］、Ｃｌｏｕｇｈ⁃
Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱［１６］等．几乎与此同时，人们也逐步建立了风、海浪的功率谱模型［１７⁃１８］ ．另一方面，人们

逐步认识到工程结构在灾害性动力作用下将难以避免地要进入非线性受力阶段．因此，自 ２０
世纪 ６０ 年代中期以来，结构非线性随机动力分析研究开始得到重视［１９⁃２１］，并成为此后 ３０ 年中

土木工程研究的主战场之一．然而，经过 ３０ 余年的努力，尽管取得了明显的进步，但对于自由

度数巨大、非线性很强的土木工程结构系统在非平稳随机过程激励下的分析问题，依然面临巨

大的挑战［２２］ ．２１ 世纪初以来，我国学者发展和建立了随机动力系统分析的概率密度演化理

论［２３⁃２４］，为大型复杂工程结构的非线性随机动力响应、可靠性分析［２５］与最优控制［２６］提供了新

的途径．
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本文将论述随机动力系统中概率密度演化理论研究的若干新进展．

１　 概率密度演化理论基础

１．１　 结构随机响应分析的基本物理方程

对于土木工程结构，运用有限元方法可以得到如下多自由度结构动力方程：
　 　 ＭＸ ＋ ＣＸ ＋ ｆ（Ｘ） ＝ ＬＦ（ ｔ）， （１）

其中 Ｘ ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ） Ｔ 为结构位移向量，Ｘ和Ｘ分别为速度和加速度向量，ｎ为自由度数，Ｍ
＝ ［ｍｉｊ］ ｎ×ｎ 为 ｎ × ｎ 阶质量矩阵，Ｃ ＝ ［ｃｉｊ］ ｎ×ｎ 为 ｎ × ｎ 阶阻尼矩阵， ｆ（·） ＝ （ ｆ１， ｆ２，…， ｆｎ） Ｔ 为 ｎ
× １阶恢复力（单元节点力） 向量，Ｌ ＝ ［Ｌｉｊ］ ｎ×ｒ 为 ｎ × ｒ阶外力作用位置矩阵，Ｆ（ ｔ）＝ （Ｆ１，Ｆ２，…，
Ｆｒ） Ｔ 为 ｒ × １ 阶外力向量．

土木工程中结构的基本参数（如刚度和强度参数）往往具有较大的变异性．例如，钢材强度

的变异系数可达 ６％左右、混凝土强度的变异系数可达 １２～１５％．原则上，结构中不同空间部位

的材料性质是不同的，因而材料参数本质上是随机场．通过随机场分解［６，２７］，可以将这些参数

表示为一系列基本随机变量的函数．为了方便，可记这些基本随机变量为 Θ１ ＝ （Θ１，Θ２，…，
Θｓ１），这里 ｓ１ 为结构参数中基本随机变量的个数．这样，方程（１）中的质量矩阵、阻尼矩阵和刚

度矩阵都是基本随机向量 Θ１ 的函数．
另一方面，结构的外部激励（如地震动或脉动风速）也具有显著的随机性，表现为随机过

程或时变随机场．通过物理随机过程建模［２８］或数学分解方法（如 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏèｖｅ 分解［５］、二重

正交分解［２９］或随机谐和函数方法［３０］等），也可将上述随机过程或时变随机场表达为基本随机

变量的函数．记这些基本随机变量集合为 Θ２ ＝ （Θｓ１＋１，Θｓ１＋２，…，Θｓ１＋ｓ２），其中 ｓ２ 为随机激励中

的基本随机变量的个数．
将系统中的全部随机变量记为 Θ ＝ （Θ１，Θ２） ＝ （Θ１，Θ２，…，Θｓ），其中 ｓ ＝ ｓ１ ＋ ｓ２ 为结构动

力系统中的随机变量总个数．在上述建模过程中，Θ的联合概率函数 ｐΘ（θ） 已知、其分布区域

为 ΩΘ， 于是，方程（１）可以进一步表示为

　 　 Ｍ（Θ）Ｘ ＋ Ｃ（Θ）Ｘ ＋ ｆ（Θ，Ｘ） ＝ ＬＦ（Θ，ｔ） ． （２）
上述方程就是工程结构非线性随机动力响应分析的基本物理方程．它以统一的方式考虑

了结构参数随机场与外部激励的随机过程（场）．应该强调指出：由于必须耦合求解整体动力平

衡方程与本构层次的非线性微分方程组［３１］，上述方程解的解析表达式是几乎不可能给出的．
１．２　 广义概率密度演化方程

从方程（２）可见，由于系统参数与外部激励的随机性，结构的响应 Ｘ（ ｔ） 是一个向量随机

过程．值得强调的是，正是由于同时考虑系统参数与外部激励的随机性， Ｘ（ ｔ） 一般不是 Ｍａｒｋｏｖ
向量过程．这使得经典随机动力学中的 ＦＰＫ 方程难以应用于方程（２）所描述的物理问题．

但是，注意到方程（２）中的随机性来自 Θ，而在增广向量（Ｘ（ ｔ），Θ） 的演化过程中，既没有

随机因素消失、也没有新的随机因素加入，因此（Ｘ（ ｔ），Θ） 是一个概率保守的随机过程．根据

概率守恒原理，必有［３２］

　 　 Ｐ { （Ｘ（ ｔ），Θ） ∈ （Ωｔ × Ωθ） } ＝ Ｐ { （Ｘ（ ｔ０），Θ） ∈ （Ωｔ０
× Ωθ） } ， （３）

这里 Ｐ {·} 表示随机事件的概率，Ωθ 为ΩΘ 中的任意子集，Ωｔ 为与初始时刻 ｔ０ 时结构响应空间

中的子集 Ωｔ０ 相对应的 ｔ 时刻的子集．
式（３）可以等价地表示为
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　 　 ｄ
ｄｔ

Ｐ { （Ｘ（ ｔ），Θ） ∈ （Ωｔ × Ωθ） } ＝ ０． （４）

记 （Ｘ（ ｔ），Θ） 的联合概率密度函数为 ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ），ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）， 由式（４）可得［３３］

　 　 ｄ
ｄｔ ∫Ωｔ×Ωθ

ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）ｄｘｄθ ＝ ０， （５）

经进一步推导可得

　 　
∂ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）

∂ｔ
＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｘ ｊ（θ，ｔ）

∂ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）
∂ｘ ｊ

＝ ０， （６）

其中 Ｘ ｊ（θ，ｔ） 是 {Θ ＝ θ } 时方程给出的速度解答，它在本质上反映了系统演化过程中物理状

态的即时变化．
式（６）称为广义概率密度演化方程［３２］ ．对比分析可知，在经典的 ＦＰＫ 方程中，物理系统的

信息是以漂移与扩散系数的形式植入概率密度控制方程之中的（表现为一阶与二阶导数矩）．
因此，概率密度的控制方程是状态向量之间完全耦合、物理状态与密度演化完全耦合的方程．
由于这种耦合，造成了高维 ＦＰＫ 方程求解的巨大困难．而在式（３） ～ （６）的推导过程中，并没有

涉及到具体的物理系统性质．因此可以认为广义概率密度演化方程（６）与物理方程（２）是解耦

的．事实上，系统物理状态变化对系统概率密度演化的影响，是以物理方程解 Ｘ ｊ（θ，ｔ） 的形式

体现在广义概率密度演化方程之中的．这种背景，将广义概率密度演化方程与经典的 ＦＰＫ 方

程（及其简化的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 方程）鲜明地区别出来．
当考察系统响应的某一个分量（例如第 ℓ 个分量 Ｘℓ（ ｔ）） 的概率信息时，由于过程（Ｘℓ（ ｔ），

Θ） 也是一个概率保守的随机过程，从而类似地可得如下偏微分方程：

　 　
∂ｐＸℓΘ（ｘℓ，θ，ｔ）

∂ｔ
＋ Ｘℓ（θ，ｔ）

∂ｐＸℓΘ（ｘℓ，θ，ｔ）
∂ｘℓ

＝ ０． （７）

这是一个一维偏微分方程．
１．３　 广义概率密度演化方程的求解步骤

对于简单的单自由度问题，可以获得广义概率密度演化方程的解析解［３４］ ．而对于复杂的

多自由度系统，解析解就很难获得了．事实上，对于土木工程结构，在前述物理方程（２）中，需要

耦合本构方程与结构方程求解结构非线性内力［３１］，在一般情况下是无法给出其解析解的．这
样，自然也无法给出广义概率密度演化方程的解析解．

然而，由于广义概率密度演化方程实现了概率空间与物理空间的解耦，通过联立物理方程

与广义概率密度演化方程并通过数值方法次序求解，则不难给出复杂结构系统的随机非线性

动力响应解答．基本的求解策略如下：
１） 数值求解物理系统（２），给出 {Θ ＝ θ } 时的解答 Ｘℓ（θ，ｔ）， 可以采用各种成熟的非线

性计算力学分析方法进行这一工作．
２） 将求解物理方程获得的信息 Ｘℓ（θ，ｔ） 代入广义概率密度演化方程（７），采用适当数值

方法求解该方程．研究表明，采用具有 ＴＶＤ 性质的有限差分格式可以获得较为理想的解答［３５］ ．
最近，Ｐａｐａｄｏｐｏｕｌｏｓ 和 Ｋａｌｏｇｅｒｉｓ 成功尝试了采用 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法（ＳＵＰＧ）求解广义

概率密度演化方程的可能性［３６］ ．
３） 采用下式计算 Ｘ（ ｔ） 的概率密度函数

　 　 ｐＸℓ
（ｘℓ，ｔ） ＝ ∫

ΩΘ

ｐＸℓΘ（ｘℓ，θ，ｔ）ｄθ ． （８）
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采用数值方法求解广义概率密度演化方程，必然涉及到原始概率空间的合理剖分问题．在
此情况下，式（８）不再是一个常规的高维积分问题，而是在最优剖分情况下的概率叠加问题，
由此，生发出一系列饶有趣味的问题．事实上，虽然式（８）具有多维积分的形式，但它与一般的

多维积分具有本质的区别．由于这一区别，常用的 Ｓｍｏｌａｙｋ 稀疏点集等并不适用于广义概率密

度演化方程的求解［３７］ ．

２　 求解广义概率密度演化方程的新进展

２．１　 点演化与群演化

为了数值求解广义概率密度演化方程，通常需要将基本随机变量分布空间 ΩΘ 剖分为一

系列子域 Ωｑ，ｑ ＝ １，２，…，ｎｐｔ，即 ∪ｎｐｔ
ｑ ＝ １Ωｑ ＝ ΩΘ 且对任意 ｑ ≠ ｋ 有 Ωｑ ∩ Ωｋ ＝ ⌀ ．一种常用的剖

分方式是首先给定一个点集，然后以该点集的 Ｖｏｒｏｎｏｉ 区域作为概率空间的剖分子域［３８］ ．由于

方程对任意 Ωθ 均成立，因此，对于任意剖分子域Ωｑ，方程（７） 变为（为方便计，在下文中略去下

标 ℓ）

　 　
∂ｐｑ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ∫

Ω ｑ
Ｘ（θ，ｔ）

∂ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄθ ＝ ０， （９）

其中 ｐｑ（ｘ，ｔ） ＝ ∫
Ω ｑ

ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）ｄθ 为子域演化概率密度．

显然

　 　 ∫¥

－¥

ｐｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ∫¥

－¥
(∫

Ω ｑ

ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）ｄθ )ｄｘ ＝ ∫
Ω ｑ

ｐΘ（θ）ｄθ ＝ Ｐｑ， （１０）

可见， ｐｑ（ｘ，ｔ） 的总积分 Ｐｑ 恰为基本随机变量空间中剖分子域 Ωｑ 内的概率，且

　 　 ｐＸ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｑ ＝ １
ｐｑ（ｘ，ｔ）， （１１）

　 　 ∑
Ｎ

ｑ ＝ １
Ｐｑ ＝ １． （１２）

因此， Ｐｑ 可称为赋得概率．
根据积分中值定理，存在

　 　 ∫
Ω ｑ

Ｘ（θ，ｔ）
∂ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄθ ＝

　 　 　 　 ｖｑ（ｘ，ｔ） ∫
Ω ｑ

∂ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）
∂ｘ

ｄθ ＝ ｖｑ（ｘ，ｔ）
∂ｐｑ（ｘ，ｔ）

∂ｘ
， （１３）

从而可将剖分子域上的方程（９）转化为

　 　
∂ｐｑ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｖｑ（ｘ，ｔ）

∂ｐｑ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ ０，　 　 ｑ ＝ １，２，…，ｎｐｔ， （１４）

上式中的 ｖｑ（ｘ， ｔ） 在物理本质上是子集 Ωｑ 内所有样本状态变化的综合速度， 因此称之为“群
速度”．

在每个子域内，存在子域边界条件和初始条件

　 　 ｐｑ（ｘ，ｔ） ｘ→ ±¥
＝ ０，　 　 　 　 　 ｑ ＝ １，２，…，ｎｐｔ， （１５）

　 　 ｐｑ（ｘ，ｔ） ｔ ＝ ｔ０
＝ δ（ｘ － ｘ０）Ｐｑ， ｑ ＝ １，２，…，ｎｐｔ， （１６）

其中， Ｐｑ 是子域 Ωｑ 内的赋得概率．
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显然， 由于涉及不同样本的演化， 群速度 ｖｑ（ｘ，ｔ） 的解析表达式是很难获得的．因此， 需

要做适当的假定才能求解方程（１４）．作为最简单的一种假设， 可以假定子域 Ωｑ 内某一代表点

的速度 Ｘ（θｑ，ｔ） 等于群速度 ｖｑ（ｘ，ｔ）（这实质上是假定子域 Ωｑ 内所有 θ 对应的状态响应都相

等）．如此有

　 　 ∫
Ωｑ

Ｘ（θ，ｔ）
∂ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）

∂ｘ
ｄθ ＝ Ｘ（θｑ，ｔ）

∂ｐｑ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

． （１７）

将式（１７）代入式（９）可得到

　 　
∂ｐｑ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ Ｘ（θｑ，ｔ）

∂ｐｑ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ ０． （１８）

式（１８）称为概率密度的子域代表点演化方程（简称点演化方程），所对应的数值求解方法

称为点演化方法．在此前的研究中，广义概率密度演化方程的数值解通常是以这种形式实现

的．显然，由于是用某一点的速度 Ｘ（θｑ，ｔ） 代替子域群速度 ｖｑ（ｘ，ｔ），必然会产生一定误差．事实

上，对于不同的（ｘ，ｔ），使得式（１７） 精确成立的 θｑ 可能不同．
为了通过数值途径求解群演化方程，可以假设 ｐｑ（ｘ，ｔ） 服从正态分布，如此可得［３９］

　 　 ｖｑ（ｘ，ｔ） ≈ μ ｑ（ ｔ） ＋
σ ｑ（ ｔ）
σ ｑ（ ｔ）

（ｘ － μ ｑ（ ｔ））， （１９）

其中 μ ｑ（ ｔ） 是子域响应的均值，σ ｑ（ ｔ） 是子域响应的标准差，对均值与标准差的估计可以采用

子域内的局部加密算法．
将式（１９）代入式（１４），即得到近似的群演化方程：

　 　
∂ｐｑ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ μ ｑ（ ｔ） ＋

σ ｑ（ ｔ）
σ ｑ（ ｔ）

（ｘ － μ ｑ（ ｔ））
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｐｑ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ ０． （２０）

采用差分算法，不难求解上述方程．
显然，由于群演化方程反映了子域内各样本的概率信息，采用群演化方程求解的精度将高

于点演化算法．图 １ 给出了对一个 ８ 层剪切型框架结构的分析结果．其中，相对熵是指某给定时

点理论计算概率密度与 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟计算概率密度的相对误差，且是以 ５０ ０００ 次 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ 模拟为依据计算的．可以很清楚地看到：对于点演化方法，随着差分网格尺寸的减小，理
论方法的误差反而逐渐增大；而对于群演化方法，随着差分网格尺寸的减小，相对熵则逐渐减

小并趋于收敛．
２．２　 概率空间剖分的理性准则

尽管对任意的概率空间剖分，方程（９）均严格成立．但在实际应用中，只能剖分为有限且尽

可能少的子域，并在子域内采用数值方法求解．因此，如何进行基本随机变量分布区域的最佳

剖分、以获得精度较高的数值解，是一个重要的问题．

引入 ｐ－ ｑ（ｘ，ｔ） ＝
１
Ｐｑ

ｐｑ（ｘ，ｔ），由式（１１） 可以得到 ｐＸ（ｘ，ｔ） ＝∑
Ｎ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｐ

－
ｑ（ｘ，ｔ），显然∫∞

－∞
ｐ－ ｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ

＝ １．记 ｐｑ（ｘ，ｔ） 为 ｐ－ ｑ（ｘ，ｔ） 的近似数值解，由式（１１）有

　 　 ｐＸ（ｘ，ｔ） ≈ ｐＸ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｐｑ（ｘ，ｔ）， （２１）

因而近似数值解的误差为

　 　 ｅＰＤＦ（ｘ，ｔ） ＝ ｐＸ（ｘ，ｔ） － ｐＸ（ｘ，ｔ） ＝ ∫
ΩΘ

ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ）ｄθ － ∑
Ｎ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｐｑ（ｘ，ｔ） ． （２２）
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图 １　 不同算法的误差比较

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

概率密度函数可以通过特征函数表达为各阶矩的组合［４０］ ．因此，若其各阶矩的误差均很

小，则概率密度函数的误差亦很小．据此，可以通过矩估计建立概率空间剖分的理性准则．
为方便计，记 ｐＸ（ｘ，ｔ） 的 α 阶中心矩为

　 　 ｍα（ ｔ） ＝ ∫∞
－∞

ｘαｐＸ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ∫
ΩΘ

(∫∞
－∞

ｘαｐ－ＸΘ（ｘ，θ，ｔ）ｄｘ ) ｐΘ（θ）ｄθ ＝

　 　 　 　 ∫
ΩΘ

ｆα（θ，ｔ）ｐΘ（θ）ｄθ， （２３）

其中

　 　 ｐ－ＸΘ（ｘ，θ，ｔ） ＝ ｐＸΘ（ｘ，θ，ｔ） ／ ｐΘ（θ）， ｆα（θ，ｔ） ＝ ∫∞
－∞

ｘαｐ－ＸΘ（ｘ，θ，ｔ）ｄｘ ．

α 阶中心矩的数值近似解为

　 　 ｍα（ ｔ） ＝ ∫∞
－∞

ｘα ｐＸ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ∑
ｎｐｔ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·∫∞

－∞
ｘα ｐｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ∑

ｎｐｔ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｆα（θｑ，ｔ） ． （２４）

因此， α 阶中心矩的误差为

　 　 ｅα（ ｔ） ＝ ｍα（ ｔ） － ｍα（ ｔ） ＝ ∫
ΩΘ

ｆα（θ，ｔ）ｐΘ（θ）ｄθ － ∑
ｎｐｔ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｆα（θｑ，ｔ） ． （２５）

ｆα（θ，ｔ） 的解析表达通常是未知的，且对不同的 α 其表达式也不相同．但当 ｐΘ（θ） 是超立

方体［０，１］ ｓ 上的均匀分布且 Ｐｑ ＝
１
ｎｐｔ

时，存在如下的 Ｋｏｋｓｍａ⁃Ｈｌａｗｋａ 不等式［４１⁃４２］：

　 　 ∫
［０，１］ ｓ

ｆα（θ，ｔ）ｄθ － １
ｎｐｔ
∑
ｎｐｔ

ｑ ＝ １
ｆα（θｑ，ｔ） ≤ Ｖ（ ｆα）·Ｄ（Ｍ）， （２６）

其中 Ｖ（ ｆα） 是有界变差函数 ｆα（θ，ｔ） 的变差，Ｍ ＝ { θｑ } ｎｐｔ
ｑ ＝ １ 是［０，１］ ｓ 上的点集，Ｄ（Ｍ） 是点集Ｍ

的偏差

　 　 Ｄ（Ｍ） ＝ ｓｕｐ
ｘ∈［０，１］ ｓ

Ｎ（Ｍ，［０，ｘ］）
ｎｐｔ

－ Ｖ（［０，ｘ］） ， （２７）

这里 Ｎ（Ｍ，［０，ｘ］） 表示点集 Ｍ 中的点包含在超长方体［０，ｘ］ 内的数目，Ｖ（［０，ｘ］） ＝ ∏ ｓ

ｊ ＝ １
ｘ ｊ

是超长方体［０，ｘ］ 的体积．
Ｋｏｋｓｍａ⁃Ｈｌａｗｋａ 不等式（２６）表明，数值求解误差取决于函数本身的变差与点集的偏差．因

此，点集偏差越小、数值误差将越小．从这一意义上说，对于不同阶 α 的不同函数 ｆα（θ，ｔ） ，只要
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点集偏差很小，则各阶矩的误差必然都很小．换句话说，同一个点集适用于不同阶矩的误差估

计．由此，也可给出概率密度函数数值误差的界限．
工程中的基本随机变量往往并非均匀分布（例如一般认为混凝土强度服从正态或对数正

态分布）．在近期的研究工作中，对于非均匀的一般概率分布，严格地证明了如下不等式［４３⁃４４］：

　 　 ｅα（ ｔ） ＝ ∫
ΩΘ

ｆα（θ，ｔ）ｐΘ（θ）ｄθ － ∑
ｎｐｔ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｆα（θｑ，ｔ） ≤ Ｖ（ ｆα）·ＤＥＦ（Ｍ）， （２８）

其中推广的偏差（又称 ＥＦ 偏差） ＤＥＦ（Ｍ） 为

　 　 ＤＥＦ（Ｍ） ＝ ｓｕｐ
ｘ∈ΩΘ

ＦΘ（ｘ） － ＦΘ，ｎｐｔ（ｘ；Ｍ） ， （２９）

这里 ＦΘ（ｘ） ＝ ∫ｘ
－∞

ｐΘ（θ）ｄθ 为随机变量 Θ的概率分布函数，ＦΘ，ｎｐｔ（ｘ；Ｍ） 为由点集 Ｍ ＝ { θｑ ∈

ΩΘ } ｎｐｔ
ｑ ＝ １ 与相应赋得概率 {Ｐｑ } ｎｐｔ

ｑ ＝ １ （由式（１０）确定）所得到的经验分布函数：

　 　 ＦΘ，ｎｐｔ（ｘ；Ｍ） ＝ ∑
ｎｐｔ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·Ｉ { θｑ ≤ ｘ } ， （３０）

这里 Ｉ { θｑ ≤ ｘ } 是示性函数，当 { θｑ ≤ ｘ } 为真时其值为 １、否则为 ０．值得注意，在一般的经验

分布函数定义中，上式中的 Ｐｑ 取为 １ ／ ｎｐｔ ．
遗憾的是，通常难以得到 ＥＦ 偏差 ＤＥＦ（Ｍ） 的解析表达，而其数值计算则是 ＮＰ 难解问题．

为此，进一步引入了广义 Ｆ 偏差（ＧＦ 偏差）的概念

　 　 ＤＧＦ（Ｍ） ＝ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｓ

{ ｓｕｐ
－∞ ＜ ｘ ｊ ＜∞

ＦΘ ｊ
（ｘ ｊ） － ＦΘ ｊ，ｎｐｔ（ｘ ｊ；Ｍ） } ＝ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｓ
{Ｄ ｊ（Ｍ） } ， （３１）

其中 Ｄ ｊ（Ｍ） ＝ ｓｕｐ
－∞ ＜ ｘ ｊ ＜∞

ＦΘ ｊ
（ｘ ｊ） － ＦΘ ｊ，ｎｐｔ（ｘ ｊ；Ｍ） 是第 ｊ 个随机变量的边缘偏差．

由于在各边缘偏差的计算中需要采用赋得概率，而赋得概率的计算需要联合概率密度函

数和点集的空间构形，因此在 ＧＦ 偏差中事实上包括了联合概率分布与点集空间构形信息、而
不仅包含通常意义上的边缘概率信息．文献［４３⁃４４］中论证了 ＧＦ 偏差与 ＥＦ 偏差的关系

　 　 ＤＧＦ（Ｍ） ≤ ＤＥＦ（Ｍ） ≤ ｓＤＧＦ（Ｍ） ． （３２）
据此，可将不等式（２８）进一步推广为

　 　 ｅα（ ｔ） ＝ ∫
ΩΘ

ｆα（θ，ｔ）ｐΘ（θ）ｄθ － ∑
ｎｐｔ

ｑ ＝ １
Ｐｑ·ｆα（θｑ，ｔ） ≤ ｓＶ（ ｆα）·ＤＧＦ（Ｍ） ． （３３）

这一不等式表明：点集的 ＧＦ 偏差越小、数值求解误差越小．因此，使得 ＧＦ 偏差最小化的

点集可以认为是最优点集．这就将点集的理性选择转化为优化问题．文献［４４］进一步给出了点

集优选的具体策略．
图 ２ 给出了一个 ２５ 层非线性结构随机响应的概率分布函数．在这一例子中，包含了 ５０ 个

基本随机变量，其中集中质量与层间刚度分别服从对数正态分布与 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布，变异系数为

０．２．图中点线为 １０ ０００ 次 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 分析获得的不同时刻响应概率分布函数，图 ２（ａ）为采用

５１２ 次 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟分析获得的结果，图 ２（ｂ）为概率密度演化分析结果，其中代表性点集

采用 ＧＦ 偏差最小化进行优选，代表点数目为 ５１２．从中可以看到，在概率密度演化理论中，采
用 ＧＦ 偏差最小化的代表性点集，获得的结果具有很高的精度，且适用于随机变量数目较大、
服从一般非均匀分布的问题．

值得指出：引入广义 Ｌ２ 偏差（ＧＬ２ 偏差），可以获得以 Ｌ２ 范数表达的广义概率密度演化方

程数值解误差界限估计．在文献［４５⁃４６］中，给出了 ＧＬ２ 偏差的解析表达式．由此，给出了一种

新的点集优选的理性准则和相应选点策略．最近，在上述工作基础上，Ｘｕ 和 Ｗａｎｇ 等进一步引
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入边缘分布分数阶矩最小化研究了点集优选问题［４７］ ．

（ａ） ５１２ 次 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 分析结果 （ｂ） 概率密度演化理论分析结果

（ ａ） Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｙ ５１２ ｔｉｍｅｓ ｏｆ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｙ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
图 ２　 非线性结构反应的概率分布函数

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

２．３　 点集加密策略

以上述代表点集作为基准点集，对较为稀疏的基准点集进行全局或局部加密，可以在不增

加对物理系统确定性分析次数的基础上，显著地提高广义概率密度演化方程的求解精度．
对于全局加密的情况，设加密后的点集为 Ｍｄｅｎ ＝ { θ（ｄｅｎ）

ｑ } ｎｄｅｎ
ｑ ＝ １，其相应的赋得概率为 Ａ ＝

{ Ａ（ｄｅｎ）
ｑ } ｎｄｅｎ

ｑ ＝ １ ．通常加密后的代表点数目 ｎｄｅｎ ≫ ｎｐｔ，且Ｍ⊂Ｍｄｅｎ ．这里，加密后的点集可以在给定

ｎｄｅｎ 并以 Ｍ ＝ { θｑ } ｎｐｔ
ｑ ＝ １ 作为子集的约束条件下求解约束优化问题得到．而优化准则，则可以使

用 ＧＦ 偏差最小或 ＧＬ２ 偏差最小的准则．
在局部加密的情况下，可以考虑在某些剖分子域适当增加选点个数．若需要点集加密的子

域有 ｍ个（ｍ≤ ｎｐｔ），分别记为Ωｋｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ，１≤ ｋｉ ≤ ｎｐｔ，则在每个子域Ωｋｉ 内的加密点集

可记为Ｍ ＋
ｋｉ
＝ { θ ＋

ｑ， ｊ }
ｎｋｉ
ｊ ＝ １（其中包括θｑ），从而形成的总加密点集为Ｍｄｅｎ ＝Ｍ∪ｍ

ｉ ＝ １Ｍ
＋
ｋｉ，其总数目为

ｎｄｅｎ ＝ ｎｐｔ ＋∑ｍ

ｉ ＝ １
ｎｋｉ

－ ｍ ．与之相应的赋得概率，可以按照点集Ｍｄｅｎ 在全空间进行 Ｖｏｒｏｎｏｉ 剖分

后根据式（１０）确定．或者仅对加密子域 Ωｋｉ 进行 Ｖｏｒｏｎｏｉ 剖分，从而得到与加密点集 Ｍ ＋
ｋｉ
＝

{ θ ＋
ｑ， ｊ }

ｎｋｉ
ｊ ＝ １ 对应的赋得概率 Ａ ＋

ｋｉ
＝ {Ｐ ＋

ｑ， ｊ }
ｎｋｉ
ｊ ＝ １ ．显然，Ｐｑ ＝ ∑ ｎｋｉ

ｊ ＝ １
Ｐ ＋

ｑ， ｊ ．

图 ３　 加密算法分析实例

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
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在获得加密点集后，可以采用基准点集进行物理系统的确定性分析、以获取结构响应信

息．而对加密点集，则可以采用基准点集求解结果进行信息拓展．研究表明，采用再生核质点近

似方法（ＲＫＰＭ） ［４８］、Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法［４９］以及支持向量机［５０］均有望获得较为满意的信息拓展结果．
在此基础上，利用上述所有点集的信息求解广义概率密度演化方程，即可获得精度更高的结

果．图 ３ 是一个 ８ 层剪切型框架结构的分析结果．在这一实例中，采用 １８０ 个基本点、７７６ 个加

密点集，利用再生核质点近似方法计算加密点集的动力响应．显然，仅利用基本点集计算获得

的结构响应概率密度函数产生了数值震荡，而采用加密算法能够有效地避免这一问题．

３　 结　 　 语

概率密度演化理论为大型复杂工程结构的灾害动力响应分析与可靠性设计提供了基础．
近年来，在广义概率密度演化方程求解方面又取得了系列新进展，包括：

１） 建立了群演化概率密度演化方程，发展了相应的求解算法；
２） 建立了广义概率密度演化方程数值求解误差估计的理论基础，提出了概率空间最优剖

分的理性准则；
３） 提出了点集加密策略，发展了系列的信息拓展技术，进一步提高了广义概率密度演化

方程求解效率和计算精度．
作者相信，这些研究进展，为将概率密度演化理论应用于更为广泛的工程领域进一步奠定

了基础．
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