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摘要：　 研究了一类含有小扰动具有分数阶导数的二自由度耦合振子的振动问题．首先对含有由

Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义的分数阶导数的振动方程组构造渐近解，利用多重尺度法，得到振动问题的

可解性条件．然后在可解性条件下，得到分数阶指数、系数及小参数对振动的影响，并求得渐近解．
最后研究了该解的稳定性，发现定常解都是稳定的．
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引　 　 言

振动问题在生活中随处可见，如弹簧振动、声波震动，以及太阳强迫的厄尔尼诺 ／南方涛动

（ＥＮＳＯ）充电振子振动等．人们对各种阻尼振动进行了大量的研究［１⁃１５］，如 Ｎａｙｆｅｈ 在文献［２］
中系统地讨论了各种整数阶阻尼振动， 包括 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程、Ｍａｔｈｉｅｕ 方程、Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程、多频

激励和参数激励方程，还包括二自由度陀螺系统的非线性振动等．他研究了这些方程的渐近

解、共振情况及可解性条件等．刘灿昌等也在文献［３］中讨论了整数阶导数参数激励振动问题

的稳定性等．
随着科技的发展，特别是在航空航天科技中，各种黏性物质被用来减震降噪．由于整数阶

导数由局部极限定义，不能表达黏性物质的记忆特征，而分数阶导数定义含有卷积部分，能很

好地表达记忆效果，表示出随时间累积的效应［４⁃５］，学者们广泛研究用分数阶导数描述阻尼的

振动模型，如文献［４⁃１５］等．这些文献只是对单自由度的振动进行了研究，对二自由度的研究

却很少看到．本文将在文献［１⁃１６］的基础上研究含有小参数的分数阶导数的二自由度耦合振

子的阻尼振动问题的可解性条件，及在可解的情况下，小参数、分数阶导数及其系数对解的影

响，最后给出解的稳定性结论．
考虑二自由度耦合阻尼系统［１］
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ｄ２ｕ２

ｄｔ２
＋ ｕ１ ＋ εｋ

ｄαｕ１

ｄｔα
＝ εｆ２ｃｏｓ（ωｔ）， （２）

其中为了方便计算，黏性系数记为 εｋ， ０ ＜ ε ≪ １， ０ ＜ α ＜ １，ｋ， ｆ１， ｆ２ 是正常数．这里 ε 的意

义是小阻尼，方程（１）、（２） 可不出现 ｋ，或令 ｋ ＝ １， 不影响论文结论．

１　 可解性条件

引入多重尺度 Ｔ０ ＝ ｔ， Ｔ１ ＝ εｔ， Ｔ２ ＝ ε２ ｔ， 则

　 　 ｄ
ｄｔ

＝ Ｄ０ ＋ εＤ１ ＋ …， （３）

　 　 ｄ２

ｄｔ２
＝ Ｄ２

０ ＋ ２εＤ０Ｄ１ ＋ …， （４）

其中　 　 Ｄｎ ＝ ∂ ／ ∂Ｔｎ，　 　 ｎ ＝ ０，１，２．
设

　 　 ｕｍ（ ｔ） ＝ ｕｍ０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕｍ１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …，　 　 ｍ ＝ １，２． （５）
把式（３） ～ （５）代入到式（１）、（２） 中， 得

　 　 （Ｄ２
０ ＋ ２εＤ０Ｄ１）（ｕ１０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕ１１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …） ＋

　 　 　 　 εｋＲ
０Ｄα（ｕ２０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕ２１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …） ＋

　 　 　 　 （ｕ２０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕ２１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …） ＝ εｆ１ｃｏｓ（ωｔ）， （６）
　 　 （Ｄ２

０ ＋ ２εＤ０Ｄ１）（ｕ２０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕ２１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …） ＋
　 　 　 　 εｋＲ

０Ｄα（ｕ１０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕ１１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …） ＋
　 　 　 　 （ｕ１０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｕ１１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …） ＝ εｆ２ｃｏｓ（ωｔ）， （７）

其中 ｋ 为常数，Ｒ
０Ｄα 是 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义下自变量的初始值为 ０ 的 α 阶导数，α 是分数［４］ ．

令式（６）、（７）中 ε 同次幂相等，得
　 　 Ｄ２

０ｕ１０ ＋ ｕ２０ ＝ ０， （８）
　 　 Ｄ２

０ｕ２０ ＋ ｕ１０ ＝ ０， （９）
　 　 Ｄ２

０ｕ１１ ＋ ｕ２１ ＋ ２Ｄ０Ｄ１ｕ１０ ＋ ｋＲ
０Ｄα

Ｔ０ｕ２０ ＝ ｆ１ｃｏｓ（ωＴ０）， （１０）
　 　 Ｄ２

０ｕ２１ ＋ ｕ１１ ＋ ２Ｄ０Ｄ１ｕ２０ ＋ ｋＲ
０Ｄα

Ｔ０ｕ１０ ＝ ｆ２ｃｏｓ（ωＴ０） ． （１１）
因为式（８）、（９）是耦合的常系数方程组，故设

　 　 ｕ１０ ＝ ｃ１ｅｉΩＴ０， ｕ２０ ＝ ｃ２ｅｉΩＴ０， （１２）
其中正数 Ω，ｃ１，ｃ２ 为待定且与 Ｔ０ 无关的函数．把式（１２）代入式（８）、（９）中，得

　 　 － Ω２ｃ１ ＋ ｃ２ ＝ ０， （１３）
　 　 ｃ１ － Ω２ｃ２ ＝ ０． （１４）

为了得到式（１３）、（１４）的非平凡解， 利用频率 Ω ＞ ０，得 Ω ＝ １．所以 ｃ１ ＝ ｃ２ ≠ ０．则

　 　 ｕ１０ ＝ ｕ２０ ＝ Ａ（Ｔ１）ｅｉＴ０ ＋ Ａ
－
（Ｔ１）ｅ

－ ｉＴ０，
这里， Ａ（Ｔ１） 是关于 Ｔ１ 的函数， 可由式（１０）、（１１）确定．利用分数阶导数 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定

义及性质［４］，可得

　 　 Ｒ
０Ｄα

Ｔ０ｕｍ０ ＝ １
Γ（１ － α）

ｄ
ｄＴ０
∫Ｔ０

０
（Ｔ０ － τ） －αｕｍ０（τ）ｄτ ＝ Ａ（Ｔ１）ｅｉ（Ｔ０＋πα ／ ２） ＋ ｃｃ，

这里 ｃｃ 是其前面项的共轭复数项，其中 ｍ ＝ １，２．又

１０３１葛　 　 志　 　 新　 　 　 陈　 　 咸　 　 奖　 　 　 陈　 　 松　 　 林



　 　 Ｄ０Ｄ１ｕｍ０ ＝ Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２＋Ｔ０） ＋ ｃｃ，
这里 Ａ ＝ ∂Ａ ／ ∂Ｔ１， 且

　 　 ｆｍｃｏｓ（ωｔ） ＝ １
２

ｆｍｅｉωＴ０ ＋ １
２

ｆｍｅ
－ ｉωＴ０ ．

因此式（１０）、（１１）可转化为

　 　 Ｄ２
０ｕ１１ ＋ ｕ２１ ＝ － Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（Ｔ０＋πα ／ ２） ＋ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２＋Ｔ０） － １

２
ｆ１ｅｉωＴ０ ＋ ｃｃé

ë
êê

ù

û
úú ， （１５）

　 　 Ｄ２
０ｕ２１ ＋ ｕ１１ ＝ － Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（Ｔ０＋πα ／ ２） ＋ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２＋Ｔ０） － １

２
ｆ２ｅｉωＴ０ ＋ ｃｃé

ë
êê

ù

û
úú ． （１６）

当 ω ≈ １ 时，令 ω ＝ １ ＋ εσ， 式（１５）、（１６）化简为

　 　 Ｄ２
０ｕ１１ ＋ ｕ２１ ＝ － Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２） － １

２
ｆ１ｅｉσＴ１é

ë
êê

ù

û
úú ｅｉＴ０ ＋ ｃｃ， （１７）

　 　 Ｄ２
０ｕ２１ ＋ ｕ１１ ＝ － Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２） － １

２
ｆ２ｅｉσＴ１é

ë
êê

ù

û
úú ｅｉＴ０ ＋ ｃｃ ． （１８）

寻找式（１７）、（１８）的比例于 ｅｉＴ０ 但不带长期项的特解．令
　 　 ｕ１１ ＝ Ｐ１（Ｔ１）ｅｉＴ０， ｕ２１ ＝ Ｑ１（Ｔ１）ｅｉＴ０， （１９）

其中 Ｐ１（Ｔ１）， Ｑ１（Ｔ１） 待定．把式（１９） 代入式（１７）、（１８） 中， 则得当 ω≈１ 时方程组的可解性

条件：

　 　 ２Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ４Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２） － １
２

ｆ１ｅｉσＴ１ － １
２

ｆ２ｅｉσＴ１ ＝ ０． （２０）

当 ω 不近似于 １ 时，类似于 ω ≈ １， 可得这时的可解性条件为

　 　 Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２） ＝ ０． （２１）

２　 激励项的频率与固有频率接近时可解性条件分析

用极坐标形式表示 Ａ（Ｔ１），设 Ａ（Ｔ１） ＝ ρｅｉθ，其中 ρ，θ 是关于 Ｔ１ 的函数．当激励项的频率与

固有频率接近即 ω ≈ １ 时，式（２０）可转化为

　 　 ２ρｋｅｉ（πα ／ ２＋θ） ＋ ４（ρ ＋ ｉρθ）ｅｉ（π ／ ２＋θ） － １
２

ｆ１ｅｉσＴ１ － １
２

ｆ２ｅｉσＴ１ ＝ ０，

即

　 　 ２ρｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ４（ρ ＋ ｉρθ）ｅｉ（π ／ ２） － １
２

ｆ１ｅｉ（σＴ１－θ） － １
２

ｆ２ｅｉ（σＴ１－θ） ＝ ０，

即

　 　 ２ρｋ ｃｏｓ πα
２

＋ ｉ ｓｉｎ πα
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４（ρ ＋ ｉρθ）ｉ － １

２
ｆ１（ｃｏｓ（σＴ１ － θ） ＋

　 　 　 　 ｉ（ｓｉｎ（σＴ１ － θ））） － １
２

ｆ２（ｃｏｓ（σＴ１ － θ） ＋ ｉ（ｓｉｎ（σＴ１ － θ））） ＝ ０． （２２）

把式（２２）虚、实部分开，并化简，得

　 　 ２ρｋｃｏｓ πα
２

－ ４ρθ － １
２

ｆ１ｃｏｓ（σＴ１ － θ） － １
２

ｆ２ｃｏｓ（σＴ１ － θ） ＝ ０， （２３）

　 　 ２ρｋｓｉｎ πα
２

＋ ４ρ － １
２

ｆ１ｓｉｎ（σＴ１ － θ） － １
２

ｆ２ｓｉｎ（σＴ１ － θ） ＝ ０． （２４）
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令 γ ＝ σＴ１ － θ，则 γ ＝ σ － θ，其中 γ ＝ ｄγ ／ ｄＴ１，θ ＝ ｄθ ／ ｄＴ１ ．式（２３）、（２４）可转化为

　 　 ２ρｋｃｏｓ πα
２

＋ ４ργ － ４ρσ － １
２

ｆ１ｃｏｓ γ － １
２

ｆ２ｃｏｓ γ ＝ ０， （２５）

　 　 ２ρｋｓｉｎ πα
２

＋ ４ρ － １
２

ｆ１ｓｉｎ γ － １
２

ｆ２ｓｉｎ γ ＝ ０． （２６）

图 １ 是 ρ，γ随 Ｔ１ 的变化曲线，这是对式（２５）、（２６） 在一定条件下数值积分的结果．可以发

现，随着 Ｔ１ 的增大，ρ，γ 渐趋稳态．

α ＝ ０．５， ｆ１ ＝ ｆ２ ＝ ０．５， σ ＝ １， ｋ ＝ １

图 １　 ρ⁃Ｔ１ 和 γ⁃Ｔ１ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ρ⁃Ｔ１ ａｎｄ γ⁃Ｔ１ ｃｕｒｖｅｓ

这时求稳态解．因为 γ ＝ ０，ρ ＝ ０， 则由式（２５）、（２６）得

　 　 ２ρｋｃｏｓ πα
２

－ ４ρσ － １
２

ｆ１ｃｏｓ γ － １
２

ｆ２ｃｏｓ γ ＝ ０， （２７）

　 　 ２ρｋｓｉｎ πα
２

－ １
２

ｆ１ｓｉｎ γ － １
２

ｆ２ｓｉｎ γ ＝ ０． （２８）

由式（２７）、（２８）得

　 　 ４ρ２ｋ２ － １６ρ２ｋσｃｏｓ πα
２

＋ １６ρ２σ２ ＝ １
４
（ ｆ１ ＋ ｆ２） ２ ．

因为

　 　 ｋ２ － ４ｋσｃｏｓ πα
２

＋ ４σ２ ≥ ０，

所以

　 　 ρ ＝
ｆ１ ＋ ｆ２

４ ｋ２ － ４ｋσｃｏｓ（πα ／ ２） ＋ ４σ２
， （２９）

且

　 　 ｓｉｎ γ ＝ ４ｋρｓｉｎ（πα ／ ２）
ｆ１ ＋ ｆ２

＝ ｋｓｉｎ（πα ／ ２）

ｋ２ － ４ｋσｃｏｓ（πα ／ ２） ＋ ４σ２
． （３０）

又因为

　 　 ｋｃｏｓ πα
２

－ ２σæ

è
ç

ö

ø
÷

２

≥ ０，

所以

　 　 ｋ２ｃｏｓ２ πα
２

－ ４ｋσｃｏｓ πα
２

＋ ４σ２ ≥ ０，
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即

　 　 ｋ２ｓｉｎ２ πα
２

≤ ｋ２ － ４ｋσｃｏｓ πα
２

＋ ４σ２，

从而 ｜ ｓｉｎ γ ｜ ≤ １．所以式（３０） 有意义，且 α，σ 可取定义域内任意值．
图 ２、图 ３ 是稳态解时， ρ⁃α 和 ρ⁃ｋ 的曲线图．它们反映了随着 α，ｋ 的增大，ρ 的变化趋势．

ｆ１ ＝ ｆ２ ＝ ０．５， σ ＝ １， ｋ ＝ １ ｆ１ ＝ ｆ２ ＝ ０．５， σ ＝ １， α ＝ ０．５

图 ２　 ρ⁃α 的曲线图 图 ３　 ρ⁃ｋ 的曲线图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ρ⁃α ｃｕｒｖｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ρ⁃ｋ ｃｕｒｖｅ

此时

　 　 ｕ１ ＝ ｃ１ρｃｏｓ（ωＴ０ － γ） ＋ Ｏ（ε）， ｕ２ ＝ ｃ２ρｃｏｓ（ωＴ０ － γ） ＋ Ｏ（ε），
这里 ρ，γ由式（２９）、（３０） 决定，ｃ１，ｃ２ 为由初始条件确定的常数．可以发现分数阶指数对渐近解

影响在振幅及初相位上，而小参数 ε 对解的影响在高阶上，激励频率 ω 对解的频率影响较大．
进一步研究该定常解的稳定性．设 Ａ（Ｔ１） ＝ ａ（Ｔ１） ＋ ｉｂ（Ｔ１）， 并代入式（２０）得
　 　 ２［ａ（Ｔ１） ＋ ｉｂ（Ｔ１）］ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ４ ［ａ（Ｔ１） ＋ ｉｂ（Ｔ１）］ｅｉ（π ／ ２） －

　 　 　 　 １
２

ｆ１ｅｉσＴ１ － １
２

ｆ２ｅｉσＴ１ ＝ ０． （３１）

把式（３１）分离虚、实部得

　 　 ｂ（Ｔ１） ＝ １
２

ｋａ（Ｔ１）ｃｏｓ
πα
２

－ １
２

ｋｂ（Ｔ１）ｓｉｎ
πα
２

－

　 　 　 　 １
８

ｆ１ｃｏｓ（σＴ１） － １
８

ｆ２ｃｏｓ（σＴ１）， （３２）

　 　 ａ（Ｔ１） ＝ － １
２

ｋａ（Ｔ１）ｓｉｎ
πα
２

－ １
２

ｋｂ（Ｔ１）ｃｏｓ
πα
２

＋

　 　 　 　 １
８

ｆ１ｓｉｎ（σＴ１） ＋ １
８

ｆ２ｓｉｎ（σＴ１） ． （３３）

方程组（３２）、（３３）的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　
－ １

２
ｋｓｉｎ πα

２
１
２

ｋｃｏｓ πα
２

－ １
２

ｋｃｏｓ πα
２

－ １
２

ｋｓｉｎ πα
２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

所以

　 　 λ ＋ １
２

ｋｓｉｎ πα
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
４

ｋ２ ｃｏｓ πα
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ０，

即
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　 　 λ２ ＋ λｋｓｉｎ πα
２

＋ １
４

＝ ０．

由于 ｋ ＞ ０，０ ＜ α ＜ １，所以 ｋｓｉｎ（πα ／ ２） ＞ ０；又 １ ／ ４ ＞ ０，所以两特征根是具有负实部的复数

或者就是负实数， 所以该定常解无论 α 取定义域内任何值都是稳定的．

３　 激励项的频率与固有频率差异较大时可解性条件分析

当激励项的频率与固有频率差异较大即 ω不近似于 １ 时， 设 Ａ（Ｔ１） ＝ ρｅｉθ， 则式（２１）可转

化为

　 　 ２ρｋｅｉ（πα ／ ２＋θ） ＋ ４（ρ ＋ ｉρθ）ｅｉ（π ／ ２＋θ） ＝ ０． （３４）
把式（３４）虚、实部分开并化简，得

　 　 ρ ｋｃｏｓ πα
２

－ ２θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （３５）

　 　 ｋρｓｉｎ πα
２

＋ ２ρ ＝ ０．

由于 ｕ１０ ＝ ｕ２０ ＝ Ａ（Ｔ１）ｅｉＴ０ ＋ Ａ
－
（Ｔ１）ｅ

－ ｉＴ０，我们要找 ｕ１０，ｕ２０ 的非平凡解，所以式（３５） 中 ρ ≠０．从
而得

　 　 θ ＝ ｋ
２

Ｔ１ｃｏｓ
πα
２

＋ ｃ１， ρ ＝ ｃ２ｅ
－（ｋ ／ ２）Ｔ１ｓｉｎ（πα ／ ２） ．

这时

　 　 ｕ１ ＝ ｃ２ｅ
－（ｋ ／ ２）εＴ０ｓｉｎ（πα ／ ２） ｃｏｓ Ｔ０ ＋ ｋ

２
εＴ０ｃｏｓ

πα
２

＋ ｃ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ε），

　 　 ｕ２ ＝ ｃ２ｅ
－（ｋ ／ ２）εＴ０ｓｉｎ（πα ／ ２） ｃｏｓ Ｔ０ ＋ ｋ

２
εＴ０ｃｏｓ

πα
２

＋ ｃ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ε） ．

可以发现， α，ε，ｋ 对渐近解的影响既在振幅上也在初相位 ϕ０ 上，且振幅是指数型衰减，激励频

率 ω 对解的固有频率影响较小，或者说影响在高阶上．这里 ｃ１，ｃ２ 是由初始条件确定的常数．
图 ４～６ 是振幅 ρ 关于各个变量变化的 ３Ｄ 图，图 ７ ～ ９ 是初相位 ϕ０ 关于各个变量变化的

３Ｄ 图．可以看到无论是振幅还是初相位都随 ε，α的增大而减小．且可以类似地得到无论是振幅

还是初相位都随 ｋ 的增大而减小．

ε ＝ ０．５， ｃ２ ＝ １， ｋ ＝ １ α ＝ ０．５， ｃ２ ＝ １， ｋ ＝ １ Ｔ０ ＝ １， ｃ２ ＝ １， ｋ ＝ １

图 ４　 ρ（α， Ｔ０） 的曲面图 图 ５　 ρ（ε， Ｔ０） 的曲面图 图 ６　 ρ（ε， α） 的曲面图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ρ（α，Ｔ０） ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ρ（ε，Ｔ０） ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ρ（ε，α） ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ

继续研究该解的稳定性．把 Ａ（Ｔ１） ＝ ａ（Ｔ１） ＋ ｉｂ（Ｔ１） 代入式（２１）得
　 　 ［ａ（Ｔ１） ＋ ｉｂ（Ｔ１）］ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ２ ［ａ（Ｔ１） ＋ ｉｂ（Ｔ１）］ｅｉ（π ／ ２） ＝ ０．
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分离虚、实部得

　 　 ｂ（Ｔ１） ＝ １
２

ｋａ（Ｔ１）ｃｏｓ
πα
２

－ １
２

ｋｂ（Ｔ１）ｓｉｎ
πα
２

，

　 　 ａ（Ｔ１） ＝ － １
２

ｋａ（Ｔ１）ｓｉｎ
πα
２

－ １
２

ｋｂ（Ｔ１）ｃｏｓ
πα
２

．

此方程组 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　
－ １

２
ｋｓｉｎ πα

２
１
２

ｋｃｏｓ πα
２

－ １
２

ｋｃｏｓ πα
２

－ １
２

ｋｓｉｎ πα
２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

和前面相同，该矩阵两特征根是具有负实部的复数或者就是负实数， 所以该定常解无论 α 取

定义域内任何值也都是稳定的．

ε ＝ ０．５， ｃ１ ＝ １， ｋ ＝ １ α ＝ ０．５， ｃ１ ＝ １， ｋ ＝ １ Ｔ０ ＝ １， ｃ１ ＝ １， ｋ ＝ １

图 ７　 ϕ０（α， Ｔ０） 的曲线图 图 ８　 ϕ０（ε， Ｔ０） 的曲线图 图 ９　 ϕ０（ε， α） 的曲线图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ϕ０（α， Ｔ０） ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ϕ０（ε， Ｔ０） ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ϕ０（ε， α） ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ

４　 结　 　 论

当激励项的频率与固有频率接近即 ω ≈ １ 时，方程组（１）、（２）可解性条件是

　 　 ２Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ４Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２） － １
２

ｆ１ｅｉσＴ１ － １
２

ｆ２ｅｉσＴ１ ＝ ０．

这时

　 　 ｕ１ ＝ ２ρｃｏｓ（ωＴ０ － γ） ＋ Ｏ（ε）， ｕ２ ＝ ２ρｃｏｓ（ωＴ０ － γ） ＋ Ｏ（ε），
其中 ρ，γ 由式（２９）、（３０） 决定．可以发现分数阶指数对渐近解影响在振幅及初相位上； 随着

α，ｋ的增大，ρ逐渐减小；ε对渐近解的影响在高阶上，激励频率 ω 对解的频率影响较大．该解无

论分数阶导数取定义域内何值都是稳定的．
当激励项的频率与固有频率差异较大即 ω不近似于１时，类似于ω≈１， 可得可解性条件为

　 　 Ａ（Ｔ１）ｋｅｉ（πα ／ ２） ＋ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉ（π ／ ２） ＝ ０．
这时

　 　 ｕ１ ＝ ｃ２ｅ
－（ｋ ／ ２）εＴ０ｓｉｎ（πα ／ ２） ｃｏｓ Ｔ０ ＋ ｋ

２
εＴ０ｃｏｓ

πα
２

＋ ｃ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ε），

　 　 ｕ２ ＝ ｃ２ｅ
－（ｋ ／ ２）εＴ０ｓｉｎ（πα ／ ２） ｃｏｓ Ｔ０ ＋ ｋ

２
εＴ０ｃｏｓ

πα
２

＋ ｃ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ε） ．

α，ε，ｋ 对渐近解的影响既在振幅上也在频率上，且振幅是指数型衰减，激励频率 ω 对解的频率

影响较小，或者说影响在高阶上．该解无论分数阶导数取定义域内何值也都是稳定的．
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通过对该具有分数阶导数二自由度耦合振子的振动问题的研究，可以通过调整分数阶导

数等相关因素来达到控制振动振幅、频率等相关情况．
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