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摘要：　 由 ２ 个共轭的实调和函数构建 １ 个复解析函数，其复分析在应用数学和力学领域具有重

要的作用．提出了一个加权残数方程组，证明了该方程组为 ２ 个共轭函数的域内控制方程、边界条

件和边界上 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ（柯西⁃黎曼）条件的近似解，等效为复解析函数的逼近方程．在离散空

间中，由该加权残数方程分别推导出 ２ 个位势问题的直接边界积分方程和 １ 个表示 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ 条件的有限差分方程，随后解决了弱奇异线性方程组的求解难题，并提出用 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式

求内点值的方法，从而建立了一种用于复分析的常单元共轭边界元法．最后，用 ３ 个算例证明了所

提出方法适用于域内或域外的幂函数、指数函数或对数函数形式的解析函数，而且其误差与 ２ 维

位势问题是同等量级的．
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引　 　 言

众所周知，复分析在力学及多物理场问题中都发挥着重要的作用，在电磁场、传热与传质、
弹性力学、流体力学、断裂力学等广泛的物理和力学领域中，基于复变函数的复分析方法从过

去到现在都是一种重要的研究手段．例如，在电磁场理论中，平面内的电场可用一个复解析函

数 φ（ ｚ） 表述［１］：

　 　 φ（ ｚ） ＝ － ∫ｚ
ｚ０
Ｅｘｄｘ ＋ Ｅｙｄｙ，

式中， Ｅｘ 和 Ｅｙ 分别为（ｘ，ｙ） 平面内的 ｘ向和 ｙ向的电场强度， 而 φ（ ｚ） 称为电势．又例如，在弹

性力学中基于复变函数分析获得了许多经典问题的解析解［２⁃４］，可以用 ２ 个解析函数 φ（ ｚ） 和

ψ（ ｚ） 表示平面弹性问题的一般解：

　 　 ２Ｇ（ｕ ＋ ｉｖ） ＝ ３ － μ
１ ＋ μ

φ（ ｚ） － ｚφ′（ ｚ） － ψ′（ ｚ），

　 　 σｘ ＋ σｙ ＝ ４Ｒ { φ（ ｚ） } ，
　 　 σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉτ ｘｙ ＝ ２［ ｚ－φ′（ ｚ） ＋ φ（ ｚ）］，

式中 Ｇ 和 μ 为材料弹性常数，σ ｘ， σ ｙ和 τ ｘｙ 代表应力，ｕ 和 ｖ 为平面内的变形，Ｒ 表示取实部．
长久以来，许多学者尝试采用各种复分析方法研究了各类特定的力学与物理问题，但是仅
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在极少数特殊情形下才能获得问题精确的解析解答．通常，以幂函数级数、指数函数级数和对

数级数表示的复变函数，作为常用的形式解答，在无限域、圆域或者矩形域等特殊的规则几何

域内，获得了比较完美的最终解答．灵活普适的复分析方法最终取决于复分析的数值方法，而
本文正是在这个研究方向上的一种最新尝试．

相对而言，对实数域中数值分析方法的研究比复分析的类似研究要更加成熟、成果更加丰

富．通常认为，有限差分法（ＦＤＭ）、 有限单元法（ＦＥＭ）和边界单元法（ＢＥＭ）是 ３ 种主要的现代

数值方法，而最近十多年兴起的无网格方法（称为 ｍｅｓｈｆｒｅｅ 或者 ｍｅｓｈｌｅｓｓ）被认为是大有发展

前途的数值分析方法，但是这些方法都是关于实变函数和实数域的．以各向异性弹性力学为

例，有限元法被认为是通用的求解方法之一，直至最近仍然有新的单元类型被提出［５］，而 Ｓｔｒｏｈ
方法是一种有效的各向异性弹性力学复分析方法，在压电断裂［６］和表面波问题［７］中都已经证

明是成功的方法．本文的研究目标就是用边界元法拓展 Ｓｔｒｏｈ 列式的一种数值求解法．自边界

元法创立以来，边界元法被认为是一种低成本高效率的计算方法．以 Ｂｒｅｂｂｉａ［８］ 为代表的边界

元法初创者，首先用边界元求解了经典的位势问题．随后，有关位势问题的边界元法的研究，已
经涵盖了 ２ 维和 ３ 维位势问题的边界元数学理论基础、收敛性和误差分析、奇异函数及其积分

的数学处理、边界单元和网格的几何处理（角点处理等）以及各种求解算法和工程应用的方方

面面，这些研究成果反映在大量的书籍和文献中．虽然本文以复变函数为研究目标，但是研究

的起点就是经典的 ２ 维位势问题的边界元理论和方法．
在 Ｈｒｏｍａｄｋａ 和他的同事［９⁃１０］ 提出复变量边界元（ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈ⁃

ｏｄ，ＣＶＢＥＭ）之前，边界元都是一种实分析的数值方法．本文采取与 ＣＶＢＥＭ 不同的研究思路，
并不直接在复数域进行离散计算而是将 １ 个复变函数看作由 ２ 个实共轭调和函数组成，并分

别在 １ 个或者多个实数域或变换实数域中进行分析与计算，随后将实分析结果组合成复变函

数．本文研究的目标是复变解析函数，可是仅在实数域进行计算，对平面问题也仅采纳经典的

位势问题边界积分方程，在离散的实数域应用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 条件，最后采用复变函数（ ｆ．ｃ．
ｖ）的 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式进行边界元中内点的计算．因此，本文所提出的方法称为“复分析共轭边

界元”（ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆ．ｃ．ｖ，ＣＢＥＭ）更为恰当．
从建立与解析函数的等价实变共轭函数命题入手，建立了包含 ２ 个调和函数和 １ 个

Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 条件的加权残数方程组，随后推导出 ２ 个边界积分方程和 １ 个 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ 条件的边界积分方程，从而获得了与原问题控制方程的弱形式等价的 ３ 个边界积分方

程．需要指出的是，早在 ２０ 世纪 ８０ 年代，我国学者禤启沃和吴兹潜［１１］已经注意到调和函数的

共轭特性并应用这一性质改进了边界元算法．而在本文中，将更进一步把 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 条件

在离散边界元上的积分方程作为一个线性方程组的约束方程来使用．随后，建立与经典 ２ 维边

界元方程形式相同的离散边界方程，并解决了所建立的弱病态线性方程的求解方法问题，用复

变函数的 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式解决内点回代计算，最终成功实现了一种共轭边界元的完整算法．
此外，文章中简要讨论了所提出方法的收敛性、计算精度，而其他相关的深入研究将在后续文

献中陆续予以阐述．

１　 复解析函数的等价共轭实函数命题

设待求解析函数为 ｆ（ ｚ） ＝ ｕ ＋ ｉｖ，其中 ｕ和 ｖ是一组共轭的实函数，该函数定义在域 Ω内而

边界 Γ 包围域 Ω ．本文中，仅考虑单连通域围域内和域外的问题．作为定义在域 Ω 的复解析函
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数， ｕ 和 ｖ 是两个实调和函数［１２］，即
　 　 Ñ２ｕ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ω， （１）
　 　 Ñ２ｖ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ω ． （２）

另外，这一组实函数是共轭的，即解析域内满足 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 条件：
　 　 ｕ，ｘ ＝ ｖ，ｙ，　 　 　 ｉｎ Ω， （３）
　 　 ｕ，ｙ ＝ － ｖ，ｘ，　 　 ｉｎ Ω， （４）

或者在边界上满足 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 条件

　 　 ｕ，ｎ ＝ ｖ，ｓ，　 　 　 ｏｎ Γ， （５）
　 　 ｕ，ｓ ＝ － ｖ，ｎ，　 　 ｏｎ Γ， （６）

式中 （ｘ，ｙ） 和（ｎ，ｓ） 都定义在平面内的右手系中， 域及坐标系的定义如图 １ 所示．容易证明，
式（１） ～ （６）是单个复域解析函数充分而且必要的条件．通常， 复函数 ｆ（ ｚ） 在域内有定解的边

界条件可写为

　 　 Ｒ { Ａｆ } ＝ Ｕ０，　 　 ｏｎ Γｕ ＝ Γｖ （７）
和

　 　 Ｒ {Ｂｆ，ｎ } ＝ Ｓ０，　 　 ｏｎ Γｐ ＝ Γｑ， （８）
式中 Γ ＝ Γｕ ＋ Γｐ ＝ Γｖ ＋ Γｑ， Ａ 和 Ｂ 为复常数，Ｕ０ 和 Ｓ０ 为边界上的给定值．因此，求解复解析

函数 ｆ（ ｚ） 的等价命题是获取两个共轭实函数 ｕ（ｘ，ｙ） 和 ｖ（ｘ，ｙ）， 满足如下条件：
１） 域 Ω 内满足式（１）和式（２）；
２） 边界 Γ 上满足式（５）或者式（６）；
３） 边界 Γ 上满足式（７）和式（８）．

（ａ） 域内 （ｂ） 域外

（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｄｏｍａｉｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｄｏｍａｉｎ
图 １　 平面域及坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｉｎ ａ ｐｌａｎｅ

２　 复解析函数的加权残数理论

由上节可知，复解析函数的求解可归结为两个共轭调和实函数的求解，其中满足 ２ 个域内

调和问题和 １ 个边界 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 方程．考虑到加权残数理论是广泛应用于计算固体力学

的一种有效方法［１３］，因此，可定义如下加权残数方程组［１４］：

　 　 ∫
Ω
ｕ Ñ２ｗ１ｄΩ － ∫

Γ
ｕ
∂ｗ１

∂ｎ
ｄΓ ＋ ∫

Γ
ｐｗ１ｄΓ ＝ ０， （９）
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　 　 ∫
Ω
ｖ Ñ２ｗ２ｄΩ － ∫

Γ
ｖ
∂ｗ２

∂ｎ
ｄΓ ＋ ∫

Γ
ｑｗ２ｄΓ ＝ ０， （１０）

　 　 ∫
Γ

∂ｕ
∂ｎ

－ ∂ｖ
∂ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ３ｄΓ ＝ ０， （１１）

或者［１５］

　 　 ∫
Ω
（Ñ２ｕ）ｗ１ｄΩ ＋ ∫

Γｕ
（ｕ － ｕ－）

∂ｗ１

∂ｎ
ｄΓ － ∫

Γｐ
（ｐ － ｐ－）ｗ１ｄΓ ＝ ０， （１２）

　 　 ∫
Ω
（Ñ２ｖ）ｗ２ｄΩ ＋ ∫

Γｕ
（ｖ － ｖ－）

∂ｗ２

∂ｎ
ｄΓ － ∫

Γｐ
（ｑ － ｑ－）ｗ２ｄΓ ＝ ０， （１３）

　 　 ∫
Γ

∂ｕ
∂ｎ

ｗ３ｄΓ － ∫
Γ

∂ｖ
∂ｓ

ｗ３ｄΓ ＝ ０， （１４）

式中， ｗ ｉ，ｉ ＝ １，２，３ 为权函数或试函数．方程组（９）、（１０）可看作如下控制方程的弱形式：
　 　 Ñ２ｕ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ω， （１５）
　 　 Ñ２ｖ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ω， （１６）
　 　 ｕ，ｎ ＝ ｖ，ｓ，　 　 ｏｎ Γ， （１７）
　 　 ｕ ＝ ｕ－，　 　 ｏｎ Γｕ， （１８）
　 　 ｖ ＝ ｖ－，　 　 ｏｎ Γｖ， （１９）

　 　 ｐ ＝ ｐ－，　 　 ｏｎ Γｐ， （２０）
　 　 ｑ ＝ ｑ－，　 　 ｏｎ Γｑ， （２１）

其中引入记号 ｐ ＝ ｕ，ｎ 和 ｑ ＝ ｖ，ｎ 分别表示 ｕ 和 ｖ 的法向导数，Ｘ
－
代表 Ｘ 的给定值．显然上面一组

控制方程与第 １ 节控制方程组是等价的．
接下来，将加权残数表达式（９）、（１０）和式（１１）转化为边界积分方程．通常，当 ｗ ｉ 取不同

的形式时，可获得不同的边界积分方程［１４］ ．首先，考虑以奇异的基本函数为权函数形式，直接

推导出一系列边界积分方程．对于所谓的直接边界元法，选取基本解 Ｇ∗ 作为权函数，

　 　 ｗ ＝ ｗ１ ＝ ｗ２ ＝ Ｇ∗（Ｘ － Ｘ∗） ＝ － １
２π

ｌｎ（ ｜ Ｘ － Ｘ∗ ｜ ） ， （２２）

且基本解 Ｇ∗ 满足方程

　 　 Ñ２Ｇ∗（Ｘ，Ｘ∗） ＋ δ（Ｘ － Ｘ∗） ＝ ０， （２３）
其中， Ｘ 代表源点，Ｘ∗ 为边界配置点， δ 为 Ｄｉｒａｃ ｄｅｌｔａ 函数．因满足上式，有

　 　 ∫
Ω
ｕ（Ñ２ｗ）ｄΩ ＝－ ｕｃ， （２４）

　 　 ∫
Ω
ｖ（Ñ２ｗ）ｄΩ ＝－ ｖｃ， （２５）

式中， ｕｃ 和 ｖｃ 代表域内源点 ｃ 处作用下的函数值．在光滑曲线边界上， 可通过超强奇异积分获

得 ｕｃ 和 ｖｃ ．例如

　 　 ∫
Ω
ｕ Ñ２Ｇ∗（Ｘ，Ｘ∗）ｄΩ ＝－ ｃ（Ｘ∗）ｕ（Ｘ∗） ＝ － ｃ∗ｕ∗ ． （２６）

对于 ２ 维位势问题，
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　 　 ｃ∗ ＝

１ ⇔ Ｘ∗ ∈ Ω ，
β
２π

⇔ Ｘ∗ ∈ Γ，

０ ⇔ Ｘ∗ ∉ Ω ＝ Ω ∪ Γ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２７）

式中， β 为以源点Ｘ∗ 为观察点域Ω的边界的张开角，例如光滑直线段 β ＝ π ．可以看到，ｖｃ 具有

与上式相同的表达式．可以观察到： 由式（９）和式（１０）至此可以推导出直接边界积分方程， 可

写为

　 　 ｕｃ ＝ ∫
Γ

ｐｗ － ｕ ∂ｗ
∂ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΓ （２８）

以及

　 　 ｖｃ ＝ ∫
Γ

ｑｗ － ｖ ∂ｗ
∂ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΓ， （２９）

分别对应着 ｕ 和 ｖ 的直接边界积分方程，也是通常所称的超奇异直接边界元的列式［１４］ ．
特别地，对于基于 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 条件的加权残数表述式（１１），选取配点法建立边界积

分方程．设式（１１）中的权函数取如下形式：
　 　 ｗ′ ＝ ｗ３ ＝ δ（Ｘ － Ｘ∗）， （３０）

于是，式（１１）或者式（１４）改写为

　 　 ０ ＝ ∫
Γ
（ｐｗ′ － ｖ，ｓｗ′）ｄΓ ． （３１）

在下一节中，将式（２８）、（２９）和式（３１）转化为离散化的边界配点方程．

３　 复分析用共轭边界元

首先将边界离散化， 即 Γ ≈ ∑ ｎｅ

ｊ ＝ １
Γ ｊ， ｎｅ 为边界单元数．先讨论直线单元，定义单元内的

几何插值函数

　 　 ｘ ＝ ∑Ｎｇ（ξ ｊ）ｘｅ， （３２）

　 　 ｙ ＝ ∑Ｎｇ（ξ ｊ）ｙｅ ． （３３）

因为边界为封闭曲线，将其离散为 ｎｅ 个直线元，单元连接点依次为（ｘｉ，ｙｉ），ｉ ＝ ０，１，２，…，ｎｅ，即
Γ ｊ 由两端点（ｘ ｊ －１，ｙ ｊ －１） 和（ｘ ｊ，ｙ ｊ） 所定义且 ξ ｊ ∈［ － １，１］，（ｘ，ｙ） ∈Γ ｊ ．直线单元的几何插值函

数为

　 　 ｘ ＝
１ － ξ ｊ

２
ｘｉ －１ ＋

１ ＋ ξ ｊ

２
ｘｉ， （３４）

　 　 ｙ ＝
１ － ξ ｊ

２
ｙｉ －１ ＋

１ ＋ ξ ｊ

２
ｙｉ ． （３５）

接下来，考虑物理场在离散边界单元内的插值关系

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ∑Ｎｕ（ξ ｊ）ｕｅ， （３６）

　 　 ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ∑Ｎｖ（ξ ｊ）ｖｅ， （３７）

　 　 ｐ（ｘ，ｙ） ＝ ∑Ｎｐ（ξ ｊ）ｐｅ， （３８）

　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ∑Ｎｑ（ξ ｊ）ｑｅ ． （３９）
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对于常数单元，
　 　 Ｎｕ（ξ ｊ） ＝ Ｎｖ（ξ ｊ） ＝ Ｎｐ（ξ ｊ） ＝ Ｎｑ（ξ ｊ） ＝ １． （４０）

对于线性单元，以单元内 ｕ 场为例写出

　 　 ｕ ＝
１ － ξ ｊ

２
ｕｉ －１ ＋

１ ＋ ξ ｊ

２
ｕｉ ． （４１）

为了计算沿边界切向的方向导数，建立一个全局的自然坐标系 ｓ， 以第 １ 单元的中节点为坐标

原点，即

　 　

ｓ ＝ { ０，ｓ１，ｓ２，…，ｓｎｅ } ，

ｓ１ ＝ ０．５（‖Γ１‖ ＋ ‖Γ２‖），

ｓｋ ＝ ｓｋ－１ ＋ ０．５（‖Γｋ－１‖ ＋ ‖Γｋ‖）， 　 　 ｋ ＝ ２，３，…，ｎｅ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４２）

式中， ‖Γ ｊ‖ 表示单元 Γ ｊ 的长度．至此出现了 ２ 个层次的插值函数： 在常单元内，物理场近似

为不变的常数； 而在全局或者单元之间的函数变化近似为分片的一次函数，即在临近的任意 ２
个单元中心点 （ξ ｊ ＝ ０，也是常数单元的中节点） 之间的函数变化是线性的．于是， ｖ沿边界点切

向方向的导数近似为

　 　 ｖ，ｓ ≈
ｓ － ｓｉ －１
ｓｉ － ｓｉ －１

ｖｉ ＋
ｓｉ － ｓ

ｓｉ － ｓｉ －１
ｖｉ －１，　 　 ｓ ∈ ［ ｓｉ －１，ｓｉ］， ｉ ＝ １，２，３，…，ｎｅ ． （４３）

需要说明的是：本文的 ２ 个层次插值函数选择的是最简单的形式．基于单元内插值函数式（３６）
～ （３９）所完成的积分或微分运算，称为单元内积分或单元内微分（ ｉｎ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｒ ｄｉｆｆｅｒ⁃
ｅｎｔｉａｌ），而基于式（４３）所完成的微分，称为跨单元微分（ａｃｒｏｓｓ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ） ．针对不同的

边界单元类型（高阶的插值函数）和单元划分（均匀或非均匀网格），有关单元内微积分和跨单

元微积分的相互关系及其对计算收敛性的影响，将专文讨论．本文仅限于讨论常单元和跨单元

的一次函数近似．
将上述离散化关系应用于式（２８）和式（２９），即得到通常的位势问题边界方程：

　 　 － ｃ∗ｕ∗ － ∑
ｎｅ

ｊ ＝ １
ｕ ｊ∫

Γ ｊ
ＮｕＱ∗ｄΓ ＋ ∑

ｎｅ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ∫

Γ ｊ
ＮｐＧ∗ｄΓ ＝ ０， （４４）

和

　 　 － ｃ∗ｖ∗ － ∑
ｎｅ

ｊ ＝ １
ｕ ｊ∫

Γ ｊ
ＮｖＱ∗ｄΓ ＋ ∑

ｎｅ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ∫

Γ ｊ
ＮｑＧ∗ｄΓ ＝ ０． （４５）

将以上两式重写为矩阵形式

　 　 ＨＵ ＝ ＧＰ， （４６）
和

　 　 ＨＶ ＝ ＧＱ， （４７）
式中， Ｈ 和 Ｇ 即为 ２ 维位势问题边界元的两个影响矩阵，它们的具体计算已经列入许多经典

文献中，包括 Ｂｒｅｂｂｉａ 的著作［８］和我国学者的著作［１６］等．注意到如下特殊函数的积分关系：

　 　 ∫
Γ
ｐ（Ｘ）δ（Ｘ － Ｘ∗）ｄΓ（Ｘ） ＝ ｐ（Ｘ∗） ． （４８）

将式（４８）和式（４３）代入式（３１）得
　 　 Ｐ ＝ ＤＶ ， （４９）

式中 Ｄ 为经典的差分矩阵，写为
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　 　 Ｄ ＝

（ｈ１２）
－１ － （ｈ１２）

－１

（ｈ２３）
－１ － （ｈ２３）

－１

（ｈ３４）
－１ － （ｈ３４）

－１

⋱　 　 　 　 　 ⋱
（ｈ（ｎ－１）ｎ）

－１ － （ｈ（ｎ－１）ｎ）
－１

－ （ｈｎ１）
－１ （ｈｎ１）

－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

（５０）
其中 ｈ ｊ（ ｊ ＋１） ＝ ｓ ｊ ＋１ － ｓ ｊ 为单元 ｊ 中节点至单元 ｊ ＋ １ 中节点之间的距离．

４　 共轭边界元的算法与实现

对于离散的边界单元，由式（７）和式（８）给出的边界条件可重写为

　 　
Ａｒｕ ｊ － Ａｉｖｊ ＝ ｕ ｊ

０，

Ｂｒｕ ｊ
，ｎ － Ｂ ｉｖｊ，ｎ ＝ ｓ ｊ０，

{ （５１）

式中 ｊ ＝ １， ２，…， ｎｅ ．将上式汇总并写成矩阵形式

　 　
ＡｒＵ － ＡｉＶ ＝ Ｕ０，
ＢｒＰ － ＢｉＱ ＝ Ｓ０，

{ （５２）

式中 Ｕ，Ｖ，Ｐ，Ｑ 为 ４ 个待求的物理向量，而 Ａｒ，Ａｉ，Ｂｒ，Ｂｉ 为 ４ 个实常数矩阵且有相同的维数 ｎｅ

× ｎｅ，Ａｒ ＝ Ｒ { ｄｉａｇ（Ａ） } ， Ａｉ ＝ Ｓ { ｄｉａｇ（Ａ） } ，Ｂｒ ＝ Ｒ { ｄｉａｇ（Ｂ） } 以及 Ｂｉ ＝ Ｓ { ｄｉａｇ（Ｂ） } ，其
中 Ｓ 代表取复数的虚部而 ｄｉａｇ 表示以元素组成对角矩阵．注意到，影响矩阵 Ｇ 通常是满秩的，
因此式（４６）和式（４７）可改写为

　 　
Ｐ ＝ Ｇ －１ＨＵ，
Ｑ ＝ Ｇ －１ＨＶ ．{ （５３）

将式（５３）代入式（５２）的第 ２ 式，得到

　 　 ＢｒＧ
－１ＨＵ － ＢｉＧ

－１ＨＶ ＝ Ｓ０ ． （５４）
接下来，引入 ２ 个二进制数指示边界类型，即对于给定 Ｕ０ 或者 ｕ 和 ｖ值的边界， 则 ｇ ＝ １，

ｈ ＝ ０； 相反地， 对于给定 Ｓ０ 或者 ｐ 和 ｑ 值的边界，则 ｇ ＝ ０， ｈ ＝ １．于是可将混合边界上的边界

条件统一地写为 １ 个方程

　 　 ［ｇＡｒ ＋ ｈＢｒＧ
－１Ｈ］Ｕ － ［ｇＡｉ ＋ ｈＢｉＧ

－１Ｈ］Ｖ ＝ ｇＵ０ ＋ ｈＳ０ ． （５５）
这是 １ 组关于 Ｕ 和 Ｖ 的线性方程组．将式（５３）的第 １ 式代入式（４９），得

　 　 Ｇ －１ＨＵ ＝ ＤＶ ． （５６）
式（５６）可称为 Ｕ 和 Ｖ 的约束方程．因为 Ｈ 和 Ｄ 并不是满秩的， 这一组线性方程通常是弱病态

的．但是， 可以证明至少在最小二乘意义下， 联立式（５５） 和式（５６） 可以求解 Ｕ 和 Ｖ 的近似真

解．本文下面将介绍一种解决方程组病态的方案并可简捷地求解这一线性方程组．
引入新变量

　 　 Ｘ ＝ ＡｒＵ － ＡｉＶ， Ｙ ＝ ＢｒＧ
－１ＨＵ － ＢｉＧ

－１ＨＶ ， （５７）
则式（５５）可改写为

　 　 ｇＸ ＋ ｈＹ ＝ ｇＵ０ ＋ ｈＳ０ ． （５８）
联合式（５６）和式（５７），可得到如下形式的关于 Ｘ 和 Ｙ 的约束方程：

　 　 ＭＸ ＝ ＮＹ ． （５９）
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用分块矩阵算法可以获得矩阵 Ｍ 和 Ｎ 的表达式．首先将式（５７）改写为分块矩阵形式

　 　
Ｘ
Ｙ{ } ＝

Ａ１ Ａ２

Ｂ１ Ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｕ
Ｖ{ } ， （６０）

其中， Ａ１ ＝ Ａｒ，Ａ２ ＝ － Ａｉ，Ｂ１ ＝ ＢｒＧ
－１Ｈ，Ｂ２ ＝ － ＢｉＧ

－１Ｈ ．利用分块矩阵求逆算法，可得

　 　
Ｕ ＝ Ｔ －１

０ Ｂ２Ｘ － Ｔ －１
０ Ｂ１Ｙ，

Ｖ ＝ － Ｔ －１
０ Ａ２Ｘ ＋ Ｔ －１

０ Ａ１Ｙ，
{ （６１）

其中 Ｔ０ ＝Ａ１Ｂ２ － Ａ２Ｂ１ ．可以观察到：因Ｔ０ 是病态的，式（６１） 中的Ｔ －１
０ 通常是无解的．幸运的是，

通过引入新矩阵并利用边界类型二进制向量 ｇ和 ｈ的特性，可以方便地解决 Ｔ０ 的求逆问题．引
入新矩阵

　 　 Ａ１ ＝ Ａ１１ ＋ Ａ１２， Ａ２ ＝ Ａ２１ ＋ Ａ２２

和

　 　 Ｂ１ ＝ Ｂ１１ ＋ Ｂ１２， Ｂ２ ＝ Ｂ２１ ＋ Ｂ２２，
其中

　 　 Ａａｂ（ ｊ， ∶ ） ＝
０，　 　 ｇ（ ｊ） ＝ １，
ｒ，　 　 ｇ（ ｊ） ＝ ０，{ { ａｂ } ＝ { １２， ２１ } ，

　 　 Ｂａｂ（ ｊ， ∶ ） ＝
０，　 　 ｈ（ ｊ） ＝ １，
ｒ，　 　 ｈ（ ｊ） ＝ ０，{ { ａｂ } ＝ { １２， ２１ } ．

上式中 ｒ可取任意的随机数，因为矩阵中的这一列对应着的 ｇ或者 ｈ值都为 ０．于是，在 Ｔ０ 的表

达式中分别用 Ａ１１，Ａ２２，Ｂ１１， Ｂ２２ 替换 Ａ１， Ａ２， Ｂ１， Ｂ２ 的位置，并不影响最终的计算结果．因此，
选取恰当的 ｒ以改善 Ｔ０ ＝ Ａ１１Ｂ２２ － Ａ２２Ｂ１１的条件数是可以方便实现的．由此，式（５９） 中的Ｍ和

Ｎ 的表达式为

　 　
Ｍ ＝ Ｇ －１ＨＴ －１

０ Ｂ２ ＋ ＤＴ －１
０ Ａ２，

Ｎ ＝ Ｇ －１ＨＴ －１
０ Ｂ１ ＋ ＤＴ －１

０ Ａ１，
{ （６２）

其中 Ｔ０ ＝ Ａ１１Ｂ２２ － Ａ２２Ｂ１１ ．采用 ２种算法求解由式（５８）、（５９） 和式（６２） 给出的线性系统：当Ｔ０

非病态时，选用通用的 ＬＵ 分解法（参见 Ｓｔｅｐｈｅｎ Ｋｉｒｋｕｐ 在其网站 ｗｗｗ．ｂｏｕｎｄａｒｙ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ．ｃｏｍ 介绍的程序）；当 Ｔ０ 经过处理仍然为弱病态时，选用 Ｊａｃｏｂｓｅｎ 和 Ｈａｎｓｅｎ 等［１７］所提出的

子空间预处理 ＬＳＱＲ 解法．

５　 内点计算的 Ｃａｕｃｈｙ 积分法

接上一节，当边界配点上的 Ｕ，Ｖ，Ｐ 和 Ｑ 都已经获知后，可以 ２ 次采用常规的 ２ 维位势问

题边界元法计算内点的实函数值及其导数并组成复函数．但是，对于本文研究的复变函数而

言，提出以复变函数中著名的 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式来直接计算内点的复函数值及其各阶导数．通
常，复变函数的 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式写为［１２］

　 　 ｆ（ ｚ０） ＝ １
２πｉ ∮Ｌ

ｆ（ ｚ）
ｚ － ｚ０

ｄｚ， （６３）

式中 ｚ０ ＝ ｘ０ ＋ ｉｙ０ 为复数域内一点的复数值， Ｌ 为包围 ｚ０ 点的任意封闭曲线， ｆ（ ｚ） 是定义在 Ω
域内连续可微的复函数．对于域内（ ｉｎｔｅｒｉｅｒ ｄｏｍａｉｎ）问题，前文提及的边界 Γ 恰好包围了待求

的内点．而对于域外（ｅｘｔｅｒｉｅｒ ｄｏｍａｉｎ）问题，通过简单的变换 ｚ′ ＝ １ ／ ｚ 可以将域外问题转换为域

内问题，从而如下提出的算法仍然有效（参见本文的附录）．在离散单元空间中，式（６３）中的曲
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线积分可以用边界单元积分近似，即

　 　 ｆ（ ｚ０） ＝ １
２πｉ ∮Γ（ｕｃ０ｄｘ － ｖｃ０ｄｙ） ＋ ｉ（ｖｃ０ｄｘ ＋ ｕｃ０ｄｙ）， （６４）

式中

　 　 ｕｃ０ ＝
ｕ（ｘ － ｘ０） － ｖ（ｙ － ｙ０）
（ｘ － ｘ０） ２ ＋ （ｙ － ｙ０） ２ ， ｖｃ０ ＝

ｕ（ｙ － ｙ０） ＋ ｖ（ｘ － ｘ０）
（ｘ － ｘ０） ２ ＋ （ｙ － ｙ０） ２ ． （６５）

事实上，对于直线单元，式（６４）的计算可以通过下式给出的逐个单元计算公式简单完成：

　 　
Ｒ { ｆ（ ｚ０） } ＝ １

２π∑
ｎｅ

ｎ ＝ １
ｕｎ
ｃ０Δｘｎ － ｖｎｃ０Δｙｎ，

Ｓ { ｆ（ ｚ０） } ＝ １
２π∑

ｎｅ

ｎ ＝ １
ｖｎｃ０Δｘｎ ＋ ｕｎ

ｃ０Δｙｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６６）

式中 ｕｎ
ｃ０ 和 ｖｎｃ０ 是将第 ｎ 号单元中节点的 ｕ，ｖ 场值和 ｘ，ｙ 坐标值分别代入式（６５） 所得到的，而

Δｘｎ， Δｙｎ 分别为第 ｎ号单元 ｘ和 ｙ坐标值之差．另外，对于 ｆ（ ｚ） 的高阶导数而言，同样可以方便

地使用高阶导数的 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式．对 ｆ（ ｚ） 的第 ｎ 阶导数，有［１２］

　 　 ｆ（ｎ）（ ｚ０） ＝ １
２πｉ ∮Ｌ

ｆ（ ｚ）
（ ｚ － ｚ０） ｎ＋１ ｄｚ ． （６７）

显然，由式（６７）可以推导出与式（６４）和式（６６）类似的简洁计算公式．

６　 数 值 算 例

本节提供有关 ３ 个复变函数的数值算例，所有计算均采用 ＭＡＴＬＡＢ 自编代码而且都采用

中节点的常数边界单元，算例中所用的复常数都取 Ａ ＝ １ ／ ２ － （ ３ ／ ２）ｉ 和 Ｂ ＝－ ３ ／ ５ ＋ （４ ／ ５）ｉ ．

表 １　 算例计算误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ３ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｕｓｉｎｇ Ｃ０ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

ｐｒｏｂｌｅｍ Ｎ
‖ｕ － ｕ ‖
‖ｕ ‖

‖ｖ － ｖ ‖
‖ｖ ‖

‖ｕｉ － ｕ ｉ ‖
‖ｕｉ ‖

‖ｖｉ － ｖ ｉ ‖
‖ｖｉ ‖

６．１

３２ ０．００９ ０９９ ０．００９ ８０９ ０．０１０ ８６ ０．０１３ ０２

６４ ０．００２ ２７５ ０．００２ ３０５ ０．００２ ３６２ ０．００２ ９６５

１２８ ０．０００ ５６０ ３ ０．０００ ５５５ ２ ０．０００ ５７２ ７ ０．０００ ７２６ ０

２５６ ０．０００ １３９ ２ ０．０００ １３７ １ ０．０００ １４１ ３ ０．０００ １８０ ４

６．２

２×２０×１０ ０．０１５ ９０ ０．０２６ １０ ０．０４３ ６８ ０．０８４ ９３

２×４０×２０ ０．００６ １４６ ０．００７ ４６５ ０．０２３ ８８ ０．０３４ ２７

２×８０×４０ ０．００２ ３２４ ０．００２ ２３２ ０．０１２ ７７ ０．０１４ ４８

２×１６０×８０ ０．０００ ８６０ ６ ０．０００ ７０３ ７ ０．００６ ６８８ ０．００６ ４５６

６．３

２×２０×１０ ０．００３ ０６１ ０．００１ ９４６ ０．０１２ ０７ ０．００６ ４２０

２×４０×２０ ０．００１ １７６ ０．０００ ７１８ ５ ０．００６ ５５８ ０．００３ ３５２

２×８０×４０ ０．０００ ４５６ ０ ０．０００ ２７３ ８ ０．００３ ５９７ ０．００１ ８０６

２×１６０×８０ ０．０００ １７６ ５ ０．０００ １０５ ２ ０．００１ ９７０ ０．０００ ９８１ ３

６．１　 单位圆域外的幂函数

第 １ 个例子是关于单位圆域外的 １ 个解析函数．边界条件为

　 　 Ｒ { Ａｆ（ ｚ） } ＝ ｃｏｓ θｓｉｎ θ － ３ ｃｏｓ（２θ） ／ ２，　 　 ０ ＜ θ ≤ π，

１７８用于解析函数复分析的共轭边界元法



　 　 Ｒ {Ｂｆ，ｎ（ ｚ） } ＝ １．２ｓｉｎ（２θ） ＋ １．６ｃｏｓ（２θ），　 　 π ＜ θ ≤ ２π，
其中 θ 为圆心角．内点取在半径为 １．２ 的单位圆的同心圆上．此问题的解析解 ｆ（ ｚ） ＝ － ｉｚ２ ．

选取不同的等分数 Ｎ 划分单位圆，用本文提出的 ＣＢＥＭ 进行计算，将边界配点的数值计

算结果与精确解进行对比，两者之间的相对误差列入表 １，内点的计算结果也列入表中．取 Ｎ ＝
３２ 单位圆边界上 ｕ和 ｖ值结果绘于图 ２和图 ３中，取 Ｎ ＝ ６４内点的 ｕ和 ｖ 值结果绘于图 ４ 和图

５ 中．

图 ２　 算例 ６．１ 中单位圆上的 ｕ 值 图 ３　 算例 ６．１ 中单位圆上的 ｖ 值
Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕ ａｔ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ ｉｎ ６．１ Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖ ａｔ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ ｉｎ ６．１

图 ４　 算例 ６．１ 中 ｒ ＝ １．２ 圆周上的 ｕ 值 图 ５　 算例 ６．１ 中 ｒ ＝ １．２ 圆周上的 ｖ 值
Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕ ａｔ ｔｈｅ ｒ ＝ １．２ ｃｉｒｃｌｅ ｉｎ ６．１ Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖ ａｔ ｔｈｅ ｒ ＝ １．２ ｃｉｒｃｌｅ ｉｎ ６．１

６．２　 矩形域外的指数函数

第 ２ 个例子是求矩形域外的 １ 个解析函数．矩形 ４ 条边的边界条件写为

　 　 ｙ ＝ － １：　 Ｒ { Ａｆ（ ｚ） } ＝ ｃｏｓ １
２

ｅｘ － ３ ｓｉｎ １
２

ｅｘ；

　 　 ｘ ＝ ２：　 Ｒ {Ｂｆ，ｎ（ ｚ） } ＝ ３ｅ２ｃｏｓ ｙ
５

＋ ４ｅ２ｓｉｎ ｙ
５

；

　 　 ｙ ＝ １：　 Ｒ { Ａ（ ｚ） } ＝ ｃｏｓ １
２

ｅｘ ＋ ３ ｓｉｎ １
２

ｅｘ；

　 　 ｘ ＝ － ２：　 Ｒ {Ｂｆ，ｎ（ ｚ） } ＝ － ３ｅ２ｃｏｓ ｙ
５

－ ４ｅ２ｓｉｎ ｙ
５

．

此问题的真解为 ｆ（ ｚ） ＝ ｅｚ ．计算结果同样列入表 １．矩形边界上 ｕ 和 ｖ 值结果绘于图 ６ 和图 ７ 中．
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６．３　 矩形域内的对数函数

最后 １ 个例子仍然研究上例中的矩形域，但是考虑域内问题， 而边界条件给定为

　 　 ｙ ＝ － １：　 Ｒ { Ａｆ（ ｚ） } ＝ ｌｎ（（ｘ － ５） ２ ＋ ３６）
４

＋ ３ ａｒｃｔａｎ（ － ６ ／ （ｘ － ５））
２

；

　 　 ｘ ＝ ２：　 Ｒ {Ｂｆ，ｎ（ ｚ） } ＝ － － ４ｙ ＋ １１
５（ｙ２ － １０ｙ ＋ ３４）

；

　 　 ｙ ＝ １：　 Ｒ { Ａ（ ｚ） } ＝ ｌｎ（（ｘ － ５） ２ ＋ １６ ）
４

＋ ３ ａｒｃｔａｎ（ － ４ ／ （ｘ － ５））
２

；

　 　 ｘ ＝ － ２：　 Ｒ {Ｂｆ，ｎ（ ｚ） } ＝ － ４ｙ － １
５（ｙ２ － １０ｙ ＋ ７４）

．

内点取在 ｙ ＝ ０．５， － １≤ ｘ≤１的直线上的等分点．此问题的真解为 ｆ（ ｚ） ＝ ｌｎ（ ｚ － ｚ０），其中

ｚ０ ＝ ５ ＋ ５ｉ ．计算结果同样列入表 １，内点的 ｕ 和 ｖ 值的变化曲线如图 ８ 和图 ９ 所示．

图 ６　 算例 ６．２ 中矩形边上的 ｕ 值 图 ７　 算例 ６．２ 中矩形边上的 ｖ 值
Ｆｉｇ． ６　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕ ａｔ ｒｅｃｔａｎｇｌｅ ｅｄｇｅｓ ｉｎ ６．２ Ｆｉｇ． ７　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖ ａｔ ｒｅｃｔａｎｇｌｅ ｅｄｇｅｓ ｉｎ ６．２

图 ８　 算例 ６．３ 中矩形域内直线上的 ｕ 值 图 ９　 算例 ６．３ 中矩形域内直线上的 ｖ 值
Ｆｉｇ． ８　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｌｉｎｅ ｉｎｓｉｄｅ Ｆｉｇ． ９　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｌｉｎｅ ｉｎｓｉｄｅ

ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｌｅ ｉｎ ６．３（ｙ ＝ ０．５） ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｌｅ ｉｎ ６．３（ｙ ＝ ０．５）

７　 结　 　 论

从表 １ 可以看出，所提出的算法具有良好的收敛性．在例 ６．１ 中，即使单位圆仅划分 ３２ 等

３７８用于解析函数复分析的共轭边界元法



分，计算结果仍然具有较高的精度（≤１．０％），如图 ２ 和图 ３．例 ６．２ 中粗网格的边界值最大误

差≤２．６％，这也是所有算例中的最大误差．
从图 ４ 和图 ５ 可以看出，虽然在角点处出现了较大的计算误差，但 ＣＢＥＭ 常单元不需特殊

处理角点问题，在矩形区域的复分析中保证了整体较高的计算精度．
从表 １ 还可以看出，所提出的算法与经典 ２ 维位势问题具有同等的计算精度．观察表 １ 中

计算误差随单元数目增大而减小的趋势，可以初步得出结论：所提出的 ＣＢＥＭ 计算误差与网

格尺寸平方或单元数平方的倒数是等价无穷小的关系，即

　 　 ‖ｕ － ｕ‖
‖ｕ ‖

～ Ｏ（ｈ２），

或者

　 　 ‖ｕ － ｕ‖
‖ｕ ‖

～ Ｏ
１
Ｎ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

从图 ４、图 ５、图 ８ 和图 ９ 以及表 １ 的右边 ２ 列可以看出，所提出的内点回代算法同样具有很好

的精度．
综合分析算例及其结果，所提出的新算法对于以幂函数、指数函数和对数函数表示的解析

函数都是有效的，而且对于各种形状的域内或者域外问题也是适用的．
对应用数学和力学而言，研究复变函数向量（ｆ．ｃ．ｖ． ｖｅｃｔｏｒ）比研究单个解析函数更具实际

意义．因此， 尝试用符号运算和域分解的方法，已经完成了对带孔压电板的边界元计算［１８］ ．本
文研究作为求解复变函数向量的多重共轭边界元法（ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ ｆｏｒ ｆ．ｃ．ｖ． ｖｅｃｔｏｒ，ＭＣＢＥＭ）的一个重要基础，后续将研究用 ＭＣＢＥＭ 分析各向同性和各向异

性弹性以及多物理场耦合等问题．

附录　 域外问题应用 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式

承接第 ５ 节， 边界 Γ上的 ｕ， ｖ， ｕｎ 和 ｖｎ 值均为已知．在域外问题中，待求的内点 ｚ０ ＝ ｘ０ ＋ ｉｙ０ 不在边界曲

线 Γ的包围以内．因此，提出变换关系 ｚ′ ＝ １ ／ ｚ ．可以证明，在 ｚ′平面中，ｚｋ ＝ ｘｋ ＋ ｉｙｋ ＝ １ ／ ｚ０ 必然落在变换后的

边界曲线 Γ′ 的包围圈以内．在 ｚ′ 平面中，复变函数的 Ｃａｕｃｈｙ 积分为

　 　 ｆ（ ｚｋ） ＝ １
２πｉ ∮Γ′

ｆ（ ｚ′）
ｚ′ － ｚｋ

ｄｚ′，

与式（６４）类似：

　 　 ｆ（ ｚｋ） ＝ １
２πｉ ∮Ｌ′（ｕ′ｃ０ｄｘ′ － ｖ′ｃ０ｄｙ′） ＋ ｉ（ｖ′ｃ０ｄｘ′ ＋ ｕ′ｃ０ｄｙ′），

其中

　 　 ｕ′ｃ０ ＝
ｕ′（ｘ′ － ｘｋ） － ｖ′（ｙ′ － ｙｋ）
（ｘ′ － ｘｋ） ２ ＋ （ｙ′ － ｙｋ） ２ ， ｖ′ｃ０ ＝

ｕ′（ｙ′ － ｙｋ） ＋ ｖ′（ｘ′ － ｘｋ）
（ｘ′ － ｘｋ） ２ ＋ （ｙ′ － ｙｋ） ２ ．

首先，注意到 ｚ 平面与 ｚ′ 平面的对应关系

　 　 ｚ′ ＝ １
ｘ ＋ ｙｉ

＝ ｘ
ｘ２ ＋ ｙ２ － ｉ ｙ

ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ｘ′ ＋ ｉｙ′，

即

　 　 ｘ′ ⇔ ｘ
ｘ２ ＋ ｙ２， ｙ′ ⇔

－ ｙ
ｘ２ ＋ ｙ２ ．

另外，变换前后复函数值的对应关系

　 　 ｆ（ｘ′ ＋ ｉｙ′） ＝ ｕ（ｘ′，ｙ′） ＋ ｉｖ（ｘ′，ｙ′） ＝ ｕ′ ＋ ｉｖ′ ．
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类似地，将积分转化为 ｚ′ 平面的离散边界单元的积分，可得到与式（６６）形式相同的计算式，

　 　 Ｒ{ ｆ（ ｚｋ） } ＝ １
２π∑

ｎｅ

ｎ ＝ １
ｕ′ｎｃ０ Δｘ′ｎ － ｖ′ｎｃ０ Δｙ′ｎ，

　 　 Ｓ{ ｆ（ ｚｋ） } ＝ １
２π∑

ｎｅ

ｎ ＝ １
ｖ′ｎｃ０ Δｘ′ｎ ＋ ｕ′ｎｃ０ Δｙ′ｎ，

式中 ｕ′ｎｃ０和 ｖ′ｎｃ０ 由上述对应关系确定，而 Δｘ′ｎ ＝ ｘ′Ｊ － ｘ′Ｉ， Δｙ′ｎ ＝ ｙ′Ｊ － ｙ′Ｉ 是 ｚ′ 平面中第 ｎ 个单元两端坐标 ｘ′
和 ｙ′ 坐标之差．最终，利用关系 ｚｋ ＝ ｘｋ ＋ ｉｙｋ ＝ １ ／ ｚ０ 由 ｆ（ ｚｋ） 计算出 ｆ（ ｚ０） ．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］ 　 Ｊｅａｎｓ Ｊ Ｈ． Ｔｈｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ ａｎｄ Ｍａｇｎｅｔｉｓｍ［Ｍ］ ． ４ｔｈ ｅｄ． Ｌｏｎｄｏｎ：
Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， １９２０．

［２］　 Ｋｏｌｏｓｏｖ Ｇ Ｖ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｍｏｓｃｏｗ⁃Ｌｅｎ⁃
ｉｎｇｒａｄ， １９３５．（ ｉｎ Ｒｕｓｓｉａｎ）

［３］　 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ Ｎ Ｉ． Ｓｏｍｅ Ｂａｓｉｃ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｍｏｓ⁃
ｃｏｗ： Ｎａｕｋａ， １９６６．（ ｉｎ Ｒｕｓｓｉａｎ）

［４］　 Ｅｎｇｌａｎｄ Ａ Ｈ． Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｖａｒｉａｂｌｅ Ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｗｉｌｅｙ， １９７１．
［５］　 毛翎， 姚伟岸， 高强， 等． 空间各向异性弹性问题的二十节点理性单元［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０１４， ３５（６）： ５８９⁃５９７．（ＭＡＯ Ｌｉｎｇ， ＹＡＯ Ｗｅｉ⁃ａｎ， ＧＡＯ Ｑｉａｎｇ， ｅｔ ａｌ． ２０ ｎｏｄｅ ｒａｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｆｏｒ ３Ｄ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（６）：
５８９⁃５９７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ）

［６］　 胡元太， 李国清， 蒋树农， 等． 具有刚性双边裂纹的压电介质中的电荷相互作用分析［Ｊ］ ． 应用

数学和力学， ２００５， ２６（８）： ９１１⁃９２０．（ＨＵ Ｙｕａｎ⁃ｔａｉ， ＬＩ Ｇｕｏ⁃ｑｉｎｇ， ＪＩＡＮＧ Ｓｈｕ⁃ｎｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｔｅｒ⁃
ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｈａｒｇｅｓ ｉｎ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｗｉｔｈ ｒｉｇｉｄ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｃｒａｃｋｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔ⁃
ｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００５， ２６（８）： ９１１⁃９２０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 周伟建， 陈伟球． 表面效应对偏场下介电高弹体表面波传播的影响［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５，
３６（２）： １１９⁃１２７． （ＺＨＯＵ Ｗｅｉ⁃ｊｉａｎ， ＣＨＥＮ Ｗｅｉ⁃ｑｉｕ． Ｓｕｒｆａｃｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ
ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｌａｓｔｏｍｅｒ ｈａｌｆ ｓｐａｃｅ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｂｉａｓｉｎｇ ｆｉｅｌｄｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（２）： １１９⁃１２７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］ 　 Ｂｒｅｂｂｉａ Ｃ Ａ． Ｔｈｅ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ［Ｍ］ ． Ｌｏｎｄｏｎ： Ｐｅｎｔｅｃｈ Ｐｒｅｓｓ，
１９７８．

［９］　 Ｈｒｏｍａｄｋａ ＩＩ Ｔ Ｖ， Ｌａｉ Ｃ． Ｔｈｅ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ
［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９８７．

［１０］　 Ｗｈｉｔｌｅｙ Ｒ Ｊ， Ｈｒｏｍａｄｋａ ＩＩ Ｔ Ｖ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌ⁃
ｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２００６， ３０ （ １２）： １０２０⁃
１０２４．

［１１］　 禤启沃， 吴兹潜． 二维位势边界元技术的共轭函数法［Ｊ］ ． 计算物理， １９８９， ６（２）： １９１⁃１９６．（ＸＵ⁃
ＡＮ Ｑｉ⁃ｗｏ， ＷＵ Ｃｉ⁃ｑｕｉａｎ． Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ
［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８９， ６（２）： １９１⁃１９６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 Ｍ·Ａ·拉夫连季耶夫， Ｂ·沙巴特． 复变函数论方法［Ｍ］ ． 第 ６ 版． 施祥林， 夏定中， 吕乃刚， 译．
北京： 高等教育出版社， ２００６．（Ｌａｖｒｅｎｔｉｅｆｆ Ｍ Ａ， Ｓｈａｂａｔ Ｂ． Ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ Ｃｏｍｐｌｅｘ
Ｖａｒｉａｂｌｅ［Ｍ］ ． ６ｔｈ ｅｄ． ＳＨＩ Ｘｉａｎｇ⁃ｌｉｎ， ＸＩＡ Ｄｉｎｇ⁃ｚｈｏｎｇ， ＬÜ Ｎａｉ⁃ｇａｎｇ， ｔａｎｓｌ． Ｂｅｉｊｉｎｇ ： Ｈｉｇｈｅｒ
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２００６．（Ｃｈｉｎｅｓｅ ｖｅｒｓｉｏｎ））

［１３］　 徐次达． 加权残数法解固体力学问题［Ｊ］ ． 力学与实践， １９８０， ２（４）： １２⁃２０．（ＸＵ Ｃｉ⁃ｄａ． Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ｒｅｓｉｄｕａｌｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｉｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８０， ２（４）： １２⁃２０．（ ｉｎ

５７８用于解析函数复分析的共轭边界元法



Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［１４］　 Ｂｒａｎｓｋｉ Ａ， Ｂｏｒｋｏｗｓｋｉ Ｍ， Ｂｏｒｋｏｗｓｋａ Ｄ． Ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｂａｓｅｄ

ｏｎ ｉｎｖｅｒｓｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０１２，
３６（４）： ５０５⁃５１０．

［１５］　 Ｗｅａｒｉｎｇ Ｊ Ｌ， Ｓｈｅｉｋｈ Ｍ Ａ． Ａ ｒｅｇｕｌａｒ ｉｎｄｉｒｅｃｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅｒｍａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ
［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８８， ２５（２）： ４９５⁃５１５．

［１６］　 姚振汉， 王海涛． 边界元法［Ｍ］ ． 北京： 高等教育出版社， ２０１０．（ＹＡＯ Ｚｈｅｎ⁃ｈａｎ， ＷＡＮＧ Ｈａｉ⁃
ｔａｏ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２０１０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 Ｊａｃｏｂｓｅｎ Ｍ， Ｈａｎｓｅｎ Ｐ Ｃ， Ｓａｕｎｄｅｒｓ Ｍ Ａ． Ｓｕｂｓｐａｃｅ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ＬＳＱＲ ｆｏｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｉｌｌ⁃ｐｏｓｅｄ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｂｉｔ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００３， ４３（５）： ９７５⁃９８９．

［１８］　 Ｍｉａｏ Ｘ Ｙ， Ｌｉ Ｇ Ｑ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ａ ｈｏｌｅ ｕｓｉｎｇ ｎａｔｕｒｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ，
２０１４， ４０： ７１⁃７７．

Ａ Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
Ｃｏｍｐｌｅｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ａｎａｌｙｔｉｃ Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ＬＩ Ｇｕｏ⁃ｑｉｎｇ
（Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｈｕａｚｈｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，

Ｗｕｈａｎ ４３００７４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ２ ｒｅａｌ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｏｆ ｗｈｉｃｈ
ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ａｎａｌｙｓｉｓ ｐｌａｙｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｒｏｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄｓ ｏｆ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ． Ａ ｓｅｔ ｏｆ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎｄ ｐｒｏｖｅｄ ｔｏ ｂｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ａｐ⁃
ｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ２ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ， ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ． ２ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｄｉｒｅｃｔ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｗｅｒｅ ｄｅｄｕｃｅｄ ｆｒｏｍ ２ ｏｆ ｔｈｅ
ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ａｎｄ １ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｅｄｕｃｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｅｓｔ ｏｎｅ．
Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｒｉｓｉｎｇ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｉｌｌ⁃ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗａｓ ｓｏｌｖｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ
Ｃａｕｃｈｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ａｄｏｐｔｅｄ ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄｓ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ
ｐｏｉｎｔｓ ｉｎｓｉｄｅ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｃｏｎ⁃
ｓｔａｎｔ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｗａｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． ３ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ
ｉｓ ｖａｌｉｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｏｒ ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｄｏｍａｉｎｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａｔ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｏｒｄｅｒ ａｓ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ２Ｄ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｍｐｌｅｘ ａｎａｌｙｓｉｓ； ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ； ａｎａｌｙｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ； ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｔｈｅｏｒｙ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１０９７２０８３）

６７８ 李　 　 国　 　 清

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 李国清． 用于解析函数复分析的共轭边界元法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１７， ３８（８）： ８６３⁃８７６．

ＬＩ Ｇｕｏ⁃ｑｉｎｇ． Ａ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（８）： ８６３⁃８７６．


