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摘要：　 主要利用回收锥和回收函数来研究函数的下无界性．首先， 针对凸函数在非可微条件下，
利用中值定理和回收锥刻画了凸函数次微分的性质， 并在此基础上给出了基于次可微条件下回收

向量的充要条件．其次，将凸性推广到 Ｅ⁃凸， 在一定条件下，利用回收函数研究了 Ｅ⁃凸函数的下无

界性．最后，通过举例说明这些结果不能推广到拟凸条件．
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引　 　 言

在优化问题中，决策者往往希望考虑的优化问题的最优解是有限的．凸性条件保证局部极

小也是全局极小，但是很多优化问题并不是凸优化问题，比如在经济学中被广泛运用的 Ｄｏｕｇ⁃
ｌａｓ（道格拉斯）生产函数和固定替代弹性函数都是拟凹函数．这类优化问题虽然不能直接转化

成凸优化问题，却可以转化成拟凸优化问题，该问题解的存在性与目标函数的下无界性之间有

着密切的关系．因此研究拟凸优化问题的最优解的下无界性有着重要的作用．Ｒｏｃｋａｆｅｌｌａｒ 在文

献［１］中最早提出凸函数的回收锥和回收函数的概念．１９９０ 年黄学祥在文献［２］中对凸性条件

进行推广并提出了广义回收锥和广义回收函数．文献［３⁃５］利用法锥以及次微分等工具通过标

量化刻画了多目标优化问题解的特性．文献［６⁃９］利用回收函数的向量特征刻画了数值函数的

下无界性和闭性，并以此研究单目标优化问题解的特征．
近年来，一些学者利用回收锥和回收函数来刻画向量值函数的下无界性和多目标优化问

题解集的非空性［１０⁃１１］ ．２０１０ 年，Ｄｅｎｇ 在文献［１０］中利用回收函数给出了多目标优化问题的最

优性条件．２０１３ 年，Ｃｈｅｎ（陈哲）在文献［１１］中利用回收函数在目标函数下半连续情形下，研究

了多目标优化问题的有效解、弱有效解和真有效解．这些文章大多都是研究凸可微优化问题，
关于广义凸或者不可微情形的研究很少．因此在广义凸或者不可微情形利用回收函数来刻画

函数的无界性就很有必要．
本文主要在文献［７，１２］的基础上，针对非可微凸函数，利用文献［１３］中的中值定理得到

相应结论．随后将凸推广到 Ｅ⁃凸，并利用回收函数研究了原函数的下无界性．基本结构如下：第

７８１１

　 应用数学和力学，第 ３８ 卷 第 １０ 期
　 ２０１７ 年 １０ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．１０，Ｏｃｔ．１５，２０１７

∗ 收稿日期：　 ２０１６⁃１０⁃１１； 修订日期：　 ２０１７⁃０９⁃１２
基金项目：　 国家自然科学基金（１１２０１５１１；１１７７１０６４）；重庆市科委项目（ｃｓｔｃ２０１５ｊｃｙｊＡ００００５）；重庆市

教委项目（ＫＪ１５００３０９）
作者简介：　 李美术（１９８７—），男，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｌｙ１５３２０３２３７７５ｘ＠ １６３．ｃｏｍ）；

高英（１９８２—），女，教授（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｇａｏｙｉｎｇｉｍｕ＠ １６３．ｃｏｍ）．



１ 节， 给出基本的定义和引理．第 ２ 节， 首先，对文献［７］中引理的结论进行推广；其次，将凸函

数推广到 Ｅ⁃ 凸这类广义凸性，利用回收函数研究了其下无界的特征；然后，在单调性假设的基

础上，得到一些相应结论；最后，通过反例说明这些结果不能推广到文献［１４⁃１５］的拟凸．

１　 预 备 知 识

定义 １［１］ 　 设 Ｃ 是 Ｒｎ 中一非空凸集，Ｃ 的回收锥记为 ０ ＋Ｃ， 其定义如下：
　 　 ０ ＋Ｃ ＝ { ｙ ｜ ｘ ＋ λｙ ∈ Ｃ， ｘ ∈ Ｃ，λ ≥ ０ } ．
定义 ２［１］ 　 设 Ｃ ⊂ Ｒｎ， ｆ：Ｃ → Ｒ， 称集合

　 　 { （ｘ，μ） ∈ Ｃ × Ｒ ｜ ｆ（ｘ） ≤ μ }

为 ｆ（ｘ） 的上图，记作 ｅｐｉ ｆ ．
定义 ３［１４］ 　 设 Ｃ 是 Ｒｎ 中凸子集， ｆ：Ｃ → Ｒ，若对 ∀λ ∈ （０，１） 和 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ， 有

　 　 ｆ（λｘ ＋ （１ － λ）ｙ） ≤ ｍａｘ { ｆ（ｘ）， ｆ（ｙ） } ，
则称 ｆ（ｘ） 是 Ｃ 上的拟凸函数．

根据拟凸函数的定义可知，若 ｆ（ｘ） 在（ｘ，ｙ） 上单调，则 ｆ（ｘ） 是（ｘ，ｙ） 上的拟凸函数．
定义 ４［１２］ 　 设 Ｃ ⊂ Ｒｎ，称 Ｃ 为 Ｅ⁃凸集：若存在映射 Ｅ ：Ｒｎ → Ｒｎ 使得对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ 和 ∀λ

∈ （０，１） 有

　 　 λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ） ∈ Ｃ ．
定义 ５［１２］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ，Ｅ ：Ｒｎ → Ｒｎ，称 ｆ 为 Ｅ⁃ 凸集 Ｃ 上的 Ｅ⁃ 凸函数是指对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ

和 ∀λ ∈ （０，１）， 有

　 　 ｆ（λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ）） ≤ λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） ．
定义 ６［１３］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 为凸函数，ｘ０ ∈ Ｒｎ， ｆ（ｘ） 在 ｘ０ 处的次微分定义为

　 　 ∂ｆ（ｘ０） ＝ { ξ ∈ Ｒｎ ｜ ｆ（ｘ） ≥ ｆ（ｘ０） ＋ ξ Ｔ（ｘ － ｘ０）， ∀ｘ ∈ Ｒｎ } ．
定义 ７［１］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 和 ｇ：Ｒｎ → Ｒ 为凸函数，若
　 　 ｅｐｉ ｇ ＝ ０ ＋ ｅｐｉ ｆ，

则称 ｇ（ｘ） 是 ｆ（ｘ） 的回收函数，记作 ０ ＋ ｆ ．
文献［１］中介绍了回收函数的相关性质．
性质 １　 若 ｆ 是凸函数，则 ｆ 的回收函数 ０ ＋ ｆ 是一正齐次凸函数，并且对每一个向量 ｙ，有

（０ ＋ ｆ）（ｙ） ＝ ｓｕｐ ｆ（ｘ ＋ ｙ） － ｆ（ｘ） ．
性质 ２　 ｆ 为凸函数，若存在 ｙ ∈ Ｒｎ，使得（０ ＋ ｆ）（ｙ） ＜ ０，则函数 ｆ 下无界．

定义 ８［２］ 　 设 Ｃ 是 Ｒｎ 中任一非空子集，Ｃ 的广义回收锥记为０ ＋Ｃ， 其定义如下：

　 　 ０ ＋Ｃ ＝ { ｙ ｜ ∃λ ｋ →＋ ∞，ｘｋ ∈ Ｃ，ｓ．ｔ． ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｘｋ

λ ｋ
→ ｙ } ．

定义 ９［２］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ的函数．ｆ的广义回收函数是由 ｆ的上图 ｅｐｉ ｆ的广义回收锥０ ＋ ｅｐｉ ｆ
产生的函数．ｆ（ｘ） 在 ｙ 处的广义回收函数定义为

　 　 ０ ＋ ｆ（ｙ） ＝ ｉｎｆ { ｖ：（ｙ，ｖ） ∈ ０ ＋ ｅｐｉ ｆ } ．

注 １　 对闭凸集而言，回收锥与广义回收锥等价．但在一般情况下， ０ ＋Ｃ ⊂ ０ ＋Ｃ ．
注 ２　 对于闭凸集上的凸函数，广义回收函数与回收函数等价．但在非凸或非闭情况下，广义回收函数比

回收函数应用更广．
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引理 １［１３］（次微分中值定理）　 设 Ｕ ⊂ Ｒｎ 为开凸子集， ｆ：Ｕ → Ｒ 为凸函数，对任意 ｘ，ｙ ∈
Ｒｎ，ｘ ≠ ｙ，［ｘ，ｙ］ ⊂ Ｕ ．则 ∃ｕ ∈ （ｘ，ｙ） 和 ξ ∈ ∂ｆ（ｕ） 使得

　 　 ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ） ≤ ξ Ｔ（ｙ － ｘ） ．
引理 ２［８］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 是可微凸函数，对任意 ｔ ≥０ 和 ｓ∈０ ＋ ｆ， 若 ｆ 沿半直线 ｘ－（ ｔ） ＝ ｘ－ ＋

ｔｓ 方向有界，则 ｌｉｍ ｓｕｐｔ→∞ ‖ Ñｆ（ｘ－（ ｔ））‖ ＜ ∞ ．
引理 ３［８］ 　 设 ｆ：Ｒｎ →Ｒ是可微凸函数，ｓ∈０ ＋ ｆ当且仅当∀ｘ－ ∈Ｒｎ，∀ｔ≥０，沿半直线 ｘ－ （ ｔ）

＝ ｘ－ ＋ ｔｓ 方向上，ｌｉｍｔ→∞ 〈ｓ，Ñｆ（ｘ－（ ｔ））〉 ≤ ０．
引理 ４［８］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 是可微凸函数，ｓ ∈０ ＋ ｆ，如果存在向量 ａ，使 ｆ 沿半直线 ａｔ ＝ ａ ＋ ｔｓ

方向下无界，且对于 Ｒｎ 中任意向量，总有 ｆ 沿 ｓ 方向是下降的，则 ｆ 沿 ｘ－ ＋ ｔｓ 方向下无界．
引理 ５［１３］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 是凸函数，则 ｆ 在 Ｒｎ 中任意开凸子集上连续．

２　 主 要 结 果

定理 １　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 是凸函数，若对任意的 ｔ ≥０ 和 ｓ∈０ ＋ ｆ， ｆ 沿半直线 ｘ－ （ ｔ） ＝ ｘ－ ＋ ｔｓ方
向有界，则任意 ｙ ∈ ∂ｆ（ｘ－ （ ｔ）），总有 ｌｉｍ ｓｕｐｔ→∞ ‖ｙ‖ ＜ ∞ ．

证明　 反证，若存在 ｙ ∈ ∂ｆ（ｘ－（ ｔ））， 总有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

‖ｙ‖ ＝ ∞ ．

则存在单调递增的无界数列 { ｔ ｊ } 使得

　 　 ｌｉｍ
ｊ→∞

ｔ ｊ ＝ ∞ ．

ｙｉ →＋ ∞ 或 － ∞， 由凸函数的次微分定义知

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ ｔ ｊｓ ＋ δｅ） － ｆ（ｘ－ ＋ ｔ ｊｓ） ≥ ｙｉδ，
其中 ｙｉ 是 ｙ 的第 ｉ 个分量，ｙ ∈ ∂ｆ（ｘ－（ ｔ）） ．

由引理 ５ 知 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 是连续函数，上面的式子左边是有界的．而对于式子右边 ｙｉδ，若 ｙｉ

→＋ ∞，选取 δ ＞ ０；ｙｉ →－ ∞， 选取 δ ＜ ０．总会有 ｙｉδ →＋ ∞，从而引起矛盾．即假设不成立，从
而 ｌｉｍ ｓｕｐｔ→∞ ‖ｙ‖ ＜ ∞ ．

注 ３　 定理 １ 中 ｆ 为可微函数时，结果退化为引理 ２，下面对非可微情况给出例子，说明定理 １ 的合理性．

例 １　 设 ｆ：Ｒ → Ｒ， 定义为

　 　 ｆ（ｘ） ＝
０， ｘ ∈ （ － ∞，０］，
ｘ， ｘ ∈ （０， ＋ ∞） ．{

则 ｆ（ｘ） 在 ０ 处不可微， ｆ沿 ｘ ＞ ０ 的方向趋于 ０ 时， ｆ（ｘ） 是有界的，此时 ∂ｆ（０） ＝ ［０，１］， 显然

它在 ０ 处的次微分是有界的．
定理 ２　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ是凸函数，ｓ∈０ ＋ ｆ当且仅当对任意 ｘ－ ∈ Ｒｎ 和 ｔ≥０，沿 ｘ－ （ ｔ） ＝ ｘ－ ＋ ｔｓ

方向上，存在 ｙ ∈ ∂ｆ（ｘ－ （ ｔ）） 使得 ｌｉｍｔ→∞ 〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０．
证明　 先证充分性，因为 ｌｉｍｔ→∞ 〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０，则存在 ｔ０ ＞ ０ 使得当 ｘ－ ∈（ｘ－ ＋ ｔ０ｓ，ｘ

－ ＋ ｔｓ） 时，
　 　 〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０．

因为 ｙ ∈ ∂ｆ（ｘ－（ ｔ））， 故由引理 １ 有

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ ｔｓ） － ｆ（ｘ－） ≤ 〈ｓ，ｙ〉 ．
从而

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ ｔｓ） － ｆ（ｘ－） ≤ ０．
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这表明

　 　 ｓ ∈ ０ ＋ ｆ ．
由引理 ５ 知 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 是连续函数，故 ｆ 在［ｘ－，ｘ－ ＋ ｔ０ｓ］ 上连续，从而 ｆ 有界，这表明

　 　 ０ ＋ ｆ ＝ ０．
再证必要性，由凸函数的次微分的性质知

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ ｔｓ） － ｆ（ｘ－） ≥ 〈ｓ，ｙ〉 ．
因为 ｓ ∈ ０ ＋ ｆ， 故

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ ｔｓ） － ｆ（ｘ－） ≤ ０．
则对任意 ｔ ≥ ０ 有

　 　 〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０．
所以

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０．

下面举例说明定理 ２ 的合理性．
例 ２　 设 ｆ：Ｒ → Ｒ， 定义为

　 　 ｆ（ｘ） ＝
１
２

ｘ， ｘ ∈ （ － ∞，０］，

ｘ， ｘ ∈ （０， ＋ ∞） ．

ì

î

í
ïï

ïï

易知 ｆ（ｘ） 在 ０ 处不可微，∂ｆ（０） ＝ ［１ ／ ２，１］，显然 ０ ＋ ｆ ＝ { ｘ ｜ ｘ≤０ } ．则对任意 ｓ∈０ ＋ ｆ，总
存在 ｙ ∈ ∂ｆ（ｘ－ （ ｔ）），使得 ｌｉｍｔ→∞ 〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０．

另一方面， 由于 ｆ（ｘ） 只在 ０ 处不可微， ∂ｆ（０） ＝ ［１ ／ ２，１］， 则对于任意 ｘ－ ∈ Ｒ， 总有 ｙ ∈
∂ｆ（ｘ－ （ ｔ）） ⊆ ［１ ／ ２，１］，要使 ｌｉｍｔ→∞ 〈ｓ，ｙ〉 ≤ ０ 成立，只有 ｓ ≤ ０，从而 ０ ＋ ｆ ＝ { ｘ ｜ ｘ ≤ ０ } ．

定理 ３　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ是凸函数，若对 Ｒｎ 中某一向量 ａ 和非零向量 ｓ，有 ｌｉｍｔ→∞ 〈ｓ，ｙ〉 ＜ ０，
∀ｙ ∈ ∂ｆ（ａ ＋ ｔｓ）， 则 ｆ 沿半直线 ａ（ ｔ） ＝ ａ ＋ ｔｓ 方向下无界．

证明　 假设 ｆ 沿半直线 ａ（ ｔ） ＝ ａ ＋ ｔｓ方向不是下无界的．由于 ｆ：Ｒｎ → Ｒ的凸函数， 由定理

１ 的证明知 ｆ（ａ ＋ ｔｓ） － ｆ（ａ） 有界．另一方面，由引理 １ 知， 存在 ｕ ∈ （ａ， ａ ＋ ｔｓ） 和 ｙ ∈ ∂ｆ（ｕ）
使得

　 　 ｆ（ａ ＋ ｔｓ） － ｆ（ａ） ≤ ｔ〈ｓ，ｙ〉 ．
即对任意 ｔ ≥ ０ 总有

　 　 ｆ（ａ ＋ ｔｓ） ≤ ｆ（ａ） ＋ ｔ〈ｓ，ｙ〉 ．
故

　 　 ｆ（ａ ＋ ｔｓ） ≤ ｆ（ａ） ＋ ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ〈ｓ，ｙ〉 ．

又因为 ｔ →＋ ∞ 时，ｌｉｍｔ→∞ ｔ〈ｓ，ｙ〉 →－ ∞，与定理 １ 的证明类似推出矛盾．这表明反证假设不成

立，因此 ｆ 沿半直线 ａ（ ｔ） ＝ ａ ＋ ｔｓ 方向下无界．
上述定理都是在凸性假设条件下，利用凸函数次微分的相关性质得到的结果．下面基于回

收函数的性质，研究了 Ｅ⁃凸函数的下无界性．文献［１１］ 给出了 Ｅ⁃凸函数不一定是凸函数的实

例，但给出的形式是比较特殊的分段函数，下面给出一个较为一般的 Ｅ⁃ 凸函数的例子．
例 ３　 设 Ｃ ＝ Ｒ， ｆ：Ｒ → Ｒ，Ｅ ：Ｒ → Ｒ 定义为

　 　 ｆ（ｘ） ＝ － ｘ３， Ｅ（ｘ） ＝ ｘ２ ／ ３ ．
对 ∀ｚ ∈ Ｃ ＝ Ｒ，Ｅ（Ｃ） ＝ { ｚ ∈ Ｒ ｜ ｚ ≥ ０ } ，且对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ 和 ∀λ ∈ ［０，１］， 有
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　 　 λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ） ∈ Ｅ（Ｃ） ．
这表明 Ｃ 必为 Ｅ⁃ 凸集．又因为

　 　 ｆ（λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ）） ＝ － （λｘ２ ／ ３ ＋ （１ － λ）ｙ２ ／ ３） ３，
　 　 λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） ＝ － （λｘ２ ＋ （１ － λ）ｙ２） ．

根据二项式展开定理把 ｆ（λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ）） 展开，再与λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） 进

行比较，易知

　 　 ｆ（λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ）） ≤ λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） ．
因此 ｆ 是 Ｅ⁃ 凸函数．同时注意到上面例子中的 ｆ（Ｅ（ｘ）） ＝ － ｘ 是一个凸函数．

定理 ４　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ，Ｅ：Ｒｎ → Ｒｎ 且满足 Ｅ（ｘ ＋ ｙ） ＝ Ｅ（ｘ） ＋ Ｅ（ｙ） ．ｆ 为 Ｅ⁃凸集 Ｃ 上的 Ｅ⁃

凸函数．Ｅ（ｓ） ∈０ ＋ ｆ（Ｅ），如果存在向量 ａ，使 ｆ沿 Ｅ（ａ） ｔ ＝ Ｅ（ａ） ＋ ｔＥ（ｓ） 方向下无界，且对于 Ｒｎ

中任意向量总有 ｆ 沿 Ｅ（ｓ） 方向是下降的，则 ｆ 沿 Ｅ（ｘ－（ ｔ）） ＋ ｔＥ（ｓ） 方向下无界．
证明　 将 ｘ－ 构造成 Ｒｎ 中一向量 ｃ 和向量 ａ 的凸组合．即存在 λ ∈ （０，１）， 使得

　 　 ｘ－ ＝ （１ － λ）ａ ＋ λｃ ．

由于 Ｅ（ｓ） ∈ ０ ＋ ｆ（Ｅ）， 则有

　 　 ｆ（Ｅ（ｃ） ＋ ｔＥ（ｓ）） ≤ ｆ（Ｅ（ｃ）） ．
又因

　 　 ｆ（Ｅ（ｘ－ （ ｔ））） ＝ ｆ（Ｅ（ｘ－） ＋ ｔＥ（ｓ）） ＝ ｆ（Ｅ（（１ － λ）ａ） ＋ Ｅ（λｃ） ＋ ｔＥ（ｓ）） ＝
　 　 　 　 ｆ（（１ － λ）（Ｅ（ａ ＋ ｔＥ（ｓ））） ＋ λ（Ｅ（ｃ） ＋ ｔＥ（ｓ））） ≤
　 　 　 　 （１ － λ） ｆ（Ｅ（ａ ＋ ｔＥ（ｓ））） ＋ λｆ（Ｅ（ｃ）） ．

由于 ｆ（Ｅ（ａ ＋ ｔＥ（ｓ））） 沿 Ｅ（ｓ） 方向下无界，故 ｆ（Ｅ（ｘ－（ ｔ））） 沿该方向下无界．

注 ４　 事实上，在 Ｅ（ｘ ＋ ｙ） ＝ Ｅ（ｘ） ＋ Ｅ（ｙ） 下，若 Ｓ 为凸集， ｆ 是 Ｅ⁃ 凸与 ｆ（Ｅ（ｘ）） 是凸函数是等价的．
证明　 因为 Ｓ 是凸集，则 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｓ，∀λ ∈ ［０，１］，λｘ ＋ （１ － λ）ｙ ∈ Ｓ，则 Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ） ∈ Ｅ（Ｓ） ．又因为

Ｅ（ｘ ＋ ｙ） ＝ Ｅ（ｘ） ＋ Ｅ（ｙ）， 则

　 　 λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ） ＝ Ｅ（λｘ ＋ （１ － λ）ｙ） ∈ Ｅ（Ｓ），
故 Ｅ（Ｓ） 是凸集，必然是 Ｅ⁃ 凸集．又因为 ｆ 是 Ｅ⁃ 凸函数，对 ∀λ ∈ （０，１），Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ） ∈ Ｅ（Ｓ），

　 　 ｆ（λＥ（ｘ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｙ）） ≤ λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）），
即

　 　 ｆ（Ｅ（λｘ ＋ （１ － λ）ｙ）） ≤ λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） ．
所以 ｆ（Ｅ（ｘ）） 为凸函数．这也是为什么例 ２ 中 ｆ（Ｅ） 会是一凸函数的原因．若没有了 Ｓ 为凸集这一条件，

ｆ（Ｅ） 的定义域不是凸集，即便 ｆ 是 Ｅ⁃ 凸函数， ｆ（Ｅ） 将不再是 Ｓ 上的凸函数．

下面举例说明定理 ４ 的合理性与可推广性．
例 ４　 设 ｆ：Ｒ → Ｒ 的函数，Ｅ１，Ｅ ：Ｒ → Ｒ 的映射，且
　 　 ｆ（ｘ） ＝ －｜ ２ｘ ｜ ，

　 　 Ｅ１（ｘ） ＝ １
２

ｘ，

Ｅ１（ｘ） 满足定理中的条件， ｆ（Ｅ１（ｘ）） 的图像可见图 １．
事实上定理 ４ 中 Ｅ（ｘ ＋ ｙ）＝ Ｅ（ｘ） ＋ Ｅ（ｙ） 这一条件是比较强的一类次线性映射，下面的例

子说明不满足 Ｅ（ｘ ＋ ｙ） ＝ Ｅ（ｘ） ＋ Ｅ（ｙ） 时，定理中的结论仍然可能成立，如
　 　 ｆ（ｘ） ＝ －｜ ２ｘ ｜ ，
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　 　 Ｅ（ｘ） ＝
０， ｘ ∈ （ － ∞，０］，

ｘ， １
２

ｘ ∈ （０， ＋ ∞），

ì

î

í
ïï

ïï

　 　 ｆ（Ｅ（ｘ）） ＝
０， ｘ ∈ （ － ∞，０］，
－ ｘ， ｘ ∈ （０， ＋ ∞） ．{

图 １　 ｆ（ｘ） 及其上图 图 ２　 ｆ（Ｅ（ｘ）） 及其上图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｐｉ ｏｆ ｆ（ｘ） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｐｉ ｏｆ ｆ（Ｅ（ｘ））

ｆ（Ｅ（ｘ）） 的图像见图 ２，从图中易见 ｆ（Ｅ（ｘ）） 的上图不是凸集，所以 ｆ（Ｅ（ｘ）） 不是凸函

数，但 ｆ（Ｅ（ｘ）） 沿 ｘ ＞ ０ 方向是下无界的．

注 ５　 若定理 ４ 中 ｆ（ｘ） 是凸函数，则定理 ４ 中的结果退化为文献［４］中的结果．

定理 ５　 Ｅ：Ｒｎ → Ｒｎ 上的次线性映射， ｆ：Ｒｎ → Ｒ 上的 Ｅ⁃凸函数， ｆ（Ｅ（ｘ）） 是关于 ｘ 的单

调增函数，若 ｆ沿 Ｅ（ａ） 方向下无界，且 Ｅ（ｓ） ∈ ０ ＋ ｆ（Ｅ），则 ｆ沿 Ｒｎ 中任意向量 ｘ－ 诱导的半直线

ｘ－（ ｔ） ＝ ｘ－ ＋ ｔｓ 方向下无界．
证明　 ｆ（Ｅ（ｘ－） ＋ ｔＥ（ｓ）） ＝ ｆ（Ｅ（λａ ＋ （１ － λ）ｃ） ＋ ｔＥ（ｓ）） ．

图 ３　 ｆ（ｘ） 的图像

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｍａｇｅ ｏｆ ｆ（ｘ）

因为 Ｅ 为次线性函数，所以

　 　 Ｅ（λａ ＋ （１ － λ）ｃ） ≤
　 　 　 　 λＥ（ａ） ＋ （１ － λ）Ｅ（ｃ） ．

又因 ｆ（Ｅ（ｘ）） 是关于 ｘ 的单调递增函数，所以

　 　 ｆ（Ｅ（ｘ－） ＋ ｔＥ（ｓ）） ≤
　 　 　 　 ｆ（λ（Ｅ（ａ） ＋ ｔＥ（ｓ）） ＋
　 　 　 　 （１ － λ）（Ｅ（ｃ） ＋ ｔＥ（ｃ））） ≤
　 　 　 　 λｆ（Ｅ（ａ） ＋ ｔＥ（ｓ）） ＋
　 　 　 　 （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｃ）） ．
由于 ｆ（Ｅ（ａ ＋ ｔＥ（ｓ））） 沿 Ｅ（ｓ） 方向下无界，

故 ｆ（Ｅ（ｘ－（ ｔ））） 沿该方向下无界．

注 ６　 定理 ５ 中 ｆ（Ｅ（ｘ）） 是单调递增函数，根据拟凸

函数的性质可知 ｆ（Ｅ（ｘ）） 一定是关于 ｘ的拟凸函数，很自然地考虑到定理中的单调增条件是减弱到拟凸情形

是否成立，下面的例子说明定理中的这一条件不能减弱为 ｆ（Ｅ（ｘ）） 一定是关于 ｘ 的拟凸函数．
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例 ５　 设 ｆ：Ｒ → Ｒ 的函数，Ｅ ：Ｒ → Ｒ 的映射，且
　 　 Ｅ（ｘ） ＝ ｘ，

　 　 ｆ（ｘ） ＝
０， ｘ ∈ （ － ∞，０］，
－ ｔａｎ ｘ， ｘ ∈ （０，π ／ ２），
０， ｘ ∈ （π ／ ２， ＋ ∞） ．

ì

î

í

ïï

ïï

ｆ（ｘ） 的图像如图 ３，从图中易见，在 ｘ ＝ π ／ ２ 处， ｆ（Ｅ（ｘ）） 是下无界的．但对 ∀δ ＞ ０，只要

δ 取定， ｆ（Ｅ（ｘ）） 沿 ｘ ＝ π ／ ２ － δ 和 ｘ ＝ π ／ ２ ＋ δ 方向都不可能是下无界的．

３　 结　 　 论

本文在凸性条件下， 研究了函数的回收函数与函数下无界的关系．在 Ｅ 为一类特殊次线

性映射假设下， 利用广义回收锥和广义回收函数研究了 Ｅ⁃ 凸函数的下无界性，并通过例子说

明该结论的合理性．进一步考虑 Ｅ 为一般次线性映射， 施加单调性条件限制时，上述结论仍然

成立．通过举例说明上述条件推广到拟凸时不成立．在接下来的工作中可利用回收锥和回收函

数，在广义凸性条件下，进一步研究多目标优化问题解的相关问题．
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