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摘要：　 发展了用于分析二维稳态热传导问题的多边形数值流形方法（ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ，
ＮＭＭ）．根据热传导问题的控制方程、边界条件以及多边形 ＮＭＭ 的温度近似函数，采用修正变分原

理导出了多边形 ＮＭＭ 求解稳态热传导问题的总体方程，给出了多边形单元上的域积分策略．考虑

到 ＮＭＭ 中数学覆盖系统可不与物理域边界一致以及规则单元的精度优势，采用 Ｗａｃｈｓｐｒｅｓｓ 正六

边形数学单元对两个典型热传导问题进行了仿真，计算结果与参考解能较好地吻合，表明多边形

ＮＭＭ 可以很好地模拟平面稳态热传导问题．

关　 键　 词：　 数值流形方法；　 多边形单元；　 稳态热传导；　 温度；　 二维；　 正六边形

中图分类号：　 Ｏ２４１； ＴＫ１２４　 　 　 文献标志码：　 Ａ ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３７０３０６

引　 　 言

热传导问题是工程科学和技术领域中的热点问题．数值方法因其适用范围广，分析成本

低，求解效率高等特点成为求解此类问题的重要工具．
常用的数值方法包括有限差分法（ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＦＤＭ），有限元法（ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌ⁃

ｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＦＥＭ），边界元法（ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＢＥＭ），各类无网格法

（ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄｓ），扩展有限元法（ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＸＦＥＭ）及上述方法的

耦合衍生方法（如 ＦＤＭ⁃ＦＥＭ 耦合法）等．Ｌｉ 和 Ｓｕｎ［１］采用 ＦＤＭ 和部分隐式 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）法研究

了织物中的非线性热及湿扩散问题；Ｗａｎｇ 和 Ｔｉａｎ［２］结合 ＦＤＭ 和 ＦＥＭ 考察了高温环境下功能

梯度材料的一维和二维瞬态热传导问题；Ａｇｕｉｒｒｅ⁃Ｒａｍｉｒｅｚ 和 Ｏｄｅｎ［３］基于 ＦＥＭ 分析了非均质各

向异性材料中的三维非线性热传导问题；Ａｄａｍ 等［４］结合 ＦＥＭ 与正交分解法研究了非线性瞬

态热传导问题；欧贵宝和费纪生［５］采用 ＢＥＭ 研究了二维瞬态热传导问题，使用分离变量法推

导出边界积分方程，并以具体实例证实其可行性；Ｏｎｙａｎｇｏ 等［６］ 运用 ＢＥＭ 分析了一维热传导

反问题并据此重建了热传导边界条件；Ｃｈｅｎｇ 等［７］ 采用多域 ＢＥＭ 研究涂层结构的温度场分

布，有效地解决了涂层厚度限制问题；Ｌｉｕ 等［８］ 将加权最小二乘无网格法运用到热传导中，结
果表明该方法的精度与无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法相当但求解效率更高．Ｗａｎｇ 等［９］基于虚拟边界配置

法、径向基函数和模拟方程法发展了一种用于研究非均质各向异性材料稳定热传导问题的新
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型无网格法；王冰冰等［１０］将二阶一致性 ３ 点积分无网格法应用于求解平面稳态热传导问题的

分析；Ｍｅｒｌｅ 和 Ｄｏｌｂｏｗ［１１］基于 ＸＦＥＭ 对热传导和相变问题进行了分析，重点探讨了热源附近高

度局部化问题以及温度梯度的不连续问题； Ｌｉｕ 等［１２］采用 ＸＦＥＭ 考察了大体积混凝土内温度

场分布情况，并进一步研究了热断裂问题； Ｌｉｕ 等［１３］ 发展了一种界面模型并与 ＸＦＥＭ 结合分

析了颗粒复合材料中热传导问题； Ｓｔａｐｏｒ［１４］运用 ＸＦＥＭ 探讨了包含相变的非线性瞬态热传导

问题．
数值流形方法（ＮＭＭ）由 Ｓｈｉ（石根华）博士在 ２０ 世纪 ９０ 年代初提出［１５］，通过使用数学覆

盖系统和物理覆盖系统这两套覆盖系统，ＮＭＭ 可以统一求解连续和不连续问题．ＮＭＭ 的主要

特点为： １） 数学覆盖系统边界可不与物理域边界重合； ２） 可自然地描述在跨越裂纹面等不

连续几何时某些场函数的跳跃； ３） 通过在覆盖函数中引入表征物理场局部特性的基函数可

准确捕捉研究对象的特点．近年来，ＮＭＭ 在诸多领域得到了较为广泛的应用，其中，基于 ＮＭＭ
的热传导问题研究工作主要有：魏高峰和冯伟［１６］发展了用于求解平面稳态热传导问题的非协

调 ＮＭＭ；林绍忠及其合作者［１７⁃１８］导出了高阶 ＮＭＭ 求解温度应力和温度场的计算公式，并据

此求解了大体积混凝土的热应力问题；刘泉声和刘学伟［１９］基于三角形有限覆盖 ＮＭＭ 理论，发
展了用于岩体瞬态温度场求解的 ＮＭＭ ．刘学伟等［２０⁃２１］基于 ＮＭＭ 求解了裂隙岩体温度⁃渗流耦

合和温度⁃应力耦合的问题；Ｚｈａｎｇ 等［２２］发展了用于分析二维稳态热弹性断裂问题的 ＮＭＭ；李
义［２３］通过条形连接单元连接独立覆盖发展了用于研究大体积混凝土温度场问题的 ＮＭＭ ．

以上基于 ＮＭＭ 的热传导问题研究都采用三角形或四边形单元，近年来多边形单元（边数

大于 ４）因其独特的优势而日益受到关注［２４⁃２９］，较之常用的三角形和四边形单元，多边形单元

的主要特性有［２５］： １） 网格划分更加灵活； ２） 更适用于材料设计和多晶材料模拟； ３） 不易发

生体积自锁和剪切自锁等．考虑到多边形单元的特色、ＮＭＭ 的数学覆盖可独立于物理域边界

的优点（即表明可以使用完全规则的数学覆盖系统对物理域进行离散）、规则单元的精度优

势［３０］以及在正多边形（边数大于 ４）中仅正六边形可单独镶嵌平面（即采用同一种单元无间隙

且不重叠地覆盖平面的一部分）等因素，本文基于 ＮＭＭ 并使用正六边形数学单元对二维稳态

热传导问题进行研究．

１　 控制方程及边界条件

考虑图 １ 所示平面域内的稳态热传导问题．物理域 Ω由边界Γ ＝Γ１ ∪Γ２ ∪Γ３（Γ１，Γ２，Γ３

两两无交集） 围成，ｎ 为外法线向量．该问题的控制方程为［３１］

　 　 ｋ ∂２Ｔ
∂ｘ２

＋ ｋ ∂２Ｔ
∂ｙ２

＋ Ｑ ＝ ０， （１）

图 １　 物理域及其边界

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ

其中， ｋ 为导热系数，Ｔ 为温度，Ｑ 为热源密度．相应

的边界条件为

　 　 Ｔ ＝ Ｔ
－
　 　 （ｘ ∈ Γ１）， （２）

　 　 － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

ｎｘ － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

ｎｙ ＝ ｑ－

　 　 （ｘ ∈ Γ２）， （３）

　 　 － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

ｎｘ － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

ｎｙ ＝ α（Ｔ － Ｔｍ）

　 　 （ｘ ∈ Γ３）， （４）
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其中， Ｔ
－
和 ｑ－ 分别为第一类边界 Γ１ 和第二类边界 Γ２ 上给定的温度和热流， ｘ ＝ （ｘ，ｙ），ｎｘ，ｎｙ 为

外法线方向余弦，α 为第三类边界 Γ３ 上的表面换热系数， Ｔｍ 表示环境温度．

２　 多边形 ＮＭＭ 基础

２．１　 ＮＭＭ 简介

ＮＭＭ 是以两套独特的覆盖系统（数学覆盖系统和物理覆盖系统）为基础，单元近似场函

数建立在流形单元上的一种数值方法．数学覆盖是由用户自定义、由若干个形状任意的数学单

元组成的几何分片［１５］ ．一系列的数学覆盖组成数学覆盖系统，该系统可不依赖于物理域的边

界（包括外边界以及域内可能存在的裂纹、夹杂和孔洞等不连续）．物理覆盖由数学覆盖系统和

物理域相交得到（所有物理覆盖的合集统称为物理覆盖系统），若干个物理覆盖的公共部分则

形成流形单元（以下简称为单元）．

（ａ） 物理域 （ｂ） 数学覆盖系统

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｓｙｓｔｅｍ

（ｃ） 物理覆盖的生成

（ｃ） Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｏｖｅｒｓ

（ｄ） 单元的生成

（ｄ） Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图 ２　 ＮＭＭ 基本概念图示

Ｆｉｇ． ２　 Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｂａｓｉｃ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ＮＭＭ

下面以图 ２ 为例对以上概念做进一步说明．考察图 ２（ａ）所示的物理域 Ω ＝ Ω１ ∪ Ω２， 采用
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图 ２（ｂ）所示的两个矩形数学覆盖 Ｍ１ 和 Ｍ２ 组成的数学覆盖系统对物理域进行离散．物理域先

后与数学覆盖 Ｍ１ 和Ｍ２ 相交得到 ４ 个物理覆盖，即图 ２（ｃ）中的 Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３ 和 Ｐ４ ．４ 个物理覆盖

的公共区域最终形成图 ２（ｄ）中的 ｅ１， ｅ２，…，ｅ７ 共 ７ 个单元（图 ２（ｄ）中单元后的括号内给出了

与之对应的物理覆盖号）．
基于上述概念，对热传导问题，任一单元 ｅ 上的温度场近似函数可表示为

　 　 Ｔｈ（ｘ） ＝ ∑
ｎｔ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ（ｘ）Ｔｉ（ｘ）， （５）

其中， ｎｔ 是组成单元 ｅ 的物理覆盖的个数，ｗ ｉ（ｘ） 是物理覆盖 Ｐ ｉ 对应的权函数，其由定义在包

含 Ｐ ｉ 的数学覆盖 ＭＩ 上的权函数 ｗＩ（ｘ） 继承而来．对多边形数学单元组成的数学覆盖，其权函

数的具体形式将在下一小节阐述．Ｔｉ（ｘ） 是定义在 Ｐ ｉ 上的覆盖函数，常采用多项式，即
　 　 Ｔｉ（ｘ） ＝ Ｐ（ｘ）ａｉ， （６）

其中， ａｉ 为定义在 Ｐ ｉ 上的广义自由度， Ｐ（ｘ） 为多项式基，对平面问题可表示为

　 　 Ｐ（ｘ） ＝ ［１，ｘ，ｙ，ｘ２，ｘｙ，ｙ２，…］ ． （７）
２．２　 多边形 ＮＭＭ 的权函数

ＮＭＭ 的权函数 ｗＩ（ｘ） 定义在数学覆盖 ＭＩ上，其应满足

　 　
ｗＩ（ｘ） ∈ Ｃ０（ＭＩ），

ｗＩ（ｘ） ＝ ０，　 　 ｘ ∉ ＭＩ，
{ （８）

图 ３　 多边形数学单元图示

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｏｌｙｇｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ

其中， Ｃ０ 表示自身连续的函数空间．此外，对所有

包含 ｘ 的数学覆盖，权函数尚应满足

　 　 ∑
Ｊ， ｘ∈ＭＪ

ｗＪ（ｘ） ＝ １． （９）

对本文研究的由多边形数学单元（见图 ３）组
成的数学覆盖， 其权函数采用 Ｗａｃｈｓｐｒｅｓｓ 形

式［３２］，即

　 　 ｗＩ（ｘ） ＝
ϕＩ（ｘ）

∑
Ｎ

Ｊ ＝ １
ϕＪ（ｘ）

， （１０）

其中， Ｎ 为单元边数，

　 　 ϕＩ（ｘ） ＝
Ａ（ｑＩ－１，ｑＩ，ｑＩ＋１）

Ａ（ｑＩ－１，ｑＩ，ｐ）Ａ（ｑＩ，ｑＩ＋１，ｐ）
＝
ｃｏｔ γ Ｉ ＋ ｃｏｔ δ Ｉ

‖ｐ － ｑＩ‖２ ， （１１）

　 　 ｃｏｔ γ Ｉ ＝
ｑＩｐ·ｑＩｑＩ－１

ｑＩｐ × ｑＩｑＩ－１
， （１２）

　 　 ｃｏｔ δ Ｉ ＝
ｑＩｑＩ＋１·ｑＩｐ
ｑＩｑＩ＋１ × ｑＩｐ

， （１３）

式中， Ａ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） 表示由顶点 ｘ１，ｘ２，ｘ３ 组成的三角形的面积， ‖ｐ － ｑＩ‖ 为点 ｐ 和 ｑＩ 之间的

距离， δ Ｉ 为线段 ｐｑＩ 与 ｑＩ＋１ｑＩ 间的夹角， γ Ｉ 为线段 ｐｑＩ 和 ｑＩ－１ｑＩ 间的夹角（见图 ３）．式（１２）和
（１３）中，符号“·”和“×”分别表示矢量的点积和叉积．对点 ｐ 位于单元边上的特殊情况，相应的

权函数可根据其在单元边上线性变化的特性按线性插值方式得到．
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３　 热传导问题的多边形 ＮＭＭ 求解

３．１　 ＮＭＭ 分析稳态热传导问题的总体方程

本文通过变分原理导出 ＮＭＭ 分析稳态热传导问题的离散方程．根据文献［３３］，与微分方

程（１）和边界条件（３） ～ （４）等价的泛函为

　 　 Π（Ｔ） ＝ ∫
Ω

ｋ
２

∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｋ
２

∂Ｔ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ＱＴé

ë
êê

ù

û
úú ｄΩ ＋ ∫

Γ２
ｑ－ＴｄΓ ＋ ∫

Γ３
α Ｔ２

２
－ ＴＴｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΓ ． （１４）

考虑到 ＮＭＭ 中的数学覆盖系统可不与物理域的边界重合以及式（６）中的自由度为广义

自由度，本文利用罚函数法处理式（２）中的第一类边界条件，相应的修正泛函可表示为

　 　 Π∗（Ｔ） ＝ Π（Ｔ） ＋ １
２ ∫Γ１（Ｔ － Ｔ

－
）λ（Ｔ － Ｔ

－
）ｄΓ， （１５）

其中， λ 为罚函数．
根据变分原理，仅真实解可使得 Π∗（Ｔ） 取极值，即使得 δΠ∗（Ｔ） ＝ ０， 进一步利用式（５）、

（６）以及变分的任意性，可得 ＮＭＭ 求解稳态热传导问题的总体方程为

　 　 ＫＴ ＝ Ｆ， （１６）
其中， Ｋ 为热传导矩阵， Ｔ 为广义自由度列阵， Ｆ 为等效温度荷载列阵．Ｋ和Ｆ 通过逐单元累加

得到，可进一步表示为

　 　 Ｋ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｋｅ ＋ ∑

ｎ１

ｉ ＝ １
Ｋｅ

１ ＋ ∑
ｎ３

ｉ ＝ １
Ｋｅ

３， （１７）

　 　 Ｆ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｆｅ

Ω ＋ ∑
ｎ１

ｉ ＝ １
Ｆｅ

１ － ∑
ｎ２

ｉ ＝ １
Ｆｅ

２ ＋ ∑
ｎ３

ｉ ＝ １
Ｆｅ

３， （１８）

其中

　 　 Ｋｅ ＝ ∫
Ωｅ
ＢＴｋＢｄΩ， （１９）

　 　 Ｋｅ
１ ＝ ∫

Γｅ
１

（ｗ ｉＰ） Ｔλ（ｗ ｉＰ）ｄΓ， （２０）

　 　 Ｋｅ
３ ＝ ∫

Γｅ
３

（ｗ ｉＰ） Ｔα（ｗ ｉＰ）ｄΓ， （２１）

　 　 Ｆｅ
Ω ＝ ∫

Ωｅ
（ｗ ｉＰ） ＴＱｄΩ， （２２）

　 　 Ｆｅ
１ ＝ ∫

Γｅ
１

（ｗ ｉＰ） ＴλＴ
－
ｄΓ， （２３）

　 　 Ｆｅ
２ ＝ ∫

Γｅ
２

（ｗ ｉＰ） Ｔｑ－ｄΓ， （２４）

　 　 Ｆｅ
３ ＝ ∫

Γｅ
３

（ｗ ｉＰ） ＴαＴｍｄΓ， （２５）

式中，上标 Ｔ 表示矩阵的转置， ｎ 为单元总数，Ωｅ 为单元 ｅ 的积分域，ｎ１，ｎ２ 和 ｎ３ 分别为与第一

类、第二类和第三类边界直接连接的单元数，Γｅ
１，Γｅ

２ 和 Γｅ
３ 分别为与单元 ｅ 有关的第一、第二和

第三类边界．矩阵 Ｂ 为

　 　 Ｂ ＝ Ｂ１ Ｂ２ … Ｂｉ … Ｂｎｔ[ ] ， （２６）

其中
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　 　 Ｂｉ ＝
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ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （２７）

３．２　 域积分策略

常规 ＮＭＭ 采用单纯型积分（ｓｉｍｐｌｅｘ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ） ［１５］计算单元热传导矩阵和等效温度荷载

列阵中的相关域积分（即式（１９）和（２２）），该方法要求被积函数须解析可积（如常见的多项式

函数等）．考虑到 Ｗａｃｈｓｐｒｅｓｓ 多边形单元上的权函数为有理式，很难通过单纯型积分获得精确

解，本文采用数值积分方式．具体求积过程为：先将单元分解为若干个子三角形，然后在每个子

三角形上采用 Ｇａｕｓｓ（高斯）积分，最后将每个子三角形上的计算结果进行集成以得到相应单

元上的最终值．此外，式（７）中的多项式基取为常数基，即 Ｐ（ｘ） ＝ ［１］， 据此对每个子三角形，
采用 ２５ 个点进行 Ｇａｕｓｓ 积分［２６⁃２７］ ．

４　 数 值 算 例

本节采用本文发展的多边形 ＮＭＭ 对两个典型热传导问题进行分析以验证方法的可行性

和精确性．
４．１　 平板中的热传导问题

图 ４ 所示为长 ａ、宽 ｂ的均质平板，导热系数为 ｋ，坐标原点位于板左下角．板上边界作用有

热流 ｑ－， 其余三边的温度均为 ０ ℃，域内无热源．
该问题的解析解为［３４］

　 　 Ｔ（ｘ，ｙ） ＝ ４ｑ－ａ
ｋπ ２∑

∞

ｍ ＝ ０

ｓｉｎｈ （２ｍ ＋ １）π
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｙ{ }

ｃｏｓｈ （２ｍ ＋ １）π
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｂ{ }

ｓｉｎ （２ｍ ＋ １）π
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ{ }

（２ｍ ＋ １） ２ ． （２８）

ＮＭＭ 建模时，取 ａ ＝ １．０ ｍ， ｂ ＝ ０．８ ｍ， ｋ ＝ １．２ Ｗ ／ （ｍ·℃）， ｑ－ ＝ ５００ Ｗ ／ ｍ２ ．使用一系列由边

长为 ０．０２８ ｍ 的正六边形数学单元组成的数学覆盖对平板进行离散，最终得到 ９７１ 个物理覆

盖和 ４３８ 个单元（离散后的物理域见图 ５）．

图 ４　 给定温度及热流作用下的平板 图 ５　 离散后的平板

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｐｌａｔｅ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｈｅａｔ ｆｌｏｗ

表 １ 给出了部分考察点温度场的 ＮＭＭ 仿真结果，为便于比较，同时给出了当 ｍ ＝ １５ 时式

９９５谭　 育　 新　 　 　 张　 慧　 华　 　 　 胡　 国　 栋



（２８）的计算值（试算表明 ｍ＝ １５ 时 Ｔ 的截断误差可忽略不计）．由表 １ 可以看出，对不同的点，
ＮＭＭ 解与解析解均吻合得很好，相对误差最大值仅为 ０．３６％，表明本文方法具有较高的精度．

表 １　 ＮＭＭ 计算结果与解析解的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ＮＭＭ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ

ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ （ｘ，ｙ） ／ （ｍ，ｍ） ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｔａ ／ ℃ ＮＭＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ＴＮＭＭ ／ ℃ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｅｒ ／ ％
（０．１， ０．２） ５．６８４ ５．６７３ ０．１９
（０．３， ０．３） ２３．９８０ ２３．９７４ ０．０２
（０．３， ０．４） ３５．６２１ ３５．７４８ ０．３６
（０．４， ０．２） １７．５９８ １７．５８０ ０．１０
（０．４， ０．４） ４１．４７９ ４１．４７０ ０．０２
（０．５， ０．２） １８．１６０ １８．１６６ ０．０３
（０．５， ０．７） １１４．８３３ １１４．９２８ ０．０８
（０．７， ０．３） ２３．９８０ ２３．９８４ ０．０２
（０．８， ０．６） ５３．８８５ ５３．８１３ ０．１３

４．２　 工业烟囱中的热传导问题

如图 ６ 所示的小型混凝土工业烟囱［３５］，导热系数 ｋ ＝ １．４ Ｗ ／ （ｍ·℃）．烟囱外表面暴露在

空气中，空气的温度为 ３０ ℃，换热系数 α ＝ ２０ Ｗ ／ （ｍ２·℃），烟囱内表面温度为 １００ ℃，相关尺

寸标于图中（单位： ｍ）．

图 ６　 烟囱平面示意图（单位： ｍ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｈｉｍｎｅｙ ｐｌａｎ ｓｋｅｔｃｈ（ｕｎｉｔ： ｍ）

ＮＭＭ 分析时，采用如图 ７ 所示的由边长为 ０．０２ ｍ
的正六边形单元形成的数学覆盖系统．该覆盖系统的

边界与烟囱的内外边界均不一致，此外覆盖系统的生

成也未考虑烟囱内部的空洞，很好地展示了 ＮＭＭ 在物

理域剖分方面的独到之处．离散后的物理域见图 ８，该
离散域包含 ８３５ 个物理覆盖和 ３６２ 个单元．

选取 ８ 个考察点进行研究，这些点的坐标分别为：
１（０．０， ０．３），２（０．０， ０．２５），３（０．０， ０．２），４（０．０， ０．１５），
５（０．１５， ０．１５）， ６（０．２， ０．２）， ７（０．２５， ０．２５）和 ８（０．３，
０．３）．据笔者所知，本例尚无可用的解析解，为便于比

较，此处选取有限元软件 ＡＮＳＹＳ Ｒ１４．０ 的仿真结果进

行对比．ＡＮＳＹＳ 模拟时采用四节点四边形单元，分析网

格见图 ９，该网格包含 １ ２４８ 个节点和 １ １５２ 个单元．

图 ７　 物理域和数学覆盖系统 图 ８　 剖分后的物理域

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｓｙｓｔｅｍ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｄｏｍａｉｎ

００６ 二维稳态热传导问题的正六边形流形元研究



ＮＭＭ 分析与 ＡＮＳＹＳ 模拟的结果均绘于图 １０ 中，可以看出，本文解与有限元解能很好地匹配．

图 ９　 ＡＮＳＹＳ 计算网格 图 １０　 ＮＭＭ 与 ＦＥＭ 仿真得到的考察点温度值

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｂｙ ＡＮＳＹＳ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｔ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ｂｙ ｔｈｅ ＮＭＭ ａｎｄ ＦＥＭ

５　 结　 　 语

本文发展了用于分析二维均质材料稳态热传导问题的多边形数值流形方法．重点阐述了

由多边形数学单元组成的数学覆盖的权函数，采用修正变分原理推导了多边形 ＮＭＭ 求解稳

态热传导问题的离散方程，给出了多边形单元上的域积分方法．基于 Ｗａｃｈｓｐｒｅｓｓ 正六边形数学

单元，采用与物理域边界不一致的数学覆盖系统对两个典型热传导算例进行了研究，通过与参

考解的对比表明本文发展的多边形 ＮＭＭ 可以很好地分析均质材料的稳态热传导问题．本文的

工作充分展示了 ＮＭＭ 在物理域离散上的优势，即数学覆盖系统不须与物理域边界一致．此外，
正六边形单元的应用也进一步扩充了 ＮＭＭ 热传导仿真中的数学单元类型．在本工作的基础

上，该方法还将进一步拓展应用于求解均质及异质材料的瞬态热传导以及热冲击断裂等问题．
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