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摘要：　 研究了一端固定、一端弹簧约束滑动固定的压杆在 Ｅｕｌｅｒ 临界载荷作用下的稳定性．将系

统的势能表示为转角的泛函，将扰动量展开成 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数，将势能的二阶变分表示成一个二次型，
得到在临界状态下势能的二阶变分半正定，并求得临界载荷与屈曲模态．进一步研究临界状态下高

阶变分的正定性，包括四阶和六阶变分的正定性．结果表明，与刚性约束不同的是，柔性约束压杆临

界状态的稳定性与约束的刚度有关，有稳定与不稳定之分，并给出了临界状态是稳定和不稳定的

情况下柔性约束相对刚度的范围．
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引　 　 言

杆件在结构设计中被广泛应用，但这类构件受到轴向压力作用时容易失稳．Ｅｕｌｅｒ 压杆是

分析这类问题的基本模型．另一方面，工程上其他一些构件的稳定性问题，如海底埋设管道的

屈曲问题［１］，也可以用 Ｅｕｌｅｒ 压杆模型进行初步分析．用平衡法或缺陷法［２］ 可求出临界载荷，
但无法判断临界点的稳定性．因此临界点的稳定性问题是 Ｅｕｌｅｒ 压杆模型中的一个重要问题，
并且临界点的稳定性还与后屈曲行为密切相关［３］ ．文献［４⁃６］应用共轭点理论研究了弹性杆的

屈曲问题，文献［７⁃１０］给出了 Ｅｕｌｅｒ 压杆稳定和不稳定的一些充分条件及其证明．文献［１１⁃１２］
研究了不可压缩弹性杆在曲线平衡状态下的后屈曲稳定性．文献［１３］则进一步对任意的

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，由最小势能原理对平面内可压缩和不可压缩弹性杆屈曲后的稳定性做了

归纳．文献［１４］证明了 Ｅｕｌｅｒ 压杆在后屈曲状态有多个分支．文献［１５⁃１６］用共轭点理论分析了

后屈曲过程中 Ｅｕｌｅｒ 弹性线稳定与不稳定性，并与实验结果进行了比较．一般情况下，势能的二

阶变分在临界点处为半正定，所以仅仅分析二阶变分的正定性还不能判别临界点的稳定性，需
要进一步分析高阶变分的正定性．而上述文献都是以分析二阶变分为前提的，所以没有明确临

界点的稳定性．
文献［１７⁃１８］分析了一种刚性约束下杆的临界点稳定性．但是目前很少有文献分析柔性约

束下杆的临界点稳定性．对于一端固定、一端弹簧约束下滑动固定的压杆，本文研究了势能的
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二阶、四阶及六阶变分的正定性，得到了临界状态稳定性分析结果．与刚性约束不同的是，柔性

约束压杆临界状态的稳定性与柔性约束的刚度有关，有稳定与不稳定之分，并给出了稳定和不

稳定的区域．

１　 势　 　 能

图 １ 为一端固定、一端弹簧约束下滑动固定的压杆，其势能为
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图 １　 一端固定、一端弹簧约束下滑动固定的压杆

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｌｅｎｄｅｒ ｃｏｌｕｍｎ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｅｎｄ ｆｉｘｅｄ，
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式中， ｂ 为杆变形前的长度，ｓ 为杆轴线的弧长坐

标（０ ≤ ｓ ≤ ｂ），θ 为杆弯曲时的转角，Ｎ 为轴向压

力，ＥＩ 为抗弯刚度，Ｋ 为弹簧常数．
由 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 定理［１９］ 知，当系统的势

能取最小值时，平衡是稳定的．在线弹性范围内，
转角的导数可能分段连续，也就是 θ ∈ Ｃ０ ．在式

（１） 中，令 ｘ ＝ ｓ ／ ｂ，ｋ２ ＝ Ｎｂ２ ／ （ＥＩ），η ＝ Ｋｂ３ ／ （ＥＩ），
其中无量纲参数 η 与弹簧常数、杆长的三次方成

正比，与杆的抗弯刚度成反比，表示弹簧对整个结

构约束的强弱程度．η 可称为柔性约束的相对刚

度．在式（１）中去掉常数项，可以得到

　 　 Ｊ（θ） ＝ Ｊ１ ＋ Ｊ２， （２）
式中

　 　 Ｊ１ ＝ ∫１
０
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显然 Ｊ（θ） 与 Π（θ） 的极值条件是一致的．Ｊ（θ） 是关于转角的非线性泛函．

２　 势能的增量

当杆为直线平衡状态时， θ ≡０，θ′≡０．由式（３）、（４） 可得 Ｊ１（０） ＝ ｋ２，Ｊ２（０） ＝ ０．设扰动量

为 δθ，将 ｃｏｓ（δθ），ｓｉｎ（δθ） 展开为 Ｔａｙｌｏｒ 级数，再代入式（２），得到二阶变分以及高阶变分．其
中二阶变分为

　 　 δ２Ｊ ＝ １
２ ∫１
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四阶变分为
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六阶变分为

　 　 δ６Ｊ ＝ － ｋ２
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由于从势能的一阶变分得到的平衡方程为非线性积分方程，求解后屈曲行为十分困难．因
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此，临界点的稳定性分析就显得尤为重要．

３　 势能泛函的二次型的正定性分析

图 １ 所示的一端固定、一端弹簧约束滑动固定的压杆，边界条件为

　 　 δθ（０） ＝ ０， δθ（１） ＝ ０． （８）
令 δθ（ｘ） 在 ｘ ∈ ［ － １，１］ 上为奇函数，即 δθ（ － ｘ） ＝ － δθ（ｘ），可将 δθ（ｘ） 的定义域从 ｘ ∈ ［０，
１］ 拓展到 ｘ ∈ ［ － １，１］ ．根据边界条件可得到 δθ（１） ＝ δθ（ － １） ＝ ０，δθ′（１） ＝ δθ′（ － １） ．考虑

到关于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃Ｊｏｒｄａｎ 收敛性判定定理［２０］， δθ（ｘ） 可展开为

　 　 δθ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
εｍｓｉｎ（ｍπｘ），　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］， （９）

边界条件（８）自然满足．考虑到式（９）中 δθ（ｘ） 平方可积，且为奇函数，得到 Ｐａｓａｖａｌ 等式：

　 　 ∫１
０
（δθ） ２ｄｘ ＝ １

２ ∑
∞

ｍ ＝ １
ε２
ｍ ． （１０）

同理，可以得到关于 δθ′（ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数：

　 　 δθ′（ｘ） ＝ π ∑
∞

ｍ ＝ １
ｍεｍｃｏｓ（ｍπｘ），　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］ ． （１１）

考虑到 δθ′（ｘ） 平方可积，且为偶函数，所以由式（１１）同样可得到关于 δθ′（ｘ） 的 Ｐａｓａｖａｌ 等式：

　 　 ∫１
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对式（９）积分后平方，可以得到
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把式（１０）、（１２）、（１３）代入式（５）就得到二阶变分的二次型：
　 　 ４δ２Ｊ ＝ Ｄ１ ＋ Ｄ２， （１４）

式中
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式（１５）中， Ｄ１ 是关于 ε１，ε３，ε５，… 的二次型，其矩阵为
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二次型 Ｄ１ 的 ｎ 阶及无穷阶顺序主子式分别记为
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式中
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ｎ
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将式（２４）、（２５）代入到式（２２）、（２３）和（１９），则式（１９）可化为如下的初等形式：
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式（１６）中的 Ｄ２ 是关于 ε２，ε４，ε６，… 的二次型，该二次型的矩阵的 ｎ 阶及无穷阶顺序主子

式分别为

　 　 Ｑ２
ｎ ＝ ∏

ｎ

ｍ ＝ １
［（２ｍ） ２π２ － ｋ２］， （２７）

　 　 Ｑ２
∞ ＝ ２

ｋ ∏
∞

ｍ ＝ １
（２ｍπ） ２ｓｉｎ ｋ

２
． （２８）

由式（２７）、（２８）可知，当 ｋ ∈ （π，２π） 时，Ｑ２
ｎ ＞ ０ 且 Ｑ２

∞ ＞ ０．
由式（１５）、（１６）知， δ２Ｊ 是半正定的情况可能有 ３ 种：第一， Ｄ１ 是半正定的， Ｄ２ 是正定的；

第二， Ｄ１ 和 Ｄ２ 是都半正定的；第三， Ｄ１ 是正定的， Ｄ２ 是半正定的．
δ２Ｊ 的正定性与柔性约束的相对刚度 η 及载荷因子 ｋ 有关．

３．１　 Ｄ１ 半正定， Ｄ２ 正定

由式（１５）、（１６）可知 η ＝ ０时，载荷因子 ｋ ＝ π ．此时，Ｄ１ 半正定， Ｄ２ 正定，所以由式（１４）知
二阶变分 δ２Ｊ 是半正定的．若 η ＞ ０， 则意味着在图 １ 所示杆的右端弹簧开始起约束作用，由此

可以判定临界载荷因子 ｋ ≥ π ．
由式（１９）知 Ｄ１ 的无穷阶顺序主子式 Ｑ１

∞ 是半正定的情况还有另一种，即 ｋ ∈ （π，２π） 且

Ｙ∞ ＝ ０， 此时 Ｙｎ ＜ Ｙ∞ ＝ ０， 且 Ｑ１
∞ ＝ ０；又由式（２０）、（２２）可知， Ｘｎ ＜ ０，Ｘ∞ ＜ ０， 所以可以得

到在 ｋ ∈ （π，２π），Ｑ１
∞ ＝ ０ 时， Ｑ１

ｎ ＞ ０， 即 Ｄ１ 是半正定的．由式（１６）知，当 ｋ ∈ （π，２π） 时， Ｄ２

是正定的．由式（１４）知二阶变分 δ２Ｊ 是半正定的．由式（２６）可以求得临界状态下系统平衡时 η
和 ｋ 的关系：
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　 　 η ＝ ｋ２

１ － ２
ｋ

ｔａｎ ｋ
２

． （２９）

这与附录中用平衡法求得的式（Ａ７）的第二式是一致的．
３．２　 Ｄ１ 和 Ｄ２ 均半正定

由式（１６）可知，当 Ｄ２ 半正定时，载荷因子 ｋ ＝ ２π， 由式（２９）可知， η ＝ ４π２， 由式（２５）、
（２３）得到 Ｙ∞ ＝ ０．于是，由式（１８）和（２６）可知，此时 Ｄ１ 也是半正定的．由式（１４）知二阶变分

δ２Ｊ 是半正定的．
３．３　 Ｄ１ 正定， Ｄ２ 半正定

当 Ｄ２ 半正定时， Ｄ１ 也是半正定的，所以不会出现上述的第三种情况．
由以上分析可知，当 η ∈ ［０，４π２） 时， ｋ 的取值范围为 ｋ ∈ ［π，２π） ．

４　 临界状态的稳定性分析及临界载荷

４．１　 当 η ∈ ［０，４π２） 时，系统的临界载荷及稳定性

由式（２８）可知，只要 ｋ ＜ ２π， 则 Ｑ２
∞ ＞ ０．所以在 η ∈ ［０，４π２） 区间内，只要 ｋ ＜ ２π， 则

Ｑ２
ｎ，Ｑ２

∞ 均是正的．
在 ｋ ∈ ［π，２π） 范围内， ε２，ε４，ε６，… 均为 ０ 的状态， η 和 ｋ 满足关系式（２９）是系统平衡

状态，即此状态时式（５）中二阶变分 δ２Ｊ ＝ ０．要分析此区间系统的平衡状态是否稳定，则需要

进一步分析四阶变分 δ４Ｊ ．
ε２，ε４，ε６，… 均为 ０ 时， δ２Ｊ ＝ ０ 有解的条件是，其关于 ε１，ε３，ε５，… 的二次型矩阵行列式

（１７）等于 ０．当式（１７）半正定时，可以得到

　 　 ε２ｎ－１ ＝ π２ － ｋ２

（２ｎ － １）［（２ｎ － １） ２π２ － ｋ２］
ε１ ． （３０）

将式（３０）代入到式（９）中可以得到

　 　 δθ（ｘ） ＝ （π２ － ｋ２） ∑
∞

ｎ ＝ １

ｓｉｎ［（２ｎ － １）πｘ］
（２ｎ － １）［（２ｎ － １） ２π２ － ｋ２］

ε１，　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］ ． （３１）

式（３１）中 δθ（ｘ） 右边可化为如下的初等形式：

　 　 δθ（ｘ） ＝ π３

４ｋ２（π
２ － ｋ２） ｃｏｓ（ｋｘ） ＋ ｔａｎ ｋ

２
ｓｉｎ（ｋｘ） － １æ

è
ç

ö

ø
÷ ε１ ． （３２）

将式（３２）及式（２９）代入到势能四阶变分的表达式（６）中，整理得到

　 　 δ４Ｊ ＝ Ｃ１ ｋ２β５ － １１ｋα
２

β４ ＋ （７α２ ＋ ｋ２）β３ － ９ｋα
４

β２ ＋ １
２

α２ － ｋ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ β ＋ ｋα

４
é

ë
êê

ù

û
úú ， （３３）

式中　 　 Ｃ１ ＝ ｋ
８（２α － ｋβ）

１
β

π３

４ｋ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

π２ － ｋ２( )
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

４

ε４
１， α ＝ ｓｉｎ ｋ

２
， β ＝ ｃｏｓ ｋ

２
，

且当 ｋ∈（π，２π］，ε１ ≠０ 时， Ｃ１ ＞ ０．可以求出四阶变分零点的数值解 η０ ≈０．４９４ ７π２ ．分以下

３ 种情况讨论直线平衡状态的稳定性．
 当 η∈ （０，η０） 时，式（３３）大于 ０．由于此时 δ２Ｊ ＝ ０， 因此，对无穷小扰动 δθ， 势能的四

阶变分 δ４Ｊ ＞ ０， 即 ΔＪ ＞ ０．势能取极小值．可以断定，当 η ∈ （０，η０） 时，直线平衡状态是稳定

的．此时的临界载荷由式（２９）求得．
 当 η∈（η０，４π２） 时，式（３３）小于 ０．由于此时 δ２Ｊ ＝ ０， 因此，对无穷小扰动 δθ， 势能的
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四阶变分 δ４Ｊ ＜ ０， 即 ΔＪ ＜ ０， 势能并不取极小值．这表明当 η ∈ （η０，４π２） 时，直线平衡状态

是不稳定的．由此可以判断，柔性约束压杆存在不稳定的临界状态．
 当 η ＝ η０ 时，式（３３）等于 ０，即 δ４Ｊ ＝ ０， 此时的临界载荷 ｋ０ 可以由式（２９）求得， ｋ０ ≈

１ １８２ ５π ．要判断临界状态的稳定性，需进一步计算系统势能的六阶变分式（７）．将 δθ（ｘ） 的表

达式（３２）代入到式（７），得到

　 　 δ６Ｊ ＝ Ｃ２ － ｋ２β７ ＋ １２７
１８

ｋαβ６ － ７
２

ｋ２ ＋ ３２３
２７

α２æ

è
ç

ö

ø
÷ β５ ＋ １５５

９
ｋαβ４ －é

ë
êê

　 　 　 　 １５
８

ｋ２ ＋ ３２９
２７

α２æ

è
ç

ö

ø
÷ β３ ＋ ８３

２４
ｋαβ２ ＋ １

４８
ｋ２ － １３７

１０８
α２æ

è
ç

ö

ø
÷ β － ｋ

２４
αù

û
úú ， （３４）

式中　 　 Ｃ２ ＝ ｋ
４８（２α － ｋβ）

１
β

π３

４ｋ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

π２ － ｋ２( )
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

６

ε６
１

且当 ｋ ∈ （π，２π］，ε１ ≠ ０ 时，Ｃ２ ＞ ０．
将 η ＝ η０，ｋ ＝ ｋ０ 代入到式（３４）中， 计算得到 δ６Ｊ ＞ ０．又考虑到此时 δ２Ｊ ＝ ０，δ４Ｊ ＝ ０， 可以

判断，当 η ＝ η０ 时，对无穷小扰动 δθ， 直线平衡状态是稳定的．
４．２　 当 η ∈ ［４π２， ＋ ∞ ） 时，系统的临界载荷及稳定性

 当 η ∈ （４π２， ＋ ∞） 时，由式（２９）可以得到 ｋ ＞ ２π ．但当 ｋ ＞ ２π 时，由式（２７）、（２８）
可以得到， Ｑ２

ｎ ＜ ０，Ｑ２
∞ ＜ ０， 所以，此时临界载荷因子只能是 ｋ ＝ ２π ．当 ｋ ＝ ２π 时，由式（２６）可

以得到 Ｑ１
∞ ＞ ０， 由式（２７）、（２８）可以得到 Ｑ２

ｎ ≥０，Ｑ２
∞ ＝ ０， 所以势能的二阶变分是半正定的．

因此，可以断定，对于一端固定、一端弹簧约束滑动固定的杆，直线平衡状态是稳定的．当 η ＞
４π２ 时，随着柔性约束相对刚度的增大，临界载荷保持不变，可见，当柔性约束相对刚度增大到

一定程度，与理想刚性约束下求得的临界载荷是一致的， ｋ ＝ ２π ．这说明，当支座基础的刚度足

够大时，简化为刚性约束是合理的．
 当 η ＝ ４π２ 时，由式（２９）可以得到 ｋ ＝ ２π， 此时式（１８）、（１９）、（２７）、（２８）、（１４）中 Ｑ１

∞

＞ ０，Ｑ２
ｎ ≥０，Ｑ２

∞ ＝ ０，即 δ２Ｊ≥０．事实上，附录中由平衡法求得临界载荷时，其特征方程（Ａ６）系
数矩阵的秩 ｒａｎｋ（Ｈ） ＝ １， 即特征值有二重根，所以除了以下两种模态及其线性组合模态之

外，其余情况下， δ ２Ｊ ＞ ０．
第一，当 ε ２ ≠ ０，ε １ ＝ ０，εｍ ＝ ０，ｍ ＝ ３，４，５，… 时，δ ２Ｊ ＝ ０．此时，由式（９）知
　 　 δθ（ｘ） ＝ ε ２ｓｉｎ（２πｘ） ． （３５）
第二，当式（２９）等于 ０ 时，即

　 　 １ ＋ ２η
ｋ３ ｔａｎ ｋ

２
－ η
ｋ２

＝ ０

时， δ ２Ｊ ＝ ０．此时，由 δθ（ｘ） 的表达式（３２）可知

　 　 δθ（ｘ） ＝ － ３π ３

１６
ε １［ｃｏｓ（２πｘ） － １］ ． （３６）

将式（３５）、（３６）分别代入到式（６）计算，可以得到：对应于第一种情况， δ ４Ｊ ＞ ０， 对于第

二种情况， δ ４Ｊ ＜ ０．这两种模态的线性组合模态也是系统可能存在的平衡状态，其模态数学表

达式见附录式（Ａ８）．所以 η ＝ ４π ２ 是一个多重分叉点．
由此可得当 η ＝ ４π ２ 时，载荷因子 ｋ ＝ ２π， 考虑无穷小扰动 δθ， 势能并不总能取得最小

值，有无穷种失稳模态，且势能的增量至少有一种是负的，所以得出此时的直线平衡状态是不

稳定的．
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平衡时载荷因子 ｋ 与 η 的关系及临界状态的稳定性如图 ２ 所示．

图 ２　 ｋ 与 η 关系图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｋ ａｎｄ η

５　 失稳模态的求解

５．１　 η ∈ ［０，４π ２）
 当 η ＝ ０ 时，由式（９）及式（１４）可得

　 　 δθ（ｘ） ＝ ε １ｓｉｎ（ｋｘ） ． （３７）
对式（３７）积分，考虑到边界条件 ｗ（０） ＝ ０， 求得失稳模态

　 　 ｗ（ｘ） ＝ １
ｋ
（１ － ｃｏｓ（ｋｘ））ε １ ．

 当 η ∈ （０，４π ２） 时，由式（３２）并考虑到边界条件 ｗ（０） ＝ ０， 可得失稳模态

　 　 ｗ（ｘ） ＝ π ３

４ｋ３（π
２ － ｋ２） ｓｉｎ（ｋｘ） － ｔａｎ ｋ

２
ｃｏｓ（ｋｘ） － ｋｘ ＋ ｔａｎ ｋ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ε １ ．

η 和 ｋ 的关系可由式（２９）求得．
５．２　 η ∈ ［４π ２， ＋ ∞）

 当 η ∈（４π ２， ＋ ∞） 时， 由于 Ｑ１
∞ ＞ ０， 模态由 Ｑ２

∞ ＝ ０ 的情况决定，由式（９）及式（２８）
可得

　 　 δθ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（２πｘ）ε ２ ． （３８）
对式（３８）积分，考虑到边界条件 ｗ（０） ＝ ０， 求得

　 　 ｗ（ｘ） ＝ － １
２π

ｃｏｓ（２πｘ）ε ２ ．

 当 η ＝ ４π ２ 时， ｋ ＝ ２π， 由式（９）、（３５）、（３６）可得，当 ε ２ ≠０，ε １ ＝ ０，εｍ ＝ ０（ｍ ＝ ３，４，
５，…） 时，

　 　 ｗ（ｘ） ＝ １
２π

（１ － ｃｏｓ（２πｘ））ε ２；

当平衡状态为 １ ＋ ２η
ｋ３ ｔａｎ ｋ

２
－ η
ｋ２

＝ ０ 时，
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　 　 ｗ（ｘ） ＝ － ３π ３

１６
１
２π

ｓｉｎ（２πｘ） － ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ε １ ．

其对应的所有模态表达式为附录中由扰动法求得的模态（Ａ８）．
为了更直观显示系统在不同相对刚度柔性约束下的模态曲线，取挠度最大值为 １，绘制了

ｗ⁃ｘ 曲线，结果如图 ３ 所示．其中图 ３（ｂ）为图 ３（ａ）的局部放大图．图中选取了 η ／ π ２ ＝ ０，０．２５，
０ ４９４ ７ 和 η ／ π ２ ＞ ４ 这 ４ 种模态，与其对应的四阶变分为正；选取了 η ／ π ２ ＝ １，２，３ 这 ３ 种模

态，与其对应的四阶变分为负．

图 ３　 不同相对刚度的弹性约束下的模态曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ

当 η ＝ ４π ２ 时，有无穷多种失稳模态，是一个多重分叉点．选取了Ｍｅ ＝ ０ 以及Ｍｅ ≠０，ａ ＝ １，
ｔ ＝ ４， ３，２，１，０．５，０．４，０．３，０．２，０．１，０ 几种情况，其模态曲线如图 ４ 所示．其中，当 Ｍｅ ≠０，ａ ＝ １，
ｔ ＝ ０．２，０．１，０ 时，势能的四阶变分 δ ４Ｊ ＞ ０， 其余情况 δ ４Ｊ ＜ ０．

图 ４　 η ＝ ４π２ 的几种模态

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ η ＝ ４π２
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６　 结　 　 论

一端固定、一端弹簧约束滑动固定的弹性杆直线平衡临界状态的稳定性随着柔性约束的

相对刚度不同而变化．
当柔性约束的相对刚度 η ∈ （０，η ０）（η ０ ≈ ０．４９４ ７π ２）时，按照扰动法求得的临界状态是

稳定的．
当柔性约束的相对刚度 η ＝ η ０ 时，只有一种失稳模态，此时势能的四阶变分等于 ０，六阶

变分是正的，所以按照扰动法求得的临界状态也是稳定的．
当柔性约束的相对刚度 η ∈ （η ０，４π ２） 时， 系统临界状态是不稳定的， 还需进行后屈曲

分析．
当柔性约束的相对刚度 η ＝ ４π ２ 时，临界载荷为 ｋ ＝ ２π， 有无穷多种失稳模态，是一个多

重分叉点．至少有一种失稳模态对应的四阶变分是负的，所以此时按照扰动法求得的临界状态

是不稳定的．
当柔性约束的相对刚度 η ∈（４π ２， ＋ ∞） 时，系统的临界状态是稳定的，临界载荷恒为 ｋ ＝

２π， 柔性约束的相对刚度对临界载荷没有影响，将刚度足够大的约束简化为刚性约束是合理的．

附录　 平衡法求临界载荷

用平衡法计算如图 １ 所示系统的临界载荷．设弹簧的伸长量为 δ， 运用截面法，对杆件进行受力分析， ｗ
为坐标 ｓ 处压杆的挠度， ＦＫ ＝ Ｋδ，Ｍｅ 为截面弯矩，顺时针为正，对于杆件右端，关于挠度的微分方程为

　 　 ｄ２ｗ
ｄｓ２

＝
－ Ｍｅ － Ｋδ（ｂ － ｓ） ＋ Ｎ（δ － ｗ）

ＥＩ
． （Ａ１）

引用与第 １ 节相同的记号，式（Ａ１）可以写成

　 　 ｄ２ｗ
ｄｘ２ ＋ ｋ２ｗ ＝

－ Ｍｅ

ＥＩ
ｂ２ － ηδ（１ － ｘ） ＋ ｋ２δ ． （Ａ２）

式（Ａ２）微分方程的通解可以写为

　 　 ｗ（ｘ） ＝ Ａｓｉｎ（ｋｘ） ＋ Ｂｃｏｓ（ｋｘ） －
Ｍｅ

ｋ２ＥＩ
ｂ２ － ηδ（１ － ｘ）

ｋ２ ＋ δ， （Ａ３）

其中 Ａ，Ｂ 为待定常数．对于图 １ 中一端固定、一端弹簧滑动固定的 Ｅｕｌｅｒ 杆的边界条件为

　 　 ｗ（０） ＝ ０， ｗ′（０） ＝ ０， ｗ（１） ＝ δ， ｗ′（１） ＝ ０． （Ａ４）
将式（Ａ４）代入到式（Ａ３），并用 Ａ 的函数替换 δ， 计算得到关于 Ａ，Ｂ， － ｂ２Ｍｅ ／ （ｋ２ＥＩ） 的齐次方程组，

　 　

Ａ ｋ － ｋ３

η( ) ＋ Ｂ －
ｂ２Ｍｅ

ｋ２ＥＩ
＝ ０，

Ａｓｉｎ ｋ ＋ Ｂｃｏｓ ｋ －
ｂ２Ｍｅ

ｋ２ＥＩ
＝ ０，

Ａ（ｃｏｓ ｋ － １） － Ｂｓｉｎ ｋ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（Ａ５）

方程组（Ａ５）的特征方程为

　 　 ｓｉｎ ｋ
２

ｋ １ － ｋ２

η( ) ｃｏｓ ｋ
２

－ ｓｉｎ ｋ
２[ ] ＝ ０． （Ａ６）

式（Ａ６）有两个解，即两个临界载荷，分别为

　 　 ｋ１ ＝ ２π， ２η
ｋ３
２

ｔａｎ
ｋ２

２
－ η

ｋ２
２

＋ １ ＝ ０． （Ａ７）

可以验证，当 η ＝ ４π２ 时， ｋ ＝ ２π 为特征方程的重根．可以推导得到此时的模态
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　 　 ｗ（ｘ） ＝
－ δ
２π

（ｓｉｎ（２πｘ） － ２πｘ）， Ｍｅ ＝ ０，

ａ［（ｃｏｓ（２πｘ） － １） ＋ ｔ（ｓｉｎ（２πｘ） － ２πｘ）］， Ｍｅ ≠ ０，{ （Ａ８）

其中 ａ，ｔ 为各自独立的常数，

　 　 ａ ＝
ｂ２Ｍｅ

４π２ＥＩ
， ｔ ＝ － ２πＥＩ

ｂ２Ｍｅ

δ，　 　 ａ，ｔ ∈ （ － ∞， ＋ ∞） ．

当 ｋ ＝ ｋ０，η ＝ η ０ 时，特征方程（Ａ６）也成立，但此时方程（Ａ６）无重根．所以此时仅有一种模态．
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