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摘要：　 利用 Ｋｏｎｎｏｖ 对变分不等式问题的标量化方法，对一般的强变分不等式（ＳＶＩ）和弱变分不

等式（ＷＶＩ）进行了进一步的推广．主要介绍了基于集值映射的强广义混合向量变分不等式（ＳＧＭ⁃
ＶＶＩ）和弱广义混合向量变分不等式（ＷＧＭＶＶＩ），考虑了与它们相关的间隙函数，在合适的条件下

讨论了强广义混合集值变分不等式（ＳＧＭＶＩ）的间隙函数和 ＳＧＭＶＶＩ 的间隙函数之间的关系，以及

ＷＧＭＶＶＩ 和 ＳＧＭＶＩ 的间隙函数之间的关系，最后讨论了它们的间隙函数的全局误差界．
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引　 　 言

变分不等式及其相关问题是近代数学中非线性分析的重要组成部分，它在微分方程、控制

论、数学经济、最优化等理论应用和实际应用中起着广泛的作用．对于向量变分不等式的研究，
Ｋｏｎｎｏｖ［１］提出了标量化方法，而间隙函数是因凸优化的需要而引进的，文献［２⁃７］对相关的间

隙函数已经做了一些研究．在解决实际问题时，往往可以将问题转化为求解变分不等式的解，
从而转化为求解间隙函数的解．

经典变分不等式的间隙函数一般是比较好求解的，但是在有限维空间中，对于 Ｇｉａｎｎｅｓ⁃
ｓｉ［８］所介绍的向量变分不等式（ＶＶＩ），要解出其间隙函数是比较繁琐的，文献［７，９⁃１６］已经做

了一些相关的研究．Ｌｉ，Ｍａｓｔｒｏｅｎｉ［１７］对于 ＶＶＩ 问题利用 Ｋｏｎｎｏｖ 的标量化方法，在适当的条件下

得到了 ＶＶＩ 的间隙函数和其对应标量化后的间隙函数之间的关系，从而在求解向量变分不等

式的间隙函数时，将其转化成求解变分不等式的间隙函数问题．在文献［１８］中 Ｌｉ， Ｈｕａｎｇ，
Ｙａｎｇ 又对向量变分不等式的标量化进行了进一步的研究， 并把结果运用到了弱尖极小的问

题上．文献［９，１９］已经对 ＧＭＶＶＩ 的间隙函数和 ＧＭＶＩ 的间隙函数以及它们的误差界做了相关

研究．基于上述思想和方法， 本文延续了文献［１７］中的方法， 针对一般的经典 ＶＶＩ 对其做了

适当的推广．
本文第一节主要介绍了所需的预备知识及其引理．第二节是文章的主要结果，把标量化方
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法运用到 ＧＭＶＶＩ 中，并在适当的条件下讨论了 ＧＭＶＩ 的间隙函数和 ＧＭＶＶＩ 的间隙函数之间

的关系．最后，对几个间隙函数的误差界进行了讨论．
设 Ｙ 是一个实 Ｂａｎａｃｈ 空间．Ｙ 的子集 Ｐ 是一个锥，当且仅当对于所有的 λ ＞ ０ 有 λＰ ⊆ Ｐ

成立； Ｐ是一个凸锥，当且仅当 Ｐ是锥以及 Ｐ ＋ Ｐ ＝ Ｐ；Ｐ是一个点锥，当且仅当 Ｐ是一个锥以及

Ｐ ∩ { － Ｐ } ＝ { ０ } ．
一个有序的 Ｂａｎａｃｈ 空间 （Ｙ，Ｐ） 是一个实的 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｙ， 并且定义点锥 Ｐ ⊆ Ｙ 是一个

闭凸集，且 Ｐ 的序关系满足如下关系：
　 　 ｘ ≥ ｙ ⇔ ｘ － ｙ ∈ Ｐ，　 　 ∀ｘ， ｙ ∈ Ｙ；
　 　 ｘ ｙ ⇔ ｘ － ｙ ∉ Ｐ，　 　 ∀ｘ， ｙ ∈ Ｙ ．
记 ｉｎｔ Ｐ 为 Ｐ 的内点，如果 ｉｎｔ Ｐ≠⌀，那么可以定义弱有序的，当且仅当满足下面的关系：
　 　 ｘ ＞ ｙ ⇔ ｘ － ｙ ∈ ｉｎｔ Ｐ，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｙ；
　 　 ｘ ≯ ｙ ⇔ ｘ － ｙ ∉ ｉｎｔ Ｐ，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｙ ．
注意到， 对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｙ，有 ｘ ≥ ｙ ⇔ ｙ ≤ ｘ； ｘ ｙ ⇔ ｙ ｘ 和 ｙ ＜ ｘ ⇔ ｘ ＞ ｙ； ｙ ≮ ｘ ⇔

ｘ ≯ ｙ ．
本文中 Ｘ 是一个实 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｘ∗ 是其共轭空间．Ｋ ⊆ Ｘ 是一个非空闭凸集， （Ｙ，Ｐ） 是

由闭凸点锥 Ｐ 诱导的有序 Ｂａｎａｃｈ 空间．Ｌ（Ｘ，Ｙ） 是所有 Ｘ → Ｙ 的连续线性映射，定义对 ∀ｘ ∈
Ｘ，ｌ ∈ Ｌ（Ｘ，Ｙ） 在 ｘ 的值用 〈 ｌ，ｘ〉 表示．Ｔ：Ｋ → ２Ｌ（Ｘ，Ｙ） 是一个集值映射．

接下来，考虑两类集值映射的广义混合向量变分不等式．
设 ｆ：Ｘ → Ｙ 为连续的凸函数， Ｔ：Ｋ → ２Ｌ（Ｘ，Ｙ），ｔ ∈ Ｔ（ｘ） ．
ＳＧＭＶＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ， 使得 ∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 满足

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ≮ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ． （１）
ＷＧＭＶＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ， 使得对 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 满足

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ≮ ０． （２）

注 １　 １） 如果常值函数 ｆ（ｘ） ≡ ｃ，∀ｘ ∈ Ｋ， 则其为经典的强向量变分不等式和弱向量变分不等式．
ＳＶＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ，∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ≮ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．
ＷＶＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ， 对 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ≮ ０．

２） 在经典意义下的集值变分不等式，如果定义 Ｔ：Ｋ → ２Ｘ∗， 那么

ＳＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ，∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ≥ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．
ＷＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ， 对 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ≥ ０．
注 ２　 如果设 ＳＳＶＩ，ＳＷＶＩ，ＳＳＶＶＩ，ＳＷＶＶＩ，ＳＳＧＭＶＶＩ，ＳＷＧＭＶＶＩ 分别为 ＳＶＩ，ＷＶＩ，ＳＶＶＩ，ＷＶＶＩ，ＳＧＭＶＶＩ，ＷＧＭＶＶＩ 的

解集，那么它们的解的关系为 ＳＳＶＩ ⊆ ＳＷＶＩ，ＳＳＶＶＩ ⊆ ＳＷＶＶＩ 和ＳＳＧＭＶＶＩ ⊆ ＳＷＧＭＶＶＩ ．

１　 预 备 知 识

首先介绍几个引理，这对后续定理的证明起着重要作用．
引理 １［１７］ 　 设 Ａｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间上的非空子集，以下结论成立：
１） 如果 Ａｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ 是紧的，那么
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　 　 ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ，ｃｏ (∪

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｘ） )， ∪

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｘ）， ｃｏ { Ａｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，…，ｎ

都是紧的，其中 ｃｏ { Ａｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，…，ｎ 为 { Ａｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，…，ｎ 的凸包．
２） ∪ｎ

ｉ ＝ １ Ａｉ（ｘ） ⊆ ｃｏ { Ａｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，…，ｎ ＝ ｃｏ（∪ｎ
ｉ ＝ １ Ａｉ（ｘ）） ．

注 ３　 特别地，如果 ∪ｎ
ｉ ＝ １ Ａｉ（ｘ） 是凸集，那么 ∪ｎ

ｉ ＝ １ Ａｉ（ｘ） ＝ ｃｏ{ Ａｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

引理 ２　 Δ ＝ {λ ＝ （λ １，λ ２，…，λ ｎ） ∈ Ｒｎ：∑ ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ ＝ １，λ ｉ ≥ ０ } 是一个紧凸集．

引理 ３［２０］ 　 设集合 Ａ，Ｂ，其中 Ａ，Ｂ 有一个为凸集，则 ｃｏ（Ａ × Ｂ） ＝ ｃｏ（Ａ） × ｃｏ（Ｂ） ．
引理 ４［２１］ 　 对于任意扩张实值函数 ｆ１， ｆ２ （约定（＋∞ ）－（＋∞ ）＝ ＋∞ ），以下不等关系成立

　 　 ｉｎｆ
ｘ∈Ｘ

{ ｆ１（ｘ） ＋ ｆ２（ｘ） } ≥ ｉｎｆ
ｘ∈Ｘ

ｆ１（ｘ） ＋ ｉｎｆ
ｘ∈Ｘ

ｆ２（ｘ）；

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

{ ｆ１（ｘ） ＋ ｆ２（ｘ） } ≤ ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

ｆ１（ｘ） ＋ ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

ｆ２（ｘ） ．

特别地，有
　 　 ｉｎｆ

（ｘ１，ｘ２）∈Ｘ１×Ｘ２
{ ｆ１（ｘ１） ＋ ｆ２（ｘ２） } ＝ ｉｎｆ

ｘ１∈Ｘ１
ｆ１（ｘ１） ＋ ｉｎｆ

ｘ２∈Ｘ２
ｆ２（ｘ２） ．

引理 ５［２２］ 　 设 Ｘ 是向量空间中的非空凸集， Ｙ 是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间的非空紧凸集，
设 ｆ：Ｘ × Ｙ → Ｒ 是实值函数，对每一个固定的 ｘ ∈ Ｘ， ｆ（ｘ，·） 在 Ｙ 上是一下半连续的凸函数；
对于每一固定的 ｙ ∈ Ｙ， ｆ（·，ｙ） 在 Ｘ 上是凹函数，则以下等式成立

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

ｍｉｎ
ｙ∈Ｙ

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｍｉｎ
ｙ∈Ｙ

ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

ｆ（ｘ，ｙ） ．

２　 主 要 结 果

下面介绍几类广义混合变分不等式的间隙函数，首先给出间隙函数的定义．
定义 １　 设 Ｋ 是 ＳＧＭＶＶＩ（ＷＧＭＶＶＩ）的有效域，称函数 Ｐ：Ｋ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } 是 ＳＧＭＶＶＩ

（ＷＧＭＶＶＩ）上的间隙函数，如果满足以下两个条件：
１） Ｐ（ｘ） ≥ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ；
２） Ｐ（ｘ∗） ＝ ０ 当且仅当 ｘ∗ 是 ＳＧＭＶＶＩ（ＷＧＭＶＶＩ）的解．
文中的一些记号： Ｒｎ

＋ ＝ { ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ∈ Ｒｎ：ｘｉ ≥ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ } ；ｉｎｔ Ｒｎ
＋ ＝ { ｘ ＝

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ∈ Ｒｎ： ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ } ；Ｔ０：Ｋ →２Ｘ∗，Ｔ０（ｘ） ＝ ｃｏ { Ｔｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，…，ｎ；Ｔ（ｘ） ＝

∏ ｎ

ｉ ＝ １
Ｔｉ（ｘ）；Ｈ０（ｘ） ＝∪ｎ

ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ）， 其中 Ｔｉ（ｘ）：Ｋ → ２Ｘ∗ ．

２．１　 ＳＧＭＶＶＩ 和ＷＧＭＶＶＩ 的间隙函数

在文献［５］中，已经建立了经典变分不等式的间隙函数，这里采取类似的想法来建立对应

的间隙函数．下面先介绍 ＳＧＭＶＶＩ 和 ＷＧＭＶＶＩ 的间隙函数．
令 ｔ ＝ （ ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ） ∈ Ｔ（ｘ），ｔｉ ∈ Ｔｉ（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ，定义：〈 ｔ，ｙ － ｘ〉 ＝ （〈 ｔ１，ｙ － ｘ〉，〈 ｔ２，

ｙ － ｘ〉，…，〈 ｔｎ，ｙ － ｘ〉） ．〈 ｔｉ，ｙ － ｘ〉 是〈 ｔ，ｙ － ｘ〉 对应的第 ｉ 个坐标以及 ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），
…，ｆｎ（ｘ）），其中ｆｉ（ｘ）：Ｘ → Ｒ ．定义φＴ（ｘ）：Ｋ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } ：

　 　 φＴ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ（ｘ）

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ，　 　 ｘ ∈ Ｋ ． （３）

对 ｘ ∈ Ｋ， 定义 ＢＴ
ｘ ＝ { ｔ：Ｋ → Ｔ（ｘ） } ，ＢＴ

ｘ 是所有从 Ｋ → Ｔ（ｘ） 的算子．如果 ｘ∈ Ｋ，ｔ∈ ＢＴ
ｘ，

那么 ｔ（ｙ） ＝ （ ｔ１（ｙ），ｔ２（ｙ），…，ｔｎ（ｙ）） ∈ Ｔ（ｘ），∀ｙ ∈ Ｋ ．同样定义 ϕＴ（ｘ）：Ｋ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } ：
　 　 ϕＴ（ｘ） ＝ ｉｎｆ

ｔ∈ＢＴｘ
ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ（ｙ），ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ，　 　 ｘ ∈ Ｋ ． （４）

按照间隙函数的定义，笔者来证明上述两个函数是对应集值广义混合向量变分不等式的
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间隙函数．
定理 １　 设对于每个 ｘ∈ Ｋ， 集值映射 Ｔｉ（ｘ），ｉ∈ { １，２，…，ｎ } 是非空弱∗紧的凸集，则以

下结论成立：
􀃠 φＴ（ｘ） 是由式（１）定义的间隙函数；
􀃡 ϕＴ（ｘ） 是由式（２）定义的间隙函数．
证明　 􀃠 由间隙函数的定义，对于 ∀ｘ ∈ Ｋ， 有

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≥

　 　 　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｘ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ） } ＝ ０．

从而对于 ∀ｘ ∈ Ｋ， 有

　 　 φＴ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ（ｘ）

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≥

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ（ｘ）

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｘ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ） } ＝ ０．

如果 φＴ（ｘ∗） ＝ ０，由于 Ｔｉ（ｘ∗） 是弱∗紧的，由引理 １ 可知 Ｔ（ｘ∗） ＝∏ ｎ

ｉ ＝ １
Ｔｉ（ｘ∗） 也是弱∗

紧的．由函数的连续性可知， ∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗） 使得

　 　 φＴ（ｘ∗） ＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ∗ｊ ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ＝ ０．

从而有

　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ∗ｊ ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

这等价于

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ∉－ ｉｎｔ Ｒｎ
＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

所以　 　 ｘ∗ ∈ ＳＳＧＭＶＶＩ ．
反之，如果 ｘ∗ ∈ ＳＳＧＭＶＶＩ，有〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ∉－ ｉｎｔ Ｒｎ

＋，∀ｙ ∈ Ｋ， 从而存在

ｉ０ ∈ { ｉ ＝ １，２，…，ｎ } 使得

　 　 ０ ≥ 〈 ｔ∗ｉ０ ，ｘ
∗ － ｙ〉 ＋ ｆｉ０（ｘ

∗） － ｆｉ０（ｙ） ≥
　 　 　 　 ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｎ
{ 〈 ｔ∗ｊ ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

从而有

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ∗ｊ ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ０．

所以

　 　 φＴ（ｘ∗） ≤ ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ∗ｊ ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ０．

又由前面的证明，对于∀ｘ ∈ Ｋ，有 φＴ（ｘ） ≥ ０，所以 φＴ（ｘ∗） ≥ ０，从而 φＴ（ｘ∗） ＝ ０．证毕．
􀃡 类似地，对于 ∀ｘ ∈ Ｋ，∀ｔ ∈ ＢＴ

ｘ， 有

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ（ｙ），ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≥

　 　 　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ（ｙ），ｘ － ｘ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ） } ＝ ０．

从而对于 ∀ｘ ∈ Ｋ， 有

　 　 ϕＴ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ∈ＢＴｘ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ（ｙ），ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≥

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ∈ＢＴｘ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ（ｙ），ｘ － ｘ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ） } ＝ ０．

如果 ｘ∗ ∈ ＳＷＧＭＶＶＩ，那么，对于 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｔ∗（ｙ） ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗（ｙ），ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ∉－ ｉｎｔ Ｒｎ
＋ ．
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这等价于

　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ∗ｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ０．

所以

　 　 ϕＴ（ｘ∗） ＝ ｉｎｆ
ｔ∈ＢＴ

ｘ∗

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ（ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ０，

　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．
又因为对于 ∀ｘ ∈ Ｋ，有ϕＴ（ｘ） ≥ ０， 所以 ϕＴ（ｘ∗） ＝ ０．

反之，如果 ϕＴ（ｘ∗） ＝ ０， 由下确界的定义可知，对于 ε １ ＞ ε ２ ＞ … ＞ ε ｎ ＞ … ＞ ０ 且 ε ｎ ＝
ε １ ／ ２ｎ－１，ｔｎ ∈ ＢＴ

ｘ∗，ｎ ＝ １，２，…， 使得

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔｎｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ε ｎ ．

从而有

　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔｎｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ε ｎ，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ， ∀ｎ ∈ Ｎ ．

注意到 { ｔｎ（ｙ） } ⊆ Ｔ（ｘ∗）， 又因为 Ｔ（ｘ∗） 是弱∗紧的，所以，对于 ∀ｙ ∈ Ｋ， { ｔｎ（ｙ） } 有

弱∗收敛的子网．不失一般性设 ｔ∗（ｙ） ∈ Ｔ（ｘ∗）， 从而有

　 　 〈 ｔｎ（ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ（ｘ∗） － ｆ（ｙ） → 〈 ｔ∗（ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ（ｘ∗） － ｆ（ｙ），
ｎ →＋ ∞， ∀ｙ ∈ Ｋ ．

这意味着

　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

〈 ｔｎｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） →

　 　 　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

〈 ｔ∗ｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ），　 　 ｎ →＋ ∞， ∀ｙ ∈ Ｋ ．

由极限的保不等式性，有
　 　 ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｎ
{ 〈 ｔ∗ｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

从而对于 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｔ∗ｊ （ｙ） ∈ Ｔ ｊ（ｘ∗） 使得

　 　 〈 ｔ∗ｊ （ｙ），ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ） ≤ ０．
所以，对于 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｔ∗（ｙ） ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ∉－ ｉｎｔ Ｒｎ
＋ ．

故 ｘ∗ ∈ ＳＷＧＭＶＶＩ ．证毕．
２．２　 ＳＧＭＶＩ 和ＷＧＭＶＩ 的间隙函数及 ＳＧＭＶＶＩ 和ＷＧＭＶＶＩ 的标量化方法

先引入标量的广义混合变分不等式，定义

ＳＧＭＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ， 使得 ∃ｓ∗ × λ∗ ∈ Ｔ０（ｘ∗） × Δ 有

　 　 〈ｓ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｙ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ≥ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ． （５）

ＷＧＭＶＩ：求 ｘ∗ ∈ Ｋ， 使得 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｓ∗ × λ∗ ∈ Ｔ０（ｘ∗） × Δ 有

　 　 〈ｓ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｙ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ≥ ０． （６）

同样地定义对应的间隙函数： ＰＴ０×Δ（ｘ）：Ｋ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } ，ｑＴ０×Δ（ｘ）：Ｋ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } ：

　 　 ＰＴ０×Δ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ，　 　 ｘ ∈ Ｋ，

　 　 ｑＴ０×Δ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ×λ∈ＢＴ０ｘ ×Δ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ（ｙ），ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ，　 　 ｘ ∈ Ｋ，
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其中　 　 ＢＴ０
ｘ ＝ { ｔ：Ｋ → Ｔ０（ｘ） } ．

定理 ２　 设对于每个 ｘ ∈ Ｋ，Ｔｉ（ｘ），ｉ ∈ { １，２，３，…，ｎ } 是非空弱∗紧的凸集，则以下结论

成立：
􀃠 ＰＴ０×Δ（ｘ） 是由式（５）定义的间隙函数；
􀃡 ｑＴ０×Δ（ｘ） 是由式（６）定义的间隙函数．
证明　 􀃠 对于 ∀ｘ ∈ Ｋ， 有

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≥

　 　 　 　 〈 ｔ，ｘ － ｘ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ）） ＝ ０．

所以

　 　 ＰＴ０×Δ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≥

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｘ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ）） } ＝ ０．

又假定 ＰＴ０×Δ（ｘ
∗） ＝ ０， 即

　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ∗） ×Δ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ）） } ＝ ０．

由于 Ｔ０（ｘ∗） 是弱∗紧的， Δ 是紧的，则存在 ｔ∗ × λ∗ ∈ Ｔ０（ｘ∗） × Δ， 使得

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ∗，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ）） } ＝ ０．

从而有

　 　 〈 ｔ∗，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ）） ≤ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

所以　 　 ｘ∗ ∈ ＳＳＧＭＶＩ ．
反之，如果 ｘ∗ ∈ ＳＳＧＭＶＩ， 那么存在 ｔ∗ × λ∗ ∈ Ｔ０（ｘ∗） × Δ， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ）） ≤ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

从而有

　 　 ＰＴ０×Δ（ｘ
∗） ＝ ｉｎｆ

ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ∗） ×Δ
ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ∗，ｘ∗ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ∗） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≤ ０．

但对于 ∀ｘ ∈ Ｋ，有ＰＴ０×Δ（ｘ） ≥ ０， 所以 ＰＴ０×Δ（ｘ
∗） ＝ ０．证毕．

􀃡 证明方法与定理 １ 中􀃡 的证明方法相同，这里不再赘述．
定理 ３　 设 Ｋ 是实 Ｂａｎａｃｈ 空间中的非空闭凸集，对于每个 ｘ ∈ Ｋ， 集值映射 Ｔ ｊ（ｘ）， ｊ ∈

{ １，２，…，ｎ } 是非空弱∗紧的凸集，则以下结论成立：
􀃠 ＰＴ０×Δ（ｘ） ≤ φＴ（ｘ）；
􀃡 如果对于 ∀ｘ ∈ Ｋ， ∪ｎ

ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ） 是一个凸集，那么有 ＰＴ０（ｘ） ×Δ（ｘ） ＝ φＴ（ｘ） ．
证明　 􀃠 若 φＴ（ｘ） ＝ ＋ ∞， 显然 ＰＴ０（ｘ） ×Δ（ｘ） ≤ φＴ（ｘ） 成立．不妨设对 ∀ｘ ∈ Ｋ，有φＴ（ｘ）

＜ ＋ ∞， 故对于 ∀ｔ ∈ Ｔ（ｘ），∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｉ０ ∈ { １，２，…，ｎ } ， 使得
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　 　 〈 ｔｉ０，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆｉ０（ｘ） － ｆｉ０（ｙ） ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ．

又由引理 ４ 可得

　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ０（ｘ）

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 } ＋ ｉｎｆ
λ∈Δ

{∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．

令 ｇ（λ） ＝∑ ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）），ｓ（ ｔ） ＝ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ．令 λ∗ ＝ （０，…，１，…，０）， 其中，非零数处

于向量 λ∗ 中的第 ｉ０ 位置．此时有 ｉｎｆλ∈Δ ｇ（λ） ≤ ｇ（λ∗） ＝ ｆｉ０（ｘ） － ｆｉ０（ｙ） ．
又由于 Ｔｉ０（ｘ） ⊆ Ｔ０（ｘ）， 所以有

　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ０（ｘ）

ｓ（ ｔ） ≤ ｉｎｆ
ｔ∈Ｔｉ０（ｘ）

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 } ≤ 〈 ｔｉ０，ｘ － ｙ〉 ．

综上所述，对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ， 有

　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ０（ｘ）

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 } ＋ ｉｎｆ
λ∈Δ

{∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≤

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ０（ｘ）

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 } ＋ ｆｉ０（ｘ） － ｆｉ０（ｙ） ≤

　 　 　 　 〈 ｔｉ０，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆｉ０（ｘ） － ｆｉ０（ｙ） ＝
　 　 　 　 ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｎ
{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ．

于是，对 ∀ｘ ∈ Ｋ， 有

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ．

又由 ｔ ∈ Ｔ（ｘ） 的任意性，有

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≤

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ（ｘ）

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．

由引理 １ 可知，对每个 ｘ ∈ Ｋ，Ｔ０（ｘ） 是一个弱∗紧的凸集， Δ 为紧凸集．令 ｈ（ｙ，（ ｔ，λ）） ＝

〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑ ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ））， 从而对于固定的 ｙ ∈ Ｋ， ｈ（ｙ，·） 是一个关于 （ ｔ， λ） 连

续的凸函数．对于固定的 ｔ × λ ∈ Ｔ０（ｘ） × Δ， ｈ（·，（ ｔ，λ）） 是关于 ｙ 的凹函数．所以，由引理 ５
可得

　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ．

从而有 ＰＴ０×Δ（ｘ） ≤ φＴ（ｘ） ．证毕．
􀃡 因为对于 ∀ｘ ∈ Ｋ， ∪ｎ

ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ） 是一个凸集，所以由引理 ３ 可知， ｃｏ（∪ｎ
ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ）

×∪ｎ
ｉ ＝ １ { ｅｉ } ） ＝ ｃｏ（∪ｎ

ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ）） × ｃｏ（∪ｎ
ｉ ＝ １ { ｅｉ } ） ＝ Ｔ０（ｘ） × Δ， 其中 ｅｉ，ｉ∈ { １，２，…，ｎ } 为单

位向量．对 ∀ｔ０ × λ０ ∈ ｃｏ（∪ｎ
ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ） ×∪ｎ

ｉ ＝ １ { ｅｉ } ），∃ｔ∗ｉ ∈ Ｔｉ（ｘ） 和λ∗
ｉ ≥ ０，ｉ ∈ { １，２，…，
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ｎ } 且满足 ∑ ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ＝ １， 使得

　 　 （ ｔ０，λ０） ＝ (∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ｔ∗ｉ ，∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ｅｉ ) ．

于是对 ∀ｔ ∈ Ｔ（ｘ）， 有

　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ （〈 ｔ∗ｉ ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｙ）） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ｔ∗ｉ ，ｘ － ｙ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ （ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｙ）），　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ ．

从而

　 　 ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ（ｘ）

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ｔ∗ｉ ，ｘ － ｙ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ （ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｙ）） } ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．

又由于 ∑ ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ｔ∗ｉ ＝ ｔ０ ∈ ｃｏ（∪ｎ
ｉ ＝ １ Ｔｉ（ｘ）） ＝ ｃｏ { Ｔｉ（ｘ） } ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ，λ０ ＝ （λ∗

１ ，λ∗
２ ，…，λ∗

ｎ ） ＝

∑ ｎ

ｉ ＝ １
λ∗

ｉ ｅｉ， 所以，由 ｔ０ × λ０ 的任意性可得

　 　 φＴ（ｘ） ＝ ｉｎｆ
ｔ∈Ｔ（ｘ）

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔ ｊ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≤

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈ｃｏ ( ∪ｎ

ｉ ＝ １Ｔｉ（ｘ） ×∪
ｎ
ｉ ＝ １{ ｅｉ} )

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｙ）） } ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈ｃｏ ( ∪ｎ

ｉ ＝ １Ｔｉ（ｘ） ) ×ｃｏ ( ∪ｎ
ｉ ＝ １{ ｅｉ} )

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｙ）） } ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
ｔ×λ∈Ｔ０（ｘ） ×Δ

ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ＝ ＰＴ０×Δ（ｘ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．

再由定理 ３ 的结论􀃠可知， ＰＴ０×Δ（ｘ） ＝ φＴ（ｘ） ．证毕．
定理 ４　 设 Ｋ 是实 Ｂａｎａｃｈ 空间中的非空闭凸集，对于每个 ｘ ∈ Ｋ， 集值映射 Ｔ ｊ（ｘ）， ｊ ∈

{ １，２，…，ｎ } 是非空弱∗紧的凸集，则 ＰＴ０×Δ（ｘ） ≤ ϕＴ（ｘ） ．

注 ４　 证明方法与定理 ３ 结论􀃠的证明类似，此处省略．

２．３　 ＳＧＭＶＶＩ 和 ＳＧＭＶＩ 的间隙函数的全局误差界

定义 ２　 称集值映射 Ｈ：Ｋ →２Ｘ∗
是 μ⁃强单调，如果 ∃μ ＞ ０， 对于 ∀ｘ∗ ∈ Ｈ（ｘ），∀ｙ􀆽 ∈

Ｈ（ｙ）， 使得不等式成立：
　 　 〈ｘ∗ － ｙ􀆽，ｘ － ｙ〉 ≥ μ ｘ － ｙ ２ ．
定义 ３　 称实值函数 Ｓ：Ｘ→Ｒ是 ξ⁃ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，如果给定常数 ０ ＜ ξ ＜ ＋ ∞ 且∃Ｌ ＞

０ 对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ ⊆ Ｘ， 使得不等式成立：
　 　 Ｓ（ｘ） － Ｓ（ｙ） ≤ Ｌ ｘ － ｙ ξ ．

注 ５　 显然如果一个函数是 ξ⁃ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，那么这个函数是连续的， Ｌ 叫做 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 系数．

定义 ４　 设 Ｆ：Ｋ → Ｒ∪ { ＋ ∞ } 的有效域是非空的，定义 Ｓ ＝ { ｘ∈ Ｋ：Ｆ（ｘ） ≤ ０ } 非空，
且令 Ｆ ＋（ｘ） ＝ ｍａｘ {Ｆ（ｘ），０ } ，ｄ（ｘ，Ｓ） ＝ ｉｎｆｓ∈Ｓ ｄ（ｘ，ｓ），则 Ｆ 有全局误差界，如果对于 ∃μ ＞ ０，
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使得

　 　 ｄ（ｘ，Ｓ） ≤ μ Ｆ ＋（ｘ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．
本节主要是在强单调的条件下研究间隙函数的全局误差界，此时对于 ξ⁃ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，

只考虑当 ξ ＝ ２ 时的情况．
定理 ５　 对于每个 ｘ∈Ｋ，Ｔｉ（ｘ），ｉ∈ { １，２，…，ｎ } 是非空弱∗紧的凸集，并且对于每一 ｊ∈

{ １，２，…，ｎ } ， ｆ ｊ（ｘ） 是 ２⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，那么以下结论成立：
􀃠 如果 Ｈ０（ｘ） 是 μ⁃强单调且满足 μ ＞ ２ Ｌ∗， 其中 Ｌ∗ ＝ ｍａｘ { Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ } ；Ｌ ｊ， ｊ∈ { １，

２，…，ｎ } 是 ｆ ｊ（ｘ） 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 系数，则函数 φＴ（ｘ） 有全局误差界；
􀃡 如果 Ｔ０（ｘ） 是 μ⁃强单调且满足 μ ＞ ２ Ｌ∗， 其中 Ｌ∗ ＝ ｍａｘ { Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ } ；Ｌ ｊ， ｊ∈ { １，

２，…，ｎ } 是 ｆ ｊ（ｘ） 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 系数，则函数 ＰＴ０×Δ（ｘ） 有全局误差界．
证明　 􀃠 设 ｘ∗ ∈ ＳＳＧＭＶＶＩ，则 ∃ｔ∗ ∈ Ｔ（ｘ∗）， 使得

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ∗） ≮ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．
这意味着对 ∀ｙ ∈ Ｋ，∃ｊｙ ∈ { １，２，…，ｎ } ， 使得

　 　
ｔ∗ｊｙ ∈ Ｔ ｊｙ（ｘ

∗） ⊆ Ｈ０（ｘ∗）；

〈 ｔ∗ｊｙ ，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ｆ ｊｙ（ｙ） － ｆ ｊｙ（ｘ
∗） ≥ ０ ．{ （７）

由 φＴ（ｘ） 的定义及引理 １ 可知， Ｔ（ｘ） 是弱∗紧的，从而对于 ∀ｘ ∈ Ｋ，∃ｔｘ ∈ Ｔ（ｘ）， 使得

　 　 φＴ（ｘ） ＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔｘｊ ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ≥

　 　 　 　 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ 〈 ｔｘｊ ，ｘ － ｙ〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） } ，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ． （８）

由于 ｆ ｊ（ｘ） 是 ２⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，故 ∃Ｌ ｊ ＞ ０， ｊ ∈ { １，２，…，ｎ } ，Ｌ∗ ＝ ｍａｘ { Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ } ， 从而

对于 ∀ｊ， 有

　 　 ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗） ≤ Ｌ∗ ｘ － ｘ∗ ２ ． （９）
又由于 Ｈ０（ｘ） 是 μ⁃强单调，所以∃μ ＞ ０，使得对于∀ｔｘｊ ∈Ｈ０（ｘ），∀ｔ∗ｊｘ ∈Ｈ０（ｘ∗），以下不等

式成立：
　 　 〈 ｔｘｊ － ｔ∗ｊｘ ，ｘ － ｘ∗〉 ≥ μ ｘ － ｘ∗ ２ ． （１０）

结合式（７） ～ （１０）有
　 　 φＴ（ｘ） ≥ ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｎ
{ 〈 ｔｘｊ － ｔ∗ｊｘ ，ｘ － ｘ∗〉 ＋ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗） } ＋ 〈 ｔ∗ｊｘ ，ｘ － ｘ∗〉 ≥

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ ＋ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗） } ＋ 〈 ｔ∗ｊｘ ，ｘ － ｘ∗〉 ＝

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ ＋ 〈 ｔ∗ｊｘ ，ｘ － ｘ∗〉 ＋ ｆ ｊｘ（ｘ） － ｆ ｊｘ（ｘ
∗） ＋

　 　 　 　 { ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗） } － （ ｆ ｊｘ（ｘ） － ｆ ｊｘ（ｘ
∗）） } ≥

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ ＋ { ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗） } － （ ｆ ｊｘ（ｘ） － ｆ ｊｘ（ｘ
∗）） } ≥

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ － ２Ｌ∗ ｘ － ｘ∗ ２ ＝ （μ － ２Ｌ∗） ｘ － ｘ∗ ２，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．

所以，函数 φＴ（ｘ） 有全局误差界．
􀃡 设 ｘ∗ ∈ ＳＳＧＭＶＩ， 则 ∃ｔ∗ × λ∗ ∈ Ｔ０（ｘ∗） × Δ， 有

　 　 〈 ｔ∗，ｙ － ｘ∗〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｙ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ≥ ０，　 　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ ．

由 ＰＴ０×Δ（ｘ） 的定义及引理 １ 可知，对于每个 ｘ ∈ Ｋ，Ｔ０（ｘ） 也是非空弱∗紧的凸集，从而对于
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∀ｘ ∈ Ｋ，∃ｔｘ × λｘ ∈ Ｔ０（ｘ） × Δ， 使得

　 　 ＰＴ０×Δ（ｘ） ＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔｘ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｘ

ｊ（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ． （１１）

又 ｆ ｊ（ｘ） 是 ２⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，故 ∃Ｌ ｊ ＞ ０， ｊ ∈ { １，２，…，ｎ } ，Ｌ∗ ＝ ｍａｘ { Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ } ， 对于

∀ｊ， 有

　 　 ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗） ≤ Ｌ∗ ｘ － ｘ∗ ２ ． （１２）
又由于 Ｔ０（ｘ） 是 μ⁃ 强单调，对于 ｔｘ ∈ Ｔ０（ｘ），ｔ∗ ∈ Ｔ０（ｘ∗），∃μ ＞ ０， 使得

　 　 〈 ｔｘ － ｔ∗，ｘ － ｘ∗〉 ≥ μ ｘ － ｘ∗ ２ ． （１３）
结合式（１１） ～ （１３）有

　 　 ＰＴ０×Δ（ｘ） ＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ｋ

{ 〈 ｔｘ，ｘ － ｙ〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｘ

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ）） } ≥

　 　 　 　 〈 ｔｘ － ｔ∗，ｘ － ｘ∗〉 ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｘ

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ＋ 〈 ｔ∗，ｘ － ｘ∗〉 ＝

　 　 　 　 〈 ｔｘ － ｔ∗，ｘ － ｘ∗〉 ＋ 〈 ｔ∗，ｘ － ｘ∗〉 ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ∗

ｊ （ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（λ ｘ

ｊ － λ∗
ｊ ）（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ≥

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（λ ｘ

ｊ － λ∗
ｊ ）（ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗）） ≥

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ － Ｌ∗ ｘ － ｘ∗ ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｘ

ｊ － λ∗
ｊ ≥

　 　 　 　 μ ｘ － ｘ∗ ２ － ２Ｌ∗ ｘ － ｘ∗ ２ ＝ （μ － ２Ｌ∗） ｘ － ｘ∗ ２，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ ．

所以， 函数 ＰＴ０×Δ 有全局误差界．证毕．

３　 结　 　 论

本文主要继续并推广了 Ｋｏｎｎｏｖ 对向量变分不等式的研究，证明了构造的 φＴ（ｘ），ϕＴ（ｘ），
ＰＴ０×Δ（ｘ），ｑＴ０×Δ（ｘ） 是 ＳＧＭＶＶＩ （ＷＧＭＶＶＩ） 和 ＳＧＭＶＩ （ＷＧＭＶＩ） 的间隙函数，使得 ＳＧＭＶＶＩ
（ＷＧＭＶＶＩ）在适当的条件下达到标量化的目的．得出了广义混合向量变分不等式的解在适当

条件下可以转化为经典意义下标量变分不等式的解的问题的结论，并在文章的最后给出适当

的条件，得出了间隙函数的全局误差界的结果．
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