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摘要：　 对于结构动力分析中的离散系统运动方程，现有算法的计算精度和效率均依赖于时间步

长的选取，这是时间域问题求解的难点．基于 ＥＥＰ（ｅｌｅｍｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ）超收敛计算的自适应

有限元法，以 ＥＥＰ 超收敛解代替未知真解，估计常规有限元解的误差，并自动细分网格，目前已对

诸类以空间坐标为自变量的边值问题取得成功．对离散系统运动方程建立弱型 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解，
引入基于 ＥＥＰ 法的自适应求解策略，在时间域上自动划分网格，最终得到所求时域内任一时刻均

满足给定误差限的动位移解，进而建立了一种时间域上的新型自适应求解算法．
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引　 　 言

有限元法（ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＦＥＭ）是一种通用的数值计算方法，在结构动力响应

分析中也得到极为广泛的应用．对于受动力荷载作用的连续体，ＦＥＭ 通过对空间维度的分片插

值离散，最终将问题归结为求解形如Ｍｕ ＋ Ｃｕ ＋ Ｋｕ ＝ Ｐ的离散系统运动方程，在数学上即为二

阶常微分方程组（ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，简称 ＯＤＥｓ）初值问题，常用 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法、
Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法等逐步积分法来求解．这类方法对外荷载和运动变量均按时间步长进行离散，其收

敛性、计算精度、数值稳定性、计算效率均与时间步长的选择密切相关［１⁃２］ ．２０ 世纪 ９０ 年代，钟
万勰等对线性定常系统提出了暂态历程计算的精细时程积分法［３⁃５］，并得到了很多发展［６⁃８］ ．除
此之外，亦可对时间域进行有限元离散，在时间步长内进行有限元插值或构造 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 弱型积

分，最终再次归结为时间步长的递推计算［２］ ．
自适应求解是现代有限元计算的新型求解方式．用户只需输入解答精度所要求的误差限，

即可得到按某种方式度量满足该误差限的解答，其计算网格由算法自动生成．国内外多名学者

已经在有限元自适应求解方面取得成果．袁驷等基于数学和力学概念，提出了一种有限元超收

敛后处理算法———单元能量投影（ＥＥＰ）法［９⁃１０］，且已建立了一套完整统一的 ＦＥＭ 自适应求解
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算法，该法通用“有限元解→超收敛解→网格细分”这一“三步走”的自适应策略，以 ＥＥＰ 超收

敛解估计误差并指导网格划分，最终给出按最大模度量逐点满足给定误差限的解答，已对各类

一维线性问题［１１⁃１２］，弹性力学平面问题、中厚板壳弯曲等二维线性问题［１３⁃１４］、规则区域的三维
线性问题［１５］、特征值问题［１６］、一维非线性问题［１７］、边界非线性问题［１８］等取得一系列成功．

鉴于时域问题的计算精度和效率与时间步长的选取密切相关这一特点和难点，自适应分

析中的误差估计和网格自动划分技术对其求解具有天然的适应性和显著的突破性．本文将基

于 ＥＥＰ 法的有限元自适应技术运用到时域问题，建立动力响应分析中离散系统运动方程的

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元自适应求解方法．以离散体系运动方程组这一常系数 ＯＤＥｓ 初值问题为对象，
首先建立其 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元求解的弱形式，然后给出超收敛计算的 ＥＥＰ 法简约格式公式以及

相应的自适应求解策略，最后以典型的数值算例展示本文算法的高效性、可靠性和适用性．

１　 问题描述及 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解

考虑如下离散系统运动方程，即二阶 ＯＤＥｓ 初值问题：

　 　
Ｌｕ ≡ Ｍｕ ＋ Ｃｕ ＋ Ｋｕ ＝ Ｐ，　 　 ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ，
ｕ（０） ＝ ０， ｕ（０） ＝ ０，{ （１ａ）

（１ｂ）
其中， ｕ ＝ （ｕ１（ ｔ） ｕ２（ ｔ） … ｕｎ（ ｔ）） Ｔ 为 ｎ个离散自由度的动位移函数 ｕｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）
组成的向量，ｕ，ｕ分别表示由 ｕｉ ≡ｄｕｉ ／ ｄｔ，ｕｉ ≡ｄ２ｕｉ ／ ｄｔ２（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 组成的速度向量和加速

度向量；Ｌ 为算子矩阵，对于线性振动问题，质量阵 Ｍ、刚度阵 Ｋ、阻尼阵 Ｃ 为常系数阵，荷载项

Ｐ 为时间 ｔ 的函数；ｎ 阶方阵 Ｍ 可逆，且设式（１） 的解存在且唯一；时域的上界为 Ｔ（Ｔ ＞ ０） ．
定义双线性型和线性型分别为

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫Ｔ
０
（ － ｖＴＭｕ ＋ ｖＴＣｕ ＋ ｖＴＫｕ）ｄｔ， （Ｐ，ｖ） ＝ ∫Ｔ

０
ｖＴＰｄｔ ． （２）

考虑分部积分后

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫Ｔ
０
ｖＴＬｕｄｔ － ｖＴＭｕ Ｔ

０ ． （３）

其 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法弱形式归结为求 ｕ ∈ Ｈ１
Ｅ 使得

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ （Ｐ，ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ１
ｖ， （４）

其中， Ｈ１
Ｅ 为所有满足本质边界（位移初始）条件且直到一阶导数均平方可积的函数向量空间，

Ｈ１
ｖ 为所有满足在求解域右端为 ０ 且直到一阶导数均平方可积的函数向量空间．需要注意的是，

这里要求 ｕ ∈ Ｈ１
Ｅ 满足 ｕ（０） ＝ ０ 而 ｖ ∈ Ｈ１

ｖ 满足 ｖ（Ｔ） ＝ ０，即 Ｈ１
ｖ ≠ Ｈ１

Ｅ ．这是与常规 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法

求解边值问题所不同的．
对求解域 （０，Ｔ］ 做常规的有限元离散，将其划分为 Ｎｅ 个单元，考虑两端结点坐标记为

ｔ－ １，ｔ
－
２ 的标准单元 ｅ，其长度记为 ｈ ．试探函数向量和检验函数向量分别由试探形函数阵和检验

形函数阵插值得到，则式（１）的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解归结为求解 ｕｈ ∈ Ｓｈ
ｕ ⊂ Ｈ１

Ｅ 使得

　 　 ａ（ｕｈ，ｖｈ） ＝ （Ｐ，ｖｈ），　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｓｈ
ｖ ⊂ Ｈ１

ｖ ． （５）
由此即可生成有限元整体刚度方程并求得常规有限元解．

由式（４）和（５）易得，有限元解的误差 ｅｈ ＝ ｕ － ｕｈ 满足整体投影定理：
　 　 ａ（ｅｈ，ｖｈ） ＝ ０，　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｓｈ

ｖ ． （６）

２　 ＥＥＰ 简约格式超收敛解

假设投影定理式（６）在单个单元 ｅ 上仍近似成立，即如下单元投影定理近似成立：
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　 　 ａｅ（ｅｈ，ｖｈ） ≡ ∫ ｔ－ ２

ｔ－ １

（ － （ｖｈ） ＴＭｅｈ ＋ （ｖｈ） ＴＣｅｈ ＋ （ｖｈ） ＴＫｅｈ）ｄｔ ＝ ０，

∀ｖｈ ∈ Ｓｈ
ｅ ＝ ｖｈ ｖｈ ＝ ∑

２

ｉ ＝ １
Ｎ∗

ｉ ｖｈ
ｉ ，　 　 ｖｈ

ｉ ∈ Ｒｎ{ } ． （７）

利用分部积分并作一些略舍即可推得 ＥＥＰ 法超收敛计算公式．注意到，式（７）中检验函数向量

ｖｈ ∈ Ｓｈ
ｅ 并不需要满足任何边界条件，因此对于式（１ａ）的边值问题也适用．文献［１９⁃２０］已采用

线性形函数阵 Ｎ∗
ｉ ＝ Ｎ

－

ｉＩ（ ｉ ＝ １，２）推导出式（１ａ）边值问题 ＥＥＰ 法简约格式超收敛解的计算公

式，继而得到离散系统运动方程式（１）的 ＥＥＰ 法简约格式超收敛位移计算公式为

　 　 ｕ∗
ａ ＝ ｕｈ

ａ － Ｍ －１
ａ (（ｈＮ

－

１ａ）∫ ｔ－ ａ

ｔ－ １

Ｎ
－

２（Ｐ － Ｌｕｈ）ｄｔ ＋ （ｈＮ
－

２ａ）∫ ｔ－ ２

ｔ－ ａ

Ｎ
－

１（Ｐ － Ｌｕｈ）ｄｔ )， （８）

其中 ｔ－ ａ 为（ ｔ－ １，ｔ
－
２） 上的任一时刻，（） ａ 表示在时刻 ｔ－ ａ 处取值；上标∗表示超收敛解；Ｎ

－

ｉ（ ｉ ＝ １，２）
为线性形函数．大量数值试验表明，对于ｍ（ｍ ＞ １） 次多项式单元，式（８） 给出的超收敛位移解

可以达到 ｈｍ＋２ 阶的精度，比常规有限元解的收敛阶至少高一阶；最新的研究对这一收敛阶给

出了完整的数学证明，限于篇幅将另文发表．

３　 自适应求解策略

本文自适应求解的目标是在精确解向量 ｕ 未知的情况下，事先给定误差限向量 Ｔ ｌ ＝
（Ｔｌ１ Ｔｌ２ … Ｔｌｎ） Ｔ，寻求一个优化的有限元网格 π，使得该网格上有限元解答 ｕｈ 的所有分

量按最大模度量均满足相对应的给定误差限，即逐个分量逐单元满足

　 　 ｍａｘ
０ ＜ ｔ≤Ｔ

ｕｉ － ｕｈ
ｉ ≤ Ｔｌｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （９）

由于精确解 ｕ 未知，使用比有限元解精度更高的超收敛解 ｕ∗ 代替 ｕ 来估计误差，即要求
有限元解 ｕｈ 所有分量满足

　 　 ｍａｘ
０ ＜ ｔ≤Ｔ

ｕ∗
ｉ － ｕｈ

ｉ ≤ Ｔｌｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１０）

亦即，本文对向量型变量进行自适应求解，对其所有分量均实施误差控制，各个分量的误差限

可以相同或不同，最终的自适应结果使得所有分量各自按最大模度量均满足对应的误差限，即
逐个分量逐点自适应．

以 ＥＥＰ 超收敛解估计误差并指导网格划分，式（１）所示的运动方程组按以下“三步走”策
略进行基于 ＥＥＰ 法的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元自适应求解：

１） 有限元解：在当前网格（初始网格一般取一个单元即可）下按式（５）进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限

元计算，得到有限元解 ｕｈ ．
２） 超收敛解：逐单元用式（８）计算 ＥＥＰ 简约格式超收敛解 ｕ∗ ．
３） 网格细分：逐单元逐分量检验式（１０）是否满足．若某单元不满足，则用均差法［１２］ 确定

插入结点位置，将该单元细分为两个单元；所有单元检验后得到新的网格，返回步骤 １）．若所

有单元所有分量均满足式（１０），求解结束．
需要说明的是，这里自适应网格细分时，采用了文献［２１］提出的向量型变量网格生成的

均差法．即在单元 ｅ 上，待求的 ｎ 个分量逐个按式（１０）检验，之后对不满足的分量予以保留、参
与网格细分，而已经满足的分量不再参与网格细分．

４　 数 值 算 例

基于上述自适应求解策略，本文采用 Ｆｏｒｔｒａｎ９０ 编写了算法程序，以下给出若干典型算例

５３１离散系统运动方程的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元 ＥＥＰ 法自适应求解



以验证本文方法．算例中若无特别说明，均为采用无量纲数值计算；自适应求解初始单元数均

为 １；各算例待求的所有分量均取相同的误差限 Ｔｌｉ ＝ １０ －４（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ．记ｍ为单元次数，Ｎｅ

为单元总数，π∗ 为最终得到的自适应有限元网格，ｈｍａｘ 为单元长度的最大值、ｈｍｉｎ 为单元长度

的最小值．算例中给出最大的误差绝对值 ｅｈｍａｘ ＝ ｍａｘｉ ＝ １，２，…，ｎ（ｍａｘ０ ＜ ｔ≤Ｔ ｕｉ － ｕｈ
ｉ ）， 以说明算法

是否有效．自适应中，每完成一轮“有限元解→ＥＥＰ 解→网格细分”即记为自适应计算一步，总
步数记为 Ｎａ ．

例 １　 单自由度体系带阻尼受迫振动．考虑质量和刚度均为 １、粘性阻尼比为 ζ ＝ ０．０２的单

自由度带阻尼受迫振动问题，外荷载 Ｐ ＝ ｓｉｎ（ωｔ），ω ＝ ０．２，初始条件为 ｕ０ ＝ ０，ｕ０ ＝ １．精确解如

图 １ 所示．

图 １　 例 １ 精确解 ｕ（ ｔ）
Ｆｉｇ． １　 Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ ｔ） ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

首先取时间域 ０ ≤ ｔ ／ ＴＰ ≤ ４ 进行计算，其
中 ＴＰ ＝ ２π ／ ω 为外荷载周期．在该时域上，瞬态

反应不断衰减但尚未消失，精确解具有较高的

振荡性．采用 ｍ ＝ ４，５，６ 次元进行自适应求解，
结果列于表 １；可见，各网格上相应有限元解的

误差均逐点满足给定误差限．５ 次元自适应结

束后其有限元解误差分布见图 ２（ ａ），超收敛

解的误差分布如图 ２（ｂ）；可以看出，ＥＥＰ 超收

敛解的误差比常规有限元解的误差约小一个

量级，用它来代替真解估计误差并指导网格划

分是合理可靠的．对于这样一个震荡性较大、
情况较复杂的问题，本文的自适应方法保证了

足够的精度和效力．
表 １　 ｍ ＝ ４，５，６ 次元自适应求解的结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ４，５，６

ｍ Ｎｅ ｅｈｍａｘ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ Ｎａ

４ ９３ ０．９９０Ｅ－４ ２．２７４ ０．８３５ ８

５ ６３ ０．８８６Ｅ－４ ３．９２７ １．９６３ ６

６ ４３ ０．９３９Ｅ－４ ４．５２４ １．８１０ ６

　 　 再取较大的时间域 ０≤ ｔ ／ ＴＰ ≤１０ 即 ０≤ ｔ≤１００π 进行求解，本算法仍然成功．如 ｍ ＝ ６ 次

元时，自适应计算 ８ 步得到 ９３ 个单元的最终网格，其有限元解最大误差绝对值为 ０．５３５Ｅ－４，
满足误差限．

例 ２　 多自由度体系有阻尼受迫振动．图 ３ 所示的三层剪切型框架结构，体系的位移状态

用三质点离静止位置的位移坐标 ｕ ＝ （ｕ１ ｕ２ ｕ３） Ｔ 表示．阻尼比取 ζ ＝ ５％ ．其质量阵、刚度阵

以及前三阶自振频率生成的 Ｃａｕｇｈｅｙ 阻尼阵如下：

　 　

Ｍ ＝
２ ０ ０
０ １．５ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｋ ＝
３ ０００ － １ ２００ ０
－ １ ２００ １ ８００ － ６００

０ － ６００ ６００

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｃ ＝
７．４６３ － １．７７４ － ０．２２５
－ １．７７４ ４．７６３ － １．１４１
－ ０．２２５ － １．１４１ ２．２６０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１１）
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（ａ） 有限元解误差 （ｂ） 超收敛解误差

（ａ） Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＥＰ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ２　 ｍ ＝ ５ 次元求解最终网格 π∗ 的误差分布（ Ｎｅ ＝ ６３）

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ｏｎ ｍｅｓｈ π∗ ｆｏｒ ｍ ＝ ５（Ｎｅ ＝ ６３）

图 ３　 三层剪切型框架结构模型

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｓｈｅａｒ ｆｒａｍｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ３ ｓｔｏｒｉｅｓ

输入简谐荷载向量

　 　 Ｆ ＝ （ｓｉｎ（１０ｔ） ｓｉｎ（１０ｔ） ｓｉｎ（１０ｔ）） Ｔ，
初始位移取 ０，初始速度

　 　 ｕ（０） ＝ （１ ／ ｍ１ １ ／ ｍ２ １ ／ ｍ３） Ｔ ．
在数学符号计算软件 Ｍａｐｌｅ １６ 上编制代码，

以其高精度数值计算的功能求得振型叠加法的

解，相比于给定的误差限，该解的精度足够高，视
其为精确解以检验本文方法有限元解的精度．取
定义域 ０ ≤ ｔ≤０．４π 进行分析．采用 ｍ ＝ ４，５，６ 次

单元进行自适应求解，结果列于表 ２；其中 ｍ ＝ ４
次元的自适应网格的端点分布如表 ３ 所示，其振

型叠加法解及有限元解的误差如图 ４ 所示．
表 ２　 ｍ ＝ ４，５，６ 次单元自适应求解结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ４，５，６

ｍ Ｎｅ ｅｈｍａｘ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ Ｎａ

４ ６ ０．５９５Ｅ－４ ０．２７４ ０．１４６ ３

５ ５ ０．４８６Ｅ－４ ０．３５２ ０．１８８ ３

６ ３ ０．９０７Ｅ－４ ０．４４７ ０．３９１ ２

表 ３　 ｍ ＝ ４ 次元求解最终网格 π∗ 的端结点分布（ Ｎｅ ＝ ６）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｎｄ ｎｏｄｅｓ ｏｆ ｍｅｓｈ π∗ ｆｏｒ ｍ ＝ ４（Ｎｅ ＝ ６）

ｔｉ ｔ０ ｔ１ ｔ２ ｔ３ ｔ４ ｔ５ ｔ６
π∗ ０．０００ ０．２１４ ０．４０２ ０．６７０ ０．９４４ １．１１１ １．２５７

　 　 例 ３　 考虑文献［２２］中的钢筋混凝土烟囱，将其简化为集中质量的悬臂梁如图 ５ 所示，其
中 ｍｇ ＝ １．５ × １０３ ｋｇ，ＥＩ ＝ ２．２６ × １０１０ ｋＮ·ｍ２，ｈｇ ＝ ３０．４８ ｍ，顶端从初始时刻突加一集中荷载作

用 Ｐ（ ｔ） ＝ ４．４４８ × １０６ ｋＮ， 忽略阻尼．则式（１）中对应的参数为
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Ｍ ＝ ｍｇ

１
１

１
１

０．５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｋ ＝ ＥＩ
ｈ３

１８．８３ － １１．９ ４．７７３ － １．１９３ ０．１９８ ９
１４．６５ － １０．７１ ４．１７７ － ０．６９６ １

１４．０６ － ９．５１４ ２．５８６
ｓｙｍ ９．８７８ － ３．６４６

１．６０８

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
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ú
ú
ú
úú

．

ì
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í

ï
ï
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ï
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（１２）

求解域取 ０≤ ｔ≤１．仍然采用Ｍａｐｌｅ １６ 求得本例振型叠加法的解，视其为精确解检验本文

方法求得的有限元解的精度．采用 ｍ ＝ ４，５，６ 次单元进行自适应求解，结果列于表 ４；最终各网

格上各自由度动位移的有限元解的误差均逐点满足给定误差限．
表 ４　 ｍ ＝ ４，５，６ 次单元自适应求解的结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ４，５，６

ｍ Ｎｅ ｅｈｍａｘ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ Ｎａ

４ ４４ ０．９２１Ｅ－４ ０．０３２ ０．０１４ ６

５ ３２ ０．９７３Ｅ－４ ０．０４６ ０．０２０ ６

６ ２５ ０．５１５Ｅ－４ ０．０５４ ０．０２８ ５

（ａ） 振型叠加法解 ｕ１（ ｔ） （ｂ） 有限元解误差 ｕ１（ ｔ） － ｕｈ
１（ ｔ）

（ａ） ｕ１（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ （ｂ） ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ｕ１（ ｔ） － ｕｈ
１（ ｔ）

（ｃ） 振型叠加法解 ｕ２（ ｔ） （ｄ） 有限元解误差 ｕ２（ ｔ） － ｕｈ
２（ ｔ）

（ｃ） ｕ２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ （ｄ） ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ｕ２（ ｔ） － ｕｈ
２（ ｔ）
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（ｅ） 振型叠加法解 ｕ３（ ｔ） （ｆ） 有限元解误差 ｕ３（ ｔ） － ｕｈ
３（ ｔ）

（ｅ） ｕ３（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ （ｆ） ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ｕ３（ ｔ） － ｕｈ
３（ ｔ）

图 ４　 振型叠加法解和 ４ 次元自适应网格 π∗ 上的有限元解误差分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ＦＥＭ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

图 ５　 集中质量的悬臂梁

Ｆｉｇ． ５　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌｕｍｐｅｄ ｍａｓｓｅｓ

　 　 例 ４　 常截面杆件无阻尼轴向受迫振动．一根 ｘ ＝ ０
端固定、ｘ ＝ ｌ 端自由的均质等截面杆件，沿杆轴作用均

匀分布的轴向力（Ｐ１ ／ ｌ）ｓｉｎ（ωｔ）， 该杆的稳态强迫振动

解析解［２３］：

　 　 ｕ ＝
４Ｐ１ｓｉｎ（ωｔ）

πρＡｌ ∑
∞

ｉ ＝ １，３，５，…

ｓｉｎ（ｐｉｘ ／ ａ）
ｉ（ｐ２

ｉ － ω ２）
，

　 　 ｐｉ ＝
ｉπａ
２ｌ

， （１３）

其中 ａ ＝ Ｅ ／ ρ ，Ｅ为杆件的弹性模量，ρ为杆件的密度；Ａ
为截面面积，ｌ 为杆长．采用无量纲计算，上述参数均取

１；均布荷载取 Ｐ１ ＝ １，ω ＝ ４．
按照常规有限元法，将杆件沿杆长等分为 ２ 个单元，用 ２ 次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数进行插值，将杆

件在空间维度 ｘ 上进行离散，得到形如式（１）的运动方程组，其中

　 　

Ｍ ＝

０．２６６ ７ ０．０３３ ３ ０ ０
０．１３３ ３ ０．０３３ ３ － ０．０１６ ７
ｓｙｍ ０．２６６ ７ ０．０３３ ３

０．０６６ ７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｋ ＝

１０．６６６ ７ － ５．３３３ ３ ０ ０
９．３３３ ３ － ５．３３３ ３ ０．６６６ ７
ｓｙｍ １０．６６６ ７ － ５．３３３ ３

４．６６６ ７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｐ ＝

０．３３３ ３
０．１６６ ７
０．３３３ ３
０．０８３ ３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ
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ï
ïï

ï
ï

ｓｉｎ（４ｔ） ．
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（１４）

在时间维度 ０ ＜ ｔ ＜ １上，采用ｍ ＝ ２，３ 次单元对式（１４）这一运动方程组进行自适应求解，
仍将 Ｍａｐｌｅ １６ 高精度数值计算出的振型叠加法解看作精确解来检验本文解，其结果列于表 ５．
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其 ２ 次元（与空间维度有限元单元次数相同）自适应求解的时间网格分布如表 ６．
表 ５　 ｍ ＝ ２，３ 次元自适应求解的结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ２，３

ｍ Ｎｅ ｅｈｍａｘ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ Ｎａ

２ １０ ０．８０３Ｅ－４ ０．１２０ ０．０７２ ４

３ ４ ０．７４９Ｅ－４ ０．２５０ ０．２５０ ２

表 ６　 二次元网格 π∗ 的端结点分布（ Ｎｅ ＝ １０）

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｎｄ ｎｏｄｅｓ ｏｆ ｍｅｓｈ π∗ ｆｏｒ ｍ ＝ ２（Ｎｅ ＝ １０）

ｔｉ ｔ０ ｔ１ ｔ２ ｔ３ ｔ４ ｔ５ ｔ６
π∗ ０．０００ ０．１２０ ０．２４０ ０．３４８ ０．４５６ ０．５２８ ０．６００
ｔｉ ｔ７ ｔ８ ｔ９ ｔ１０
π∗ ０．７００ ０．８００ ０．９００ １．０００

（ａ） 精确解 （ｂ） 有限元解误差

（ａ） Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
图 ６　 精确解及沿杆长等分为 ２ 个单元的有限元解的误差分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ２ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ

（ａ） 有限元解 （ｂ） 有限元解的误差

（ａ） Ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
图 ７　 沿杆长等分为 ８ 个单元的有限元解及其误差分布

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ８ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ

　 　 自适应求得式（１４）的解答后，即可按常规有限元法求得 ０ ＜ ｔ ＜ １ 时整个杆件的动位移有

限元解，与精确解（１３）相比，其误差如图 ６ 所示，整个杆件上动位移的最大误差为 ０．５４４Ｅ－３．
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将杆件在空间维度上继续加密，等分为 ８ 个单元，仍采用 ２ 次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数进行插值，最终导

出包含 １６ 个方程的运动方程组，仍采用本文方法在时间区域上进行 ２ 次元自适应求解，此时

整个杆件上常规有限元动位移解的误差如图 ７ 所示，最大误差为 ０．５５３Ｅ－５．由此，可以将本文

方法进一步推广至整个杆件在空间、时间两个维度上同时进行自适应求解，从而建立结构受迫

振动分析的新解法．

５　 结　 　 语

本文对离散运动方程组实现了基于 ＥＥＰ 法的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元自适应分析，其求解思想和

实施策略对一般性的变系数常微分方程组初值问题仍然适用，可进一步推广建立时⁃空混合问

题的自适应分析方法，为结构受迫振动等时域相关问题的求解开辟了新的思路．
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