
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１７）０７⁃０８２７⁃１０ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸型函数及其
在数学规划中的应用研究

∗

彭再云１，　 孙佳徽１，２，　 李科科３，　 张石生４

（１． 重庆交通大学 数学与统计学院， 重庆 ４０００７４；
２． 西安工程大学 管理学院， 西安 ７１００４８；

３． 重庆师范大学 数学科学学院， 重庆 ４０１３３１；
４． 云南财经大学 数学与统计学院， 昆明 ６５０２２４）

（我刊编委张石生来稿）

摘要：　 提出了一类新的广义凸函数———半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数，它是一类非常重要的广义

凸函数，为半严格 ⁃Ｇ⁃ 半预不变凸函数与半严格 ⁃Ｅ⁃ 预不变凸函数的推广．首先给出例子，以说明半

严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的存在性及其与其他相关广义凸函数间的关系．然后讨论了半严格

⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的一些基本性质．最后，探究了半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸型函数分别在无约

束和有约束非线性规划问题中的重要应用，获得一系列最优性结论，并举例验证了所得结果的正

确性．
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引　 　 言

凸性与广义凸性，在优化理论、经济领域甚至工程领域中都有着十分重要的地位．在凸性

与广义凸性方面，早期的研究来源于经济领域．一些学者研究了经济领域常用到的拟凸（凹）性
及相关凸性，并获得了较多很好的性质与应用．然而在实际生产与生活中，大家却发现很多函

数不一定是凸的．于是，人们开始研究凸函数的推广形式，即广义凸函数，使其既具有凸函数的

某些优良性质而其范围又比凸函数更为广泛．很多学者在这方面做了较好的工作．１９８１ 年，
Ｈａｎｓｏｎ 在研究 Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ［１］充分性条件时提出一类广义凸函数———不变凸函数．不变凸函数

是凸函数的真推广，同时具有凸函数的许多良好性质．随后，较多学者借助于这类函数研究了

优化问题的最优性条件、对偶．在 １９８８ 年，Ｗｅｉｒ 和 Ｍｏｎｄ［２］ 提出另外一类广义凸函数———预不

变凸函数，它是不变凸函数的真推广．在 ２００１ 年，Ｙａｎｇ 和 Ｌｉ［３］ 在条件 Ｃ 下研究了预不变凸函
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数的一些重要性质．同年，Ｙａｎｇ 和 Ｌｉ 在文献［４］中给出半严格预不变凸函数、严格预不变凸函

数的定义， 并分别讨论它们及预不变凸函数三者间的关系．１９９２ 年， Ｙａｎｇ 和 Ｃｈｅｎ［５］将预不变

凸函数的研究推广到半预不变凸函数．２００５ 年，颜丽佳和刘芙萍在文献［６］中提出了一类较为

特殊的预不变凸函数———强预不变凸函数， 给出其性质并讨论了它与强不变凸函数间的关

系．２０１３ 年彭再云和李永红在文献［７］中提出了半严格 ⁃Ｇ⁃ 半预不变凸性的概念，并讨论其在

最优化中的应用．２０１５ 年，李科科等［８］研究了严格 ⁃Ｇ⁃ 半预不变凸函数．最近，彭再云等在文献

［９］中给出了 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的概念，并讨论其在多目标规划的 Ｗｏｌｆｅ 型对偶中的应用．
与此同时，一些相关研究也随之出现（如文献［１０⁃１４］）．

在以上文献［３，７，９，１３］的启发下，本文提出一类新的广义凸函数———半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变

凸函数．首先，给出例子说明半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数是存在的，并给出例子说明它与其他

相关广义凸函数间的一些关系．然后，给出半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的一些重要性质．最
后，探究了半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数分别在无约束和有约束非线性规划问题中的应用，获
得一些最优性结论，并举出例子来说明所得结论是正确的．

１　 基本概念及例子

首先，回顾一些相关的概念．
定义 １［５］ 　 如果存在一个非零向量值映射 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ →Ｒｎ，使得对∀ｘ，ｙ∈Ｘ，λ ∈

［０，１］，满足 ｙ ＋ λη（ｘ，ｙ，λ） ∈ Ｘ ．则称集合 Ｘ ⊆ Ｒｎ 是关于 η 的半连通集．
定义 ２［１０］ 　 如果存在向量值映射 η：Ｘ × Ｘ → Ｒｎ 及 Ｅ（·）：Ｘ → Ｘ，使得对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，λ ∈

［０，１］，满足 Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ）） ∈ Ｘ ．则称集合 Ｘ 是关于 η 的 Ｅ⁃ 不变凸集．
在文献［９］中，给出 Ｇ⁃Ｅ⁃ 预不变凸函数的定义如下：
定义 ３［９］ 　 设集合 Ｘ ⊆ Ｒｎ 是关于 η 的 Ｅ⁃ 不变凸集，函数 ｆ：Ｘ → Ｒ，若存在一个实值连续

递增函数 Ｇ：Ｉｆ（Ｘ） → Ｒ，使得对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，λ ∈ ［０，１］， 满足

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ））） ≤ Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．
则称函数 ｆ 是 Ｘ 上关于 η 的 Ｇ⁃Ｅ⁃ 预不变凸函数．

定义 ４［７］ 　 设 Ｘ ⊆ Ｒｎ 是关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 的半连通集，函数 ｆ：Ｘ → Ｒ，如果存

在连续递增函数 Ｇ：Ｉｆ（Ｘ） →Ｒ，使得对∀ｘ，ｙ∈ Ｘ，ｆ（ｘ） ≠ ｆ（ｙ），∀λ ∈（０，１），有ｌｉｍλ→０λη（ｘ，
ｙ，λ） ＝ ０ 且 ｆ（ｙ ＋ λη（ｘ，ｙ，λ）） ＜ Ｇ －１［λＧ（ ｆ（ｘ）） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（ｙ））］ ．则称函数 ｆ 是 Ｘ 上关

于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃ 半预不变凸函数．
定义 ５［９⁃１０］ 　 设集合 Ｘ ⊆ Ｒｎ，如果存在非零向量值映射 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ（当 ｘ ≠ ｙ

时，η ≠ ０） 及 Ｅ（·）：Ｘ → Ｘ，使得对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，λ ∈ ［０，１］， 有

　 　 Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ） ∈ Ｘ ．
则称集合 Ｘ ⊆ Ｒｎ 是关于 η 的 Ｅ⁃ 半连通集．

下面给出半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的定义．
定义 ６　 设集合 Ｘ ⊆ Ｒｎ 是关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 的 Ｅ⁃ 半连通集，Ｅ（·）：Ｘ → Ｘ，若

存在一个实值连续递增函数Ｇ：Ｉｆ（Ｘ） →Ｒ，使得对∀ｘ，ｙ∈Ｘ，ｆ（Ｅ（ｘ）） ≠ ｆ（Ｅ（ｙ）），∀λ∈（０，
１） 有ｌｉｍλ→０ ＋λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ） ＝ ０， 且
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　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ）） ＜ Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．
则称函数 ｆ 是 Ｘ 上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．

注 １　 定义 ６ 中如果对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，ｘ≠ ｙ，λ ∈ （０，１） 有上式成立，则称函数 ｆ是 Ｘ上关于 η 的严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃
半预不变凸函数．

注 ２　 定义 ６ 中如果向量值映射 Ｅ（ｘ） ＝ ｘ，则半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数自然退化为半严格 ⁃Ｇ⁃半预不

变凸函数［７］ ．易知，半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数是半严格 ⁃Ｇ⁃ 半预不变凸函数的真推广．

下面回顾半严格 ⁃Ｅ⁃ 预不变凸函数［１０］的定义．
定义 ７　 设集合 Ｘ ⊆ Ｒｎ 是关于 η 的 Ｅ⁃ 半连通集，函数 ｆ：Ｘ → Ｒ，如果对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，

ｆ（Ｅ（ｘ）） ≠ ｆ（Ｅ（ｙ）），λ ∈ （０，１）， 满足

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ））） ＜ λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） ．
则称 ｆ 是 Ｘ 上关于 η 的半严格 ⁃Ｅ⁃ 预不变凸函数．

首先，给出例 １ 来说明半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数是大量存在的．
例 １　 设 Ｘ ＝ Ｒ， ｆ（ｘ） ＝ ｅ２ｘ＋１，Ｇ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｔ，ｔ ∈ （０， ＋ ¥），Ｅ（ｘ） ＝ ｘ２，

　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝

λｘ
３

－ ３ｙ， ｘ ≥ ０， ｙ ≥ ０，

２ｘ － ２ｙ － ｅ３， ｘ ＜ ０， ｙ ≤ ０，

－ λｘ
２

－ ５ｙ， ｘ ≥ ０， ｙ ＜ ０，

ｘ － ｙ － λ
２
， ｘ ≤ ０， ｙ ＞ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

据定义 ６ 容易验证 ｆ 是 Ｘ 上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．

注 ３　 半严格 ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数是（关于同一 η的） 半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数（可取 Ｇ（ｘ） ＝ ｘ），但反

之则不一定成立．显然， 半严格 ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数是本文中半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的一类特殊情形．

下面，给出例 ２ 来说明半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数不一定是（关于同一 η 的） 半严格 ⁃Ｅ⁃
半预不变凸函数．

例 ２　 设

　 　 Ｘ ＝ （０， ＋ ∞）， ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ ｘ， Ｇ（ ｔ） ＝ ｅｔ，　 　 ｔ ∈ （ － ¥， ＋ ¥），

　 　 Ｅ（ｘ） ＝ ｘ２， η（ｘ，ｙ，λ） ＝ λｘ
３

－ ｙ ．

显然 Ｘ ＝ （０， ＋ ∞） 是关于 η（ｘ，ｙ，λ） ＝ λｘ ／ ３ － ｙ的 Ｅ⁃半连通集．容易验证 ｆ是（关于 η 的）
半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．但取 ｘ ＝ １，ｙ ＝ ３，λ ＝ １ ／ ３， 有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ）） ＝ ｌｎ λ ２

３
ｘ２ ＋ （１ － λ）ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｎ １

２７
＋ ６æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｌｎ １６３
２７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ λｆ（Ｅ（ｘ）） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｅ（ｙ）） ＝ １

３
ｌｎ １ ＋ ２

３
ｌｎ ９ ＝ ｌｎ（ ３ ８１ ） ．

故 ｆ 不是（关于同一 η 的） 半严格 ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．

２　 半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的性质

本节将给出半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的几个基本性质．
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说明： 若存在实值函数 Ｇ满足 Ｇ（ｘ ＋ ｙ） ＝ Ｇ（ｘ） ＋ Ｇ（ｙ），ｘ，ｙ在该函数的定义域中，则称 Ｇ
满足可加性； 若实值函数 Ｇ满足 Ｇ（ｋｘ） ＝ ｋＧ（ｘ），ｋ ＞ ０，ｘ在该函数定义域中，则称 Ｇ 满足正齐

次性．
在文献［７］中，笔者用到如下的条件 Ｃ：
条件 Ｃ［７］ 　 称向量值映射 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 满足条件 Ｃ，如果对 ∀ｘ，ｙ∈ Ｘ，λ ∈［０，

１］， 有

　 　 η（ｙ， ｙ ＋ λη（ｘ，ｙ， λ），λ） ＝ － λη（ｘ，ｙ，λ），
　 　 η（ｘ， ｙ ＋ λη（ｘ，ｙ， λ），λ） ＝ （１ － λ）η（ｘ，ｙ，λ） ．
为了研究半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸性，给出一个新的假设———条件 Ｆ ．
条件 Ｆ　 称向量值映射 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 满足条件 Ｆ， Ｅ（·）：Ｘ→ Ｘ，如果对∀ｘ，ｙ∈

Ｘ，λ ∈ ［０，１］， 有

　 　 η（Ｅ（ｙ），Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ），λ） ＝ － λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ），
　 　 η（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ），λ） ＝ （１ － λ）η（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ） ．
下面给出例 ３ 来说明满足条件 Ｆ 的向量值映射是大量存在的．

例 ３　 设 Ｘ ＝ Ｒ，Ｅ（ｘ） ＝ １
２

ｘ，

　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝

ｘ － ｙ， ｘ ≥ ０， ｙ ≥ ０，
ｘ － ｙ， ｘ ＜ ０， ｙ ＜ ０，

－ １
８

－ ｙ， ｘ ≥ ０， ｙ ＜ ０，

１
８

－ ｙ， ｘ ＜ ０， ｙ ≥ ０ ．
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可验证 η 满足条件 Ｆ ．
引理 １［９］ 　 设 Ｇ： Ｒ→Ｒ是一个实值连续函数， 则 Ｇ －１ 是递增函数， 当且仅当 Ｇ 也是递增

函数．
引理 ２［９］ 　 设 Ｇ： Ｒ → Ｒ 是一个实值连续函数，如果 Ｇ 递增且是凹的，则 Ｇ －１ 是凸的；如果

Ｇ 递增且是凸的，则 Ｇ －１ 是凹的．
下面给出半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的几个基本性质．其中定理 １ 与定理 ２ 的证明比较

容易（根据定义 ６ 可直接证明），这里略去．
定理 １　 设 Ｘ 是关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 的 Ｅ⁃半连通集，Ｅ（·）：Ｘ → Ｘ ．ｆ，ｇ 均是 Ｘ 上

关于同一 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数，α，ｋ ＞ ０ 均是任意常数，若 Ｇ －１ 和 Ｇ 满足可加性，
则 ｆ ＋ ｇ 和 ｆ ＋ α 都为 Ｘ 上（关于同一 η） 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数；若 Ｇ －１ 和 Ｇ 满足正

齐次性，则 ｋｆ 为 Ｘ 上（关于同一 η） 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．
定理 ２　 ｆ：Ｘ→Ｒ是 Ｘ上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数，ｇ：Ｉ→Ｒ为单增凸函数，

其中 ｒａｎｇ ｆ ⊆ Ｉ，如果 ｈ（ ｔ） ＝ ｇ  Ｇ －１（ ｔ） 在 Ｇ 关于 ｆ 的像上是凸函数，则复合函数 ｇ  ｆ 是关于同

一 η 的半严格 ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．
定理 ３　 设 Ｘ是关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 的 Ｅ⁃半连通集，Ｅ（·）：Ｘ→ Ｘ ．ｆ是 Ｘ上（关于

η） 的半严格 ⁃Ｇ１⁃Ｅ⁃半预不变凸函数，Ｇ２ 为 Ｉｆ（Ｘ） 上的严格增的连续函数，若 ｇ（ ｔ） ＝ Ｇ２Ｇ
－１
１ 在Ｇ１
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关于 ｆ 的像上是凸的，则 ｆ 是关于 η 的半严格 ⁃Ｇ２⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．
证明　 由 ｆ 的半严格 ⁃Ｇ１⁃Ｅ⁃ 半预不变凸性，对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ， ｆ（Ｅ（ｘ）） ≠ ｆ（Ｅ（ｙ）），∀λ ∈

（０，１） 有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ）） ＜
　 　 　 　 Ｇ －１

１ ［λＧ１（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ１（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．
由 Ｇ２ 在 Ｉｆ（Ｘ） 上为连续且严格递增函数及上式，可得

　 　 Ｇ２（ ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ））） ＜
　 　 　 　 Ｇ２Ｇ

－１
１ ［λＧ１（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ１（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．

由于 ｇ（ ｔ） ＝ Ｇ２Ｇ
－１
１ 在 Ｇ１ 关于 ｆ的像上是凸的，故对∀ｘ，ｙ∈ Ｘ， ｆ（Ｅ（ｘ）） ≠ ｆ（Ｅ（ｙ）），∀λ

∈ （０，１）， 有

　 　 Ｇ２Ｇ
－１
１ ［λＧ１（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ１（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ≤

　 　 　 　 λＧ２Ｇ
－１
１ Ｇ１（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ２Ｇ

－１
１ Ｇ１（ ｆ（Ｅ（ｙ））） ＝

　 　 　 　 λＧ２（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ２（ ｆ（Ｅ（ｙ））） ．
由引理 １ 可知， Ｇ －１

２ 是增函数，于是有

　 　 Ｇ －１
１ ［λＧ１（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ１（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ≤

　 　 　 　 Ｇ －１
２ ［λＧ２（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ２（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．

因此，对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ， ｆ（Ｅ（ｘ）） ≠ ｆ（Ｅ（ｙ）），∀λ ∈ （０，１）， 有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ）） ＜
　 　 　 　 Ｇ －１

２ ［λＧ２（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ２（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．
故 ｆ 是关于 η 的半严格 ⁃Ｇ２⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数．

３　 半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸性在非线性规划问题中的应用

首先考虑如下的无约束（或称隐约束）非线性规划问题 （Ｐ１）：

　 　 （Ｐ１）：　 ｍｉｎ ｆ（ｘ）
ｓ．ｔ． ｘ ∈ Ｅ（Ｘ），

其中 Ｘ 是 Ｒｎ 的非空子集，映射 Ｅ（·）：Ｘ → Ｘ 为满射．
定理 ４　 对于问题 （Ｐ１），设 Ｘ 是关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 的 Ｅ⁃半连通集，映射 Ｅ（·）：

Ｘ→ Ｘ为满射．ｆ是 Ｘ上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数，则问题（Ｐ１） 的任一局部最优解

也是它的全局最优解．
证明　 假设 ｙ∈Ｅ（Ｘ） 是问题（Ｐ１） 的一个局部最优解，但不是（Ｐ１） 的全局最优解．则存在

一点 ｘ ∈ Ｅ（Ｘ）（由 Ｅ（·） 为满射，则存在 ｘ０，ｙ０ ∈ Ｘ 使得 Ｅ（ｘ０） ＝ ｘ，Ｅ（ｙ０） ＝ ｙ） 满足 ｆ（Ｅ（ｘ０））
＜ ｆ（Ｅ（ｙ０）） ．由 ｆ 是 Ｘ 上（关于 η） 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数，可得

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ＜
　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ０）））］ ．
由 Ｇ 为实值递增函数及引理 １ 可知，Ｇ －１ 也为实值递增函数，结合上式和 ｆ（Ｅ（ｘ０）） ＜

ｆ（Ｅ（ｙ０）），对于任意 λ ∈ （０，１） 有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ＜
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　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｙ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ０）））］ ＝

　 　 　 　 Ｇ －１（Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ０）））） ＝ ｆ（Ｅ（ｙ０）） ．
即对任意的 λ ∈ （０，１）， 有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ＜ ｆ（Ｅ（ｙ０）），
即 ｆ（ｙ ＋ λη（ｘ，ｙ，λ）） ＜ ｆ（ｙ） ．

当 λ 充分小时，上式与 ｙ ∈ Ｅ（Ｘ） 为（Ｐ１） 的局部最优解矛盾，故（Ｐ１） 的每一个局部最优

解均为它的全局最优解．
下面给出例 ４ 来验证定理 ５．
例 ４　 设 Ｘ ＝ （ － ∞， ＋ ∞）， ｆ（ｘ） ＝ ａｒｃｔａｎ ｘ２，η（ｘ，ｙ，λ） ＝ λ ２ｘ － ｙ，Ｇ（ ｔ） ＝ ｔａｎ ｔ， ｔ ∈ ［０，

π ／ ２），这里 Ｅ（ｘ） ＝ ｘ ／ ２．
显然 Ｘ ＝ （ －∞， ＋∞） 是关于η的Ｅ⁃半连通集．将Ｅ（ｘ）＝ ｘ ／ ２代入η（ｘ，ｙ，λ），有η（Ｅ（ｘ），

Ｅ（ｙ），λ） ＝ λ ２ｘ ／ ２ － ｙ ／ ２．则有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ）） ＝ ａｒｃｔａｎ １
２

λ ３ｘ ＋ １
２
（１ － λ）ｙé

ë
êê

ù

û
úú

２

＜

　 　 　 　 ａｒｃｔａｎ λ １
２

ｘæ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ （１ － λ） １
２

ｙæ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．
因此， ｆ 是 Ｘ上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数．定理 ４ 的假设均满足．容易验证 ｘ ＝ ０ 是

问题（Ｐ１） 的一个局部最优解，由定理 ４ 可知 ｘ ＝ ０ 也是问题（Ｐ１） 的全局最优解．
下面考虑带约束的非线性规划问题 （Ｐ２）：
　 　 （Ｐ２）：　 ｍｉｎ ｆ（ｘ）

ｓ．ｔ． ｇｉ（ｘ） ≤ ０，　 　 ｉ ∈ Ｑ ＝ { １，２，…，ｑ } ， ｘ ∈ Ｅ（Ｘ） ．

其中 Ｘ 是 Ｒｎ 的非空子集， ｆ，ｇｉ：Ｘ → Ｒ，ｉ ∈ Ｑ，映射 Ｅ（·）：Ｘ → Ｘ 为满射．则（Ｐ２） 的可行集为

　 　 Ｄ ＝ { ｘ ∈ Ｅ（Ｘ） ｇｉ（ｘ） ≤ ０，ｉ ∈ Ｑ } ．

定理 ５　 对于问题 （Ｐ２），设 Ｘ 是关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｒｎ 的 Ｅ⁃半连通集， ｆ 为 Ｘ 上关

于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数，ｇｉ（ ｉ ∈ Ｑ） 为 Ｘ 上关于同一 η 的半严格 ⁃Ｇ ｉ⁃Ｅ⁃半预不变

凸函数，对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｘ 有 ｇｉ（Ｅ（ｙ） ＋ η（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），１）） ≤ ０．则问题（Ｐ２） 的可行集 Ｄ 是

关于同一 η 的半连通集．
证明　 对 ∀ｘ，ｙ∈Ｄ，由 Ｅ为满射，则存在 ｘ０，ｙ０ ∈ Ｘ使得 Ｅ（ｘ０） ＝ ｘ，Ｅ（ｙ０） ＝ ｙ，则有 Ｅ（ｙ０）

＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ） ∈ Ｘ， 且

　 　 ｇｉ（Ｅ（ｘ０）） ≤ ０， ｇｉ（Ｅ（ｙ０）） ≤ ０，　 　 ∀ｉ ∈ Ｑ ． （１）
由 ｇｉ（ ｉ∈ Ｑ） 是 Ｘ上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ ｉ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数可知，Ｇ ｉ，ｉ∈ Ｑ为递增函数， 且对

∀ｘ，ｙ ∈ Ｄ， ｇｉ（Ｅ（ｘ０）） ≠ ｇｉ（Ｅ（ｙ０）），λ ∈ （０，１）， 有

　 　 ｇｉ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ≤

　 　 　 　 Ｇ －１
ｉ ［λＧ ｉ（ｇｉ（Ｅ（ｘ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ ｉ（ｇｉ（Ｅ（ｙ０）））］，　 　 ∀ｉ ∈ Ｑ ． （２）

由 Ｇｉ，ｉ ∈ Ｑ 的递增性及引理 １ 可得，Ｇ －１
ｉ ，ｉ ∈ Ｑ 也均为递增函数，联立式（１）、（２），对 ∀ｉ ∈ Ｑ 有

　 　 ｇｉ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ≤
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　 　 　 　 Ｇ －１
ｉ ［λＧ ｉ（０） ＋ （１ － λ）Ｇ ｉ（０）］ ＝ Ｇ －１

ｉ （Ｇ ｉ（０）） ＝ ０．
故对 ∀ｉ ∈ Ｑ，∀λ ∈ （０，１），有 Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ） ∈ Ｄ ．由假设，当 λ ＝ ０，１ 时也

有 Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ） ∈ Ｄ ．因此，（Ｐ２） 的可行集 Ｄ 是关于同一 η 的半连通集．

注 ４　 定义 ６ 中如果对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，λ ∈ ［０，１］ 有ｌｉｍλ→０ ＋λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ） ＝ ０ 且

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ） ＋ λη（Ｅ（ｘ），Ｅ（ｙ），λ）） ≥ Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ）））］ ．

则称 ｆ 是 Ｘ 上关于 η 的 Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凹函数．

定理 ６　 设 （Ｐ２） 的可行集 Ｄ是关于 η 的半连通集．如果 ｆ是关于 η 的 Ｅ⁃半连通集 Ｘ上的

Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凹函数且 ｆ在Ｄ上是非常值的，则集合Ｄ没有内点是（Ｐ２） 的最优解，即问题（Ｐ２）
的任意可行解 ｘ，如果存在则它一定在集合 Ｄ 的边界上取得．

证明　 若问题 （Ｐ２） 无解，则结论自然成立．下证问题（Ｐ２） 有解的情况：设 ｘ 为问题（Ｐ２）
的一个最优解．由假设 ｆ 在 Ｄ 上是非常值的，则存在可行点 ｘ－ ∈ Ｄ（由 Ｅ 为满射，故存在ｘ－ ０，ｘ０ ∈

Ｘ 使得 Ｅ（ｘ－ ０） ＝ ｘ－，Ｅ（ｘ０） ＝ ｘ）， 使得

　 　 ｆ（Ｅ（ｘ－ ０）） ＞ ｆ（Ｅ（ｘ０）） ．
令 ｚ 是 Ｄ 的一个内点．由 Ｄ 是关于 η 的半连通集，则存在 ｙ ∈ Ｄ（据 Ｅ 为满射，存在 ｙ０ ∈ Ｘ

使得 Ｅ（ｙ０） ＝ ｙ） 和 λ ∈ ［０，１］ 使得

　 　 ｚ ＝ Ｅ（ｘ－ ０） ＋ λη（Ｅ（ｙ０），Ｅ（ｘ
－
０），λ） ．

据 ｆ 是 Ｘ 上关于 η 的 Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凹函数，且 ｘ 是问题（Ｐ２） 的一个最优解，有
　 　 ｆ（ ｚ） ＝ ｆ（Ｅ（ｘ－ ０） ＋ λη（Ｅ（ｙ０），Ｅ（ｘ

－
０），λ）） ≥

　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｙ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｘ－ ０）））］ ＞
　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｘ０）））］ ＝ ｆ（Ｅ（ｘ０）） ＝ ｆ（ｘ） ．

即集合 Ｄ 的任何内点均不是问题（Ｐ２） 的最优解，即结论成立．
定理 ７　 对于问题 （Ｐ２），设Ｘ是关于η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ →Ｒｎ 的Ｅ⁃半连通集， ｆ，ｇｉ：Ｘ→Ｒ（ ｉ

∈ Ｑ） 分别是在 Ｘ 上关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数和半严格 ⁃Ｇ ｉ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数，
则问题（Ｐ２） 的局部最优解也是其全局最优解．

证明　 若 ｙ ∈ Ｄ 是（Ｐ２） 的局部最优解，但不是全局最优解．则存在一点 ｘ ∈ Ｄ（由 Ｅ 为满

射，则存在 ｘ０，ｙ０ ∈ Ｘ 使得 Ｅ（ｘ０） ＝ ｘ，Ｅ（ｙ０） ＝ ｙ），满足 ｆ（Ｅ（ｘ０）） ＜ ｆ（Ｅ（ｙ０）） ．由定理 ５ 可知，
对 ∀λ ∈ （０，１） 有 Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ） ∈ Ｄ ．

由 ｆ 是 Ｘ 关于 η 的半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数可得

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ＜

　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｘ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ０）））］ ．
据 Ｇ 为实值递增函数和引理 １，Ｇ －１ 也为实值递增函数．结合上式及 ｆ（Ｅ（ｘ０）） ＜ ｆ（Ｅ（ｙ０）），对
∀λ ∈ （０，１）， 有

　 　 ｆ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ＜

　 　 　 　 Ｇ －１［λＧ（ ｆ（Ｅ（ｙ０））） ＋ （１ － λ）Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ０）））］ ＝

　 　 　 　 Ｇ －１（Ｇ（ ｆ（Ｅ（ｙ０）））） ＝ ｆ（Ｅ（ｙ０）） ．
即对任意的 λ ∈ （０，１）， 有
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　 　 ｆ（ｙ ＋ λη（ｘ，ｙ，λ）） ＝ ｆ（Ｅ（ｙ０） ＋ λη（Ｅ（ｘ０），Ｅ（ｙ０），λ）） ＜ ｆ（Ｅ（ｙ０）） ＝ ｆ（ｙ） ．
当 λ 充分小时，与 ｙ ∈ Ｄ 是（Ｐ２） 的局部最优解矛盾．故（Ｐ２） 的局部最优解也为其全局最优解．

下面，给出例 ５ 来验证定理 ５ 和定理 ７．
例 ５　 考虑如下带约束的非线性规划问题 （Ｐ２）：
　 　 （Ｐ２）：　 ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ｅｘｐ（ ｘ ）

ｓ．ｔ． ｇ１（ｘ） ＝ ａｒｃｔａｎ（ ｘ － １） ≤ ０， ｇ２（ｘ） ＝ ｘ － ４， 　 　 ｘ ∈ Ｘ ＝ ［ － １，１］，
其中

　 　 Ｅ（ｘ） ＝ ｘ３， Ｇ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｔ，　 　 ｔ ∈ ［１，ｅ），
　 　 Ｇ１（ ｔ） ＝ ｔａｎ ｔ，　 　 ｔ ∈ ［ － π ／ ４，π ／ ２），
　 　 Ｇ２（ ｔ） ＝ ｔ，　 　 ｔ ∈ ［ － ４， ＋ ∞），

　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝
λ ２ｘ － ｙ， ｘ ≠ ０，
λｙ － ２ｙ， ｘ ＝ ０ ．{

显然 Ｘ ＝ ［ － １，１］ 是关于 η 的 Ｅ⁃半连通集．由定义 ６ 可知， ｆ，ｇ１，ｇ２ 分别是集合 Ｘ 上关于 η 的

半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数、半严格 ⁃Ｇ１⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数和半严格 ⁃Ｇ２⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函

数，即定理 ５ 与定理 ７ 的假设均成立．于是，通过直接计算可得（Ｐ２） 的可行集 Ｄ ＝ ［ － １，１］ ．显
然， （由定理 ５ 可得）Ｄ 是关于 η 的半连通集．同时，容易验证 ｘ ＝ ０ 是问题（Ｐ２） 的一个局部最

优解， 由定理 ７ 可得 ｘ ＝ ０ 也是问题（Ｐ２） 的全局最优解．

４　 结　 　 论

本文提出了一类新的广义凸函数———半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数， 它是半严格 ⁃Ｇ⁃ 半
预不变凸与半严格 ⁃Ｅ⁃预不变凸函数的真推广． 给出例子说明了半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数

的存在性及其与相关广义凸函数间的关系． 探索了半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数的一些基本

性质．最后，研究了半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃半预不变凸函数分别在隐约束优化问题、带不等式约束非线性

规划问题中的重要应用，获得非线性规划问题的一些最优性结论，并举例验证了所得结果的正

确性．
那么， 能否借助半严格 ⁃Ｇ⁃Ｅ⁃ 半预不变凸函数获得（约束）优化问题的对偶理论与其他最

优性结果？ 这是值得进一步研究的课题！
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