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摘要：　 针对随机激励环境，同时引入刚度和阻尼非线性来提高隔振系统的隔振性能．刚度和阻尼

非线性分别是由水平弹簧和水平阻尼的几何布置获得．通过求解 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ（ＦＰＫ）
方程等效非线性随机振动方程来研究非线性隔振系统在随机激励下的隔振性能，并使用路径积分

和 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值方法进行验证．在此基础上研究刚度非线性和阻尼非线性对隔振系统在随机激

励下力传递率及其概率分布的影响．研究表明随着噪声强度的增加，非线性阻尼抑制振动的能力增

强，但是在较小的随机激励下线性阻尼优于非线性阻尼．
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引　 　 言

近年来随着对隔振技术要求的提高，非线性隔振受到了广泛关注．隔振是指在振动源和接

收器之间插入刚度阻尼结构来减少振动传递的技术［１］ ．传统的线性隔振系统在性能上有两个

缺陷，一是高频激励下线性阻尼对传递率的负面影响；二是实现低频隔振使用的线性静态刚度

过低从而使得静变形过大［２⁃３］ ．
非线性刚度可以弥补低频隔振静态刚度过低的缺陷．Ｉｂｒａｈｉｍ 综述了非线性隔振系统［４］ ．大

多数的研究都使用了非线性弹簧来降低隔振器的固有频率，如轴向压缩的屈曲梁［５⁃６］ ． Ａｌａ⁃
ｂｕｚｈｅｖ 等［７］提出了一种简单有效的准零刚度系统，它能在降低共振频率的同时不影响静刚度．
另外 Ｃａｒｒｅｌｌａ，Ｂｒｅｎｎａｎ 等［８］和 Ｈｕａｎｇ 等［９］分别研究了高静态低动态刚度非线性隔振系统的动

力学特性，结果表明非线性刚度可以降低隔振开始频率，扩大隔振频带．
非线性阻尼可以降低传递率的峰值并且不影响高频传递率． Ｒａｖｉｎｄｒａ 和 Ｍａｌｌｉｋ 研究了

Ｃｏｕｌｏｍｂ（库伦）阻尼对硬特性 Ｄｕｆｆｉｎｇ（达芬）方程的影响， 结果表明非线性阻尼可以消除混沌

响应［１０⁃１１］ ． 研究还表明非线性粘性阻尼可以有效抑制 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的共振响应， 但对高频传

递率影响较小［１２］ ． Ｈｏ 等研究了非线性阻尼非线性刚度单自由度系统在谐波激励下的动力学

特性［１３］ ．
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尽管高静态低动态刚度隔振系统在负刚度结构实现和低频隔振改善方面的研究已取得很

多进展和突破，另外非线性阻尼作用方面在理论上已获得一些研究，研究结果也在一些振动类

主流期刊发表．但有关高静态低动态隔振系统中非线性阻尼问题的研究工作还不多见；还没有

见到同时考虑非线性刚度和非线性阻尼的隔振系统性能的研究工作发表．
另外，在实际环境中激励源一般都是随机非平稳的，它相当于无穷多个单频信号同时激

励，对比较依赖激励环境的非线性系统不能单纯的线性叠加，因此研究非线性隔振系统在随机

激励下的动力学行为是非线性隔振具有普适性的前提．２０ 世纪 ９０ 年代，有学者就提出在随机

白噪声激励下的非线性刚度隔振系统模型［１４］ ．Ｌｅ 和 Ａｈｎ［１５］ 用数值的方法研究了车辆座椅在

随机激励下的时域响应，并建立了在低频激励下的非线性隔振模型，它是额外加入与正刚度弹

簧平行的两个负刚度结构的系统，并比较了单频、多频以及随机这 ３ 种情况下的隔振性能，发
现隔振频带都比未加入负刚度时宽，同时用实验的方法验证了这一结果．李倩等［１６］ 研究了四

自由度车辆⁃道路耦合系统在随机激励下的动力行为；用 Ｇａｕｓｓ 平稳随机过程模拟路面的不平

整度，分析了车速变化、路面等级变化对车辆动载系数影响．赵岩等［１７］使用虚拟激励法基于辛

本征空间展开探讨了受随机载荷作用下陀螺阻尼系统随机动力响应问题．庞辉等［１８］使用多目

标自适应遗传算法研究了随机激励下重载车辆空气悬架参数多目标优化．董满生等［１９］ 基于

Ｅｕｌｅｒ 梁理论采用虚拟激励数值模拟方法研究了随机地震激励下水中悬浮隧道的动力响应．静
行等［２０］提出了将独立分量分析（ＩＣＡ）法与随机减量（ＲＤＴ）法结合起来用于随机激励下结构

的模态参数识别．何青等［２１］基于双稳态压电振动发电机系统参数的非线性，建立了随机激励

环境下压电振动发电机的动力学模型．然而，对非线性随机微分方程的直接积分仅得到传递率

的均值，传递率的概率分布很难获得，尤其是阻尼、刚度均为非线性的情况．进而导致近些年

来，关于高静态低动态隔振系统在随机激励下的非线性动力学行为的研究较少．
本文的目的是研究随机激励下非线性阻尼非线性刚度系统的振动传递特性，因此本文采用

了一种新型路径积分法计算 ＦＰＫ 方程中的概率密度函数，获得传递率的概率分布和均值［２２］ ．

１　 非线性阻尼非线性刚度隔振系统建模

图 １ 为非线性阻尼非线性刚度隔振系统的结构示意图，它由水平方向的阻尼和刚度提供非

线性阻尼和非线性刚度．被隔振物体的质量为 ｍ， 通过 ３ 个弹簧和 ３ 个阻尼与固定底座连接．竖
直弹簧的刚度为 ｋｖ， 竖直阻尼大小为 ｃｖ， 水平弹簧的刚度为 ｋｈ， 水平阻尼大小为 ｃｈ ．被隔振物

体受到外激励 ｆｅ 作用，产生的位移为 ｘ， 传递到固定底座上的力大小为 ｆｔ ．在水平弹簧上有预

应力作用，水平弹簧原长为 ｌ０， 在图示平衡位置时，系统外激励力 ｆｅ ＝ ０， 水平弹簧处于完全水

平状态，此时水平弹簧长度为 ｌ ．
仅考虑系统下半部分阻尼弹簧系统对隔振物体的作用力 ｆｔ 和系统位移以及速度的关系．

将系统下半部分阻尼弹簧系统对隔振物体的作用力分为两个部分：
　 　 ｆｔ ＝ ｆｃ ＋ ｆｋ， （１）

其中， ｆｋ 为弹簧对隔振物体作用力的和，即刚度力项； ｆｃ 为阻尼对隔振物体作用力的和，即阻尼

力项．
下半部分阻尼刚度结构的刚度力项为

　 　 ｆｋ ＝ ｋｖｘ ＋ ２ｋｈ
ｘ

（ｘ２ ＋ ｌ２） １ ／ ２（（ｘ
２ ＋ ｌ２） １ ／ ２ － ｌ０） ＝ ｋｖｘ ＋ ２ｋｈ １ －

ｌ０
（ｘ２ ＋ ｌ２） １ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ， （２）

无量纲化
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　 　 ｆ　 ｋ ＝ ｘ ＋ ２ｋ １ － １
（ｘ２ ＋ ｌ ２） １ ／ ２
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ö

ø
÷ ｘ， （３）

其中

　 　 ｆ　 ｋ ＝
ｆｋ
ｌ０ｋｖ

， ｘ ＝ ｘ
ｌ０
， ｌ ＝ ｌ

ｌ０
， ｋ ＝

ｋｈ

ｋｖ
．

图 １　 非线性阻尼非线性刚度隔振系统示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｄｏｕｂｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

图 ２ 为在不同的 ｌ 取值下无量纲非线性刚度力 ｆ　 ｋ 和位移 ｘ 的关系，其中 ｋ ＝ １， 从图中可

以发现，当 ｌ ＝ ２ ／ ３ 时，系统在 ｘ ＝ ０ 附近表现出准零刚度；而当 ｌ ＜ ２ ／ ３ 时，系统在 ｘ ＝ ０ 附近表

现出负刚度；当 ｌ ＞ ２ ／ ３ 时，系统在各处表现出正刚度．
下半部分阻尼刚度结构的阻尼力项为

　 　 ｆｃ ＝ ｃｖｘ ＋ ２ｃｈ
ｘ

（ｘ２ ＋ ｌ２） １ ／ ２

ｘ
（ｘ２ ＋ ｌ２） １ ／ ２ ｘ ＝

　 　 　 　 ｃｖｘ ＋ ２ｃｈ
ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ２
ｘ ＝ ｃｖ ＋ ２ｃｈ

ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ， （４）

无量纲化为

　 　 ｆ　 ｃ ＝ ｃｖ ＋ ２ｃｈ
ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ′ ． （５）

将式（５）写成

　 　 ｆ　 ｃ ／ ｘ′ ＝ ｃｖ ＋ ２ｃｈ
ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ ２
， （６）

其中

　 　 ｆ　 ｃ ＝
ｆｃ
ｌ０ｋｖ

， ｘ ＝ ｘ
ｌ０
， ｌ ＝ ｌ

ｌ０
， ｃ ＝

ｃｈ
ｃｖ

．

图 ３ 为在不同的 ｌ 取值下无量纲非线性阻尼 ｆ　 ｃ ／ ｘ′和位移 ｘ 的关系，其中 ｃｖ ＝ ｃｈ ＝ １．从图

中可以发现 ｘ ＝ ０ 附近系统的阻尼最小，而在 ｘ ≠ ０ 处系统的阻尼随着 ｌ 的增大而减小．
综上所述，系统下半部分的阻尼刚度系统产生的作用力大小为
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　 　 ｆｔ ＝ ｆｃ ＋ ｆｋ ＝ ｃｖ ＋ ２ｃｈ
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无量纲化可以得到

　 　 ｆ　 ｔ ＝ ｆ　 ｃ ＋ ｆ　 ｋ ＝ ｃｖ ＋ ２ｃｈ
ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ ２
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图 ２　 非线性刚度力与位移的关系示意图 图 ３　 非线性阻尼与位移的关系图

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄａｍｐｉｎｇ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

２　 力 传 递 率

系统受到具有 Ｇａｕｓｓ 白噪声特征的随机激励 σηｅ（ ｔ）（〈ηｅ（τ）〉 ＝ ０，〈ηｅ（τ）ηｅ（τ － Δτ）〉 ＝
δ（Δτ））， 它的运动方程可以写为

　 　 ｍｘ ＋ ｃｖ ＋ ２ｃｈ
ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ２
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è
ç
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÷ ｘ ＝ σηｅ（ ｔ）， （９）

无量纲化可以写为

　 　 ｘ″ ＋ ２ζｖ ＋ ４ζｈ
（１ － ｌ ２）ｘ２

（１ － ｌ ２）ｘ２ ＋ ｌ ２
æ

è
ç
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ø
÷ ｘ′ ＋

　 　 　 　 １ ＋ ２ｋ １ － １
（ｘ２（１ － ｌ ２） ＋ ｌ ２） １ ／ ２
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è
ç
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ø
÷
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è
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ø
÷ ｘ ＝ σηｅ（τ）， （１０）

其中

　 　 ζｖ ＝
ｃｖ

２ｍωｎ
， ζｈ ＝

ｃｈ
２ｍωｎ

， σ ＝ σ
ｍω２

ｎ

， ωｎ ＝ ｋｖ ／ ｍ ，

　 　 ｘ ＝ ｘ ／ ｘｓ， ｘｓ ＝ （ ｌ２０ － ｌ２） １ ／ ２， ｌ ＝ ｌ ／ ｌ０， ｋ ＝ ｋｈ ／ ｋｖ， （·） ′ ＝ ｄ（·） ／ ｄτ， τ ＝ ωｎ ｔ ．
写成下列 Ｉｔô 微分方程形式为

　 　 ｄＸ（τ） ＝ ｆ（Ｘ，τ）ｄｔ ＋ ｇ（Ｘ，τ）ｄＢ（τ）， （１１）
其中

　 　 Ｘ（τ） ＝ （ｘ（τ），ｘ′（τ）） Ｔ， Ｂ（τ） ＝ （η １（τ），η ２（τ）） Ｔ，

　 　 ｆ（Ｘ，τ） ＝
ｘ′（τ）

ｆ（ｘ，ｘ′，τ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｇ（Ｘ，τ） ＝ ０

σ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｆ（ｘ，ｘ′，τ） ＝ － ２ζ ｖ ＋ ４ζ ｈ
（１ － ｌ ２）ｘ２

（１ － ｌ ２）ｘ２ ＋ ｌ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ′ －
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　 　 　 　 １ ＋ ２ｋ １ － １
（ｘ２（１ － ｌ ２） ＋ ｌ ２） １ ／ ２
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ø
÷
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ç
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在随机激励下，设定初始条件为 Ｘ（τ ０） ＝ Ｘ（０）， 得到对应的 ＦＰＫ 方程为

　 　
∂ｑ（Ｘ，τ Ｘ（０），τ ０）

∂ｔ
＝ － ∂

∂ｘ
［ ｆ（Ｘ，τ）ｑ（Ｘ，τ Ｘ（０），τ ０）］ ＋

　 　 　 　 １
２

∂２

∂ｘ２［Ｂ（Ｘ，τ）ｑ（Ｘ，τ Ｘ（０），τ ０）］， （１２）

其中

　 　 Ｂ（Ｘ，τ） ＝ ｇ２（Ｘ，τ） ．
将 ＦＰＫ 方程在时间上离散化，得到路径积分方程

　 　 ｐ（Ｘ（ ｉ），τ ｉ） ＝ ∫ｑ（Ｘ（ ｉ），τ ｉ Ｘ（ ｉ －１），τ ｉ －１）ｐ（Ｘ（ ｉ －１），τ ｉ －１）ｄＸ（ ｉ －１） ． （１３）

为简化计算，使用 Ｇａｕｓｓ 矩方法，在给定的初始 Ｇａｕｓｓ 分布概率密度条件下，可以通过计

算概率密度函数前二阶矩的演化来近似计算概率密度函数的演化，并且在过程中将系统的非

线性项做三次近似计算：

　 　

ｍ１０ ＝ ｍ０１，

ｍ０１ ＝ － ２ζ ｌｍ０１ － ２ξ ｎｍ２０ｍ０１ － αｍ１０ － γ（３ｍ１０ｍ２０ － ２ｍ３
１０），

ｍ２０ ＝ ２ｍ１１，

ｍ１１ ＝ ｍ０２ － ２ξ ｌｍ１１ － ２ξ ｎｍ２０ｍ１１ － αｍ２０ － γ（３ｍ２
２０ － ２ｍ４

１０），

ｍ０２ ＝ － ４ξ ｌｍ０２ － ４ξ ｎｍ２０ｍ０２ － ２αｍ１１ － ２γ（３ｍ１１ｍ２０ － ２ｍ３
１０ｍ０１） ＋ ２σ ２，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１４）

其中

　 　 ｍｉｊ ＝ Ｅ［ｘｉｘ′ｊ］， ζ ｌ ＝ ζ ｖ， ζ ｎ ＝ ζ ｈ（１ － ｌ ２） ／ ｌ ２，
　 　 α ＝ １ － ２ｋ（（１ － ｌ） ／ ｌ）， γ ＝ ｋ（１ － ｌ ２） ／ ｌ ３，

ｘｉ 是 ｘ 的 ｉ 阶幂，ｘ′ｊ 是 ｘ′ 的 ｊ 阶幂．
通过计算传递力和激励力的标准差比值来获得该系统在随机激励下的力传递率

　 　 ＴＦ ＝
Ｓｄ（ ｆ　 ｔ）

σ ， （１５）

其中

　 　 ｆ　 ｔ ＝ ｃｖ ＋ ２ｃｈ
ｘ２

ｘ２ ＋ ｌ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ′ ＋ ｘ ＋ ２ｋ １ － １

（ｘ２ ＋ ｌ ２） １ ／ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ．

３　 结果与讨论

针对非线性阻尼非线性刚度隔振系统，使用 Ｇａｕｓｓ 矩方法对传递力的概率密度进行迭代

计算．结构和激励幅值等参数为 ｋ ＝ １，σ ＝ １，ζ ｈ ＝ ０．０５，ζ ｖ ＝ ０．２５．图 ４ 为在不同非线性刚度 （通
过改变 ｌ 值）下，系统传递力的概率密度函数．可以发现，随着 ｌ 值的减小、刚度非线性增加，概
率密度函数峰的高度增加．出现该现象的原因是，随着隔离刚度非线性的增加，会使通过非线

性弹簧和阻尼传递的力减小．
通过参数研究，对比了竖直阻尼和水平阻尼对非线性隔振系统传递率的影响．图 ５ 为不同

非线性刚度（通过改变 ｋ ）下，非线性隔振系统传递率的变化曲线，结构和激励幅度参数与图 ４

７１６非线性阻尼非线性刚度隔振系统随机动力学特性研究



一致，曲线是路径积分法得到的结果，点是 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟计算的结果．研究发现随着 σ 增加

力传递率增加．而且在相同噪声强度下 ｋ减小力传递率减小．图 ６ 为不同的非线性阻尼（通过改

变水平阻尼 ζ ｈ） 下，非线性隔振系统传递率的变化曲线．结构和激励幅值参数与上图一致，曲
线是路径积分法得到的结果，点是 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟计算的结果．研究发现水平阻尼 ζ ｈ 可以减

小传递率．通过对比图 ５ 和图 ６ 发现在低噪声强度下传递率对非线性刚度和阻尼的变化不敏

感．并且随着噪声强度的增加，非线性阻尼和非线性刚度的抑制能力增加．其原因是当 σ ＝ ０ 非

线性阻尼项中的位移等于 ０，所以非线性阻尼对系统影响可以忽略．

图 ４　 不同非线性刚度下传递率概率密度分布图

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｒａｎｓｍｉｔｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ

另外，图 ５ 和 ６ 中路径积分法和 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值模拟结果相吻合，说明路径积分法是研

究强非线性随机动力学特性的有效手段．

图 ５　 不同非线性刚度下传递率 图 ６　 不同非线性阻尼下传递率

随噪声强度的变化图 随激励幅度的变化图

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｆｏｒｃｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｖｓ． ｎｏｉｓｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｆｏｒｃｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｖｓ． ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇｓ

通过与等价线性阻尼的比较来确定非线性阻尼隔振效率．非线性阻尼与线性阻尼比较的

原则是当噪声强度取特定值时，它们的传递率相等．这里噪声强度取 σ ＝ ０．１．如图 ７ 所示，取非

线性阻尼和取等价线性阻尼的传递率在 σ ＝ ０．１ 处交于一点．图 ７ 为不同非线性阻尼下，比较

了非线性阻尼和等价线性阻尼对传递率的影响，实线代表非线性阻尼，虚线代表等价线性阻

８１６ 黎　 崛　 珉　 　 　 陆　 泽　 琦　 　 　 陈　 立　 群



尼；标“ ”表示 ζ ｈ ＝ ０．０１， 标“×”表示 ζ ｈ ＝ ０．０５．研究发现，在噪声强度较大时，非线性阻尼抑制

随机振动优于线性阻尼，并且随着噪声强度的增加非线性阻尼的作用越明显；在噪声强度较小

时，线性阻尼优于非线性阻尼．这一结论在大阻尼或小阻尼情况下都成立．

图 ７　 对比非线性阻尼和等价线性阻尼对传递率曲线的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇｓ

４　 结　 　 论

本文研究了刚度和阻尼均为非线性隔振系统的力学特性，考察了在随机激励下的隔振性

能，刚度和阻尼非线性分别是由水平弹簧和水平阻尼的几何布置获得．通过求解 ＦＰＫ 方程等

效非线性随机振动方程研究了非线性隔振系统在随机激励下的隔振性能，并使用路径积分和

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值方法进行了验证．在此基础上研究了刚度非线性和阻尼非线性对隔振系统在

随机激励下力传递率及其概率分布的影响．最后对比了非线性阻尼与等价线性阻尼对随机振

动隔离的效果；研究表明，在噪声强度较大时，非线性阻尼抑制振动的能力强于线性阻尼，并且

随着噪声强度的增加，优势更明显，在噪声强度较小时，线性阻尼优于非线性阻尼．
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