
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１７）０５⁃０５３９⁃１４ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

应用全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法求解
广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和
耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组

∗

石兰芳，　 聂子文

（南京信息工程大学 数学与统计学院， 南京 ２１００４４）

摘要：　 研究了一种全新的 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法，并应用这种方法讨论了广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ
方程和一类耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组新形式的精确解，包括双曲余切函数解、余切函数解和

有理函数解．全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法不但直接而有效地求出方程的新精确解，而且扩大了解的

范围，这种新方法对于研究偏微分方程具有广泛的应用意义．

关　 键　 词： 　 全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法； 　 广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程； 　 耦合非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组；　 精确解
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引　 　 言

非线性科学的研究是目前自然科学领域发展的前沿和热点，非线性现象可以用非线性微

分方程进行描述，非线性偏微分方程以各种学科问题为背景，广泛应用于物理学、流体力学、大
气科学、信息科学、生命科学、水系统科学等领域，因此对这些非线性偏微分方程的求解十分有

意义．目前一些求解非线性偏微分方程的方法，如 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换方法［１］、Ｈｉｒｏｔａ 双线性变换

法［２］、双曲正切函数展开法［３⁃４］、 Ｆ⁃ 函数展开方法［５］、指数函数法［６］、反散射法［７］、投射方

法［８］、辅助方程法［９⁃１０］、Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）椭圆函数展开法［１１］、 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开法［１２⁃１３］、首次积

分法［１４］等准确求出了这类方程的精确孤立波解，笔者也运用广义变分迭代法［１５］、泛函映射方

法［１６］、同伦映射法［１７⁃１９］、奇摄动法［２０⁃２１］求得一系列非线性方程的渐近解．
非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是数学物理等领域中一类重要的非线性演化方程，随着现代科技

的迅速发展，它在等离子物理学、量子力学、电磁学、非线性光学，特别是在光孤子通讯中广泛

应用，所以研究非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 的解就更具有重大理论意义和实用价值．而 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

中含有虚数单位，其解是复函数，对其进行求解较其他非线性偏微分方程复杂．近些年专家学
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者已经研究出一些方法成功得到非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的精确孤立波解，如 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程映射

法［２２］、推广的 Ｌｉｅ 群约化法［２３］、半逆变分原理［２４］、正弦余弦法［２５］、分离变量法［２６］、直接截断

法［２７］、复 ｔａｎｈ 展开法［２８］ ．本文在 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开法的基础上，提出了一种全新的 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋
Ｇ′） 展开法，分别讨论了广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和一类耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组，并
成功求得方程的新形式的精确解，扩大了解的范围．

１　 全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开法基本思想

给定含非线性偏微分方程：
　 　 Ｆ（ｕ，ｕｔ，ｕｘ１，ｕｘ２，…，ｕｔｔ，ｕｘ１ｔ，ｕｘ２ｔ，…，ｕｘ１，ｕｘ２ｘ２，…） ＝ ０， （１）

其中 ｕ ＝ ｕ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ） 是未知函数， Ｆ 为 ｕ 及 ｕ 关于 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ 各阶偏导数的多项式．
　 　 为求得非线性偏微分方程的精确解，主要步骤如下：

步骤 １　 对方程（１）作行波变换

　 　 ξ ＝ ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ｘ２ ＋ … ＋ ｋｎｘｎ － ｓｔ， （２）
则方程（１）转化为只含变量 ξ 的常微分方程

　 　 Ｈ（ｕ， － ｓｕ′，ｋ１ｕ′，ｋ２ｕ′，…，ｓ２ｕ″， － ｋ１ｓｕ″，…，ｋ２
１ｕ″，ｋ２

２ｕ″，…） ＝ ０， （３）

其中 ｕ′ ＝ ｄｕ
ｄξ

，ｕ″ ＝ ｄ２ｕ
ｄξ２，…，Ｈ 是含 ｕ 及 ｕ 关于 ξ 的各阶导数的多项式．

步骤 ２　 假设常微分方程（３）的解可以表示成

　 　 ｕ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

＋ ∑
－１

ｉ ＝ －ｍ
ａｉ

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

， （４）

其中 Ｇ ＝ Ｇ（ξ） 满足二阶非线性常微分方程

　 　 Ａ（Ｇ′） ２ － ＢＧＧ″ ＋ ＣＧ２ ＝ ０， （５）
ａ －ｍ，…，ａ０，…，ａｍ 是待定常数，正整数 ｍ 通过平衡方程（３）中的最高阶导数项和最高次非线性

项确定．
步骤 ３　 将式（４）代入式（３），合并 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 的相同幂次项，方程（３）的左端变成一个

关于 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 的多项式，令该多项式的 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 各阶幂次系数为 ０，导出关于 ａ －ｍ，…，
ａ０，…，ａｍ，ｋ１，…，ｋｎ，ｓ 和 Ａ，Ｂ，Ｃ 的代数方程组．

步骤 ４　 用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件求解步骤 ３ 中的代数方程组，得出相应的 ａ －ｍ，…，ａ０，…，ａｍ，
ｋ１，…，ｋｎ，ｓ， 再代入式（４）并利用式（２）和（５）得到方程（１）的精确解．

２　 广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的精确解

非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程在现代光孤子通信中有着极其重要的应用，标准的非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是描述光孤子在理想无损耗单模光纤中传输的模型，满足该方程的光孤子在

远距离光纤传播中波形、振幅、速度始终保持不变，不会产生信息失真和波形畸变，传输码率

高．由于光纤是存在色散现象的，考虑色散项，所以光孤子在单模光纤中传输满足广义非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程［２９］：

　 　 ｉ ∂ｕ
∂ｔ

＋ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ α０ ｕ ２ｕ ＋ ｉ［γ１ｕｘｘｘ ＋ γ２ ｕ ２ｕｘ ＋ γ３（ ｕ ２） ｘｕ］ ＝ ０． （６）

首先做一个变换
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　 　 ｕ ＝ φ（ξ）ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ωｔ））， 　 　 ξ ＝ ｐ（ｘ － ｃｔ）， （７）
将式（７）代入式（６），得

　 　 ｉ（γ１ｐ３φ‴－ ３γ１ｋ２ｐφ′ ＋ γ２ｐφ２φ′ ＋ ２γ３ｐφ２φ′ － ｃｐφ′ ＋ ２ｋｐφ′） ＋
　 　 　 　 （ωφ ＋ ｐ２φ″ － ｋ２φ ＋ α０φ３ － ３γ１ｋｐ２φ″ ＋ γ１ｋ３φ － γ２ｋφ３） ＝ ０． （８）
令式（８）中的实部与虚部分别为 ０，得
　 　 γ１ｐ２φ‴＋ （ － ｃ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ）φ′ ＋ （γ２ ＋ ２γ３）φ２φ′ ＝ ０， （９）
　 　 ｐ２（１ － ３γ１ｋ）φ″ ＋ （ω － ｋ２ ＋ γ１ｋ３）φ ＋ （α０ － γ２ｋ）φ３ ＝ ０． （１０）

对式（９）进行一次积分，并令积分常数为 ０，得

　 　 γ１ｐ２φ″ ＋ （ － ｃ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ）φ ＋ １
３

γ２ ＋ ２
３

γ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ３ ＝ ０． （１１）

对比式（１０）与（１１），它们的解相同，则系数应满足

　 　
γ１ｐ２

ｐ２（１ － ３γ１ｋ）
＝
２ｋ － ｃ － ３γ１ｋ２

ω － ｋ２ ＋ γ１ｋ３
＝

１
３

γ２ ＋ ２
３

γ３

α０ － γ２ｋ
． （１２）

由式（１２）可得

　 　 ｋ ＝
γ２ ＋ ２γ３ － ３γ１α０

６γ１γ３
， ω ＝

（１ － ３γ１ｋ）（２ｋ － ｃ － ３γ１ｋ２）
γ１

＋ ｋ２ － γ１ｋ３ ． （１３）

在式（１２）成立情况下，解方程（１１），令

　 　 α ＝ γ１ｐ２， η ＝ ｃ ＋ ３γ１ｋ２ － ２ｋ， β ＝ １
３

γ２ ＋ ２
３

γ３， （１４）

则方程（１１）可简化为

　 　 αφ″ － ηφ ＋ βφ３ ＝ ０． （１５）
运用齐次平衡法来平衡方程中的 φ″ 和 φ３ 项，得 ｍ ＋ ２ ＝ ３ｍ，即 ｍ ＝ １．根据全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋

Ｇ′） 展开法，可设方程（１５）的解为

　 　 φ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ａ１
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ －１

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

， （１６）

其中 Ｇ ＝ Ｇ（ξ）， 满足

　 　 Ａ（Ｇ′） ２ － ＢＧＧ″ ＋ ＣＧ２ ＝ ０， （１７）
ａ０，ａ１，ａ －１ 是待定常数．

由式（１６）和（１７）可得出 φ″ 与 φ３ 的表达式，详情见附录 Ａ，将式（１６）及 φ″与 φ３ 的表达式
代入方程（１５），合并 （Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′）） ｉ（ ｉ ＝ － ３， － ２， － １，０，１，２，３） 的相同幂次系数，并令这些

系数为 ０，得到一系列方程组，详情见附录 Ａ，然后运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求解这些方程组，得到 ３ 组

解，它们分别为

①　
ａ０ ＝∓ ２α

－ β
Ｃ
Ｂ
， ａ１ ＝ ± ２α

－ β
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç
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ø
÷ ， ａ －１ ＝ ０，

η
α

＝ ２ Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
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ø
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；
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í
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ï
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（１８）

②　
ａ０ ＝∓ ２α

－ β
Ｃ
Ｂ
， ａ１ ＝ ０， ａ －１ ＝ ± ２α

－ β
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

η
α

＝ ２ Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ
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Ｂ
；
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（１９）

１４５
应用全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法求解广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和

耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组



③　
ａ０ ＝∓ ２α

－ β
Ｃ
Ｂ
， ａ１ ＝ ± ２α

－ β
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ａ －１ ＝∓ ２α

－ β
Ｃ
Ｂ
，

η
α

＝ － １０ Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２ Ｃ

Ｂ
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２
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（２０）

分别将式（１８）、（１９）、（２０）和（１６）代入式（７），并且利用方程（１７）的 ３ 种情形下的解，得
到方程（６）的 ３ 种类型精确解，它们分别为双曲余切函数解、余切函数解和有理函数解．

情形 １　 当
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０ 时，

　 　 ｕ１，２（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

é

ë

ê
ê

　 　 　 　
１

（Ａ － Ｂ） ／ Ｃ ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
ù

û

ú
ú
ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ３，４（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

Ａ － ｂ
Ｃ

ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ５，６（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷· １

（Ａ － Ｂ）Ｃ ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
±{

　 　 　 　 ２α
－ β

Ｂ
Ｃ
· １

（Ａ － Ｂ） ／ Ｃ ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １} ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

其中　 　 Ｄ ＝ Ｃ
Ｂ

Ａ ／ Ｂ － １
Ｃ ／ Ｂ

．

情形 ２　 当
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０ 时，

　 　 ｕ７，８（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

é

ë

ê
ê

　 　 　 　
１

（Ｂ － Ａ） ／ Ｃ ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
ù

û

ú
ú
ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ９，１０（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

±{
　 　 　 　 ２α

－ β
Ｃ
Ｂ

Ｂ － Ａ
Ｃ

ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ１１，１２（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×{

　 　 　 　 １
（Ｂ － Ａ） ／ Ｃ ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １

±

　 　 　 　 ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

Ｂ － Ａ
Ｃ

ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

其中　 　 Ｅ ＝ Ｃ
Ｂ

１ － Ａ ／ Ｂ
Ｃ ／ Ｂ

．
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情形 ３　 当
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ 时：

 当
Ｃ
Ｂ

＝ ０， Ａ
Ｂ

－ １ ≠ ０ 时，

　 　 ｕ１３，１４（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

é

ë

ê
ê

　 　 　 　
１

１ － Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ － ｃ０

ù

û

ú
ú
ú
ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ１５，１６（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

１
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ１７，１８（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷· １

１ － （Ａ ／ Ｂ － １）Ｘ － ｃ０
±

é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

１ － Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ － Ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）） ．

 当
Ａ
Ｂ

－ １ ＝ ０， Ｃ
Ｂ

≠ ０ 时，

　 　 ｕ１９，２０（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

é

ë

ê
ê

　 　 　 　
（Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
ù

û
ú
ú ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ２１，２２（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

（Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

　 　 ｕ２３，２４（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

± ２α
－ β

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷·

（Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

±
é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２α
－ β

Ｃ
Ｂ

（Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ － ｗｔ）），

其中 ｋ，ω，α，η，β 满足

　 　 ｋ ＝
γ２ ＋ ２γ３ － ３γ１α０

６γ１γ３
， ω ＝

（１ － ３γ１ｋ）（２ｋ － ｃ － ３γ１ｋ２）
γ１

＋ ｋ２ － γ１ｋ３，

　 　 α ＝ γ１ｐ２， η ＝ ｃ ＋ ３γ１ｋ２ － ２ｋ， β ＝ １
３

γ２ ＋ ２
３

γ３ ．

３　 耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组的精确解

以光孤子通信为应用背景的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程成为当前科学发展的热点问题，本文

继续研究了一类以光纤通信为背景的非线性耦合 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组：

　 　
ｉｕ１ｚ － α

∂２ｕ１

∂２ｘ
＋ ｕ１ｕ２ｅｘｐ（ － ｉβｚ） ＝ ０，

ｉｕ２ｚ －
α
２

∂２ｕ２

∂２ｘ
＋ ｕ２

１ｅｘｐ（ － ｉβｚ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

３４５
应用全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法求解广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和

耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组



其中 ｕ１ ＝ ｕ１（ｘ，ｚ） 和 ｕ２ ＝ ｕ１（ｘ，ｚ） 表示两耦合光纤中的孤子波包， ｘ表示距离， ｚ表示时间， α和

β 是常数．这个方程组描述了在非临界相位匹配下，光纤通信中一些慢变包络波的传播，求得

该方程组的精确解将为物理学家从深层次上了解慢变包络波传播提供更多的理论依据，意义

重大［３０］ ．
首先，做一个变换：
　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ ｕ１（ξ） ＝ ｇ（ξ）ｅｘｐ（ｉη１）， ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ｕ２（ξ） ＝ ｈ（ξ）ｅｘｐ（ｉη２）， （２２）
　 　 ξ ＝ ｘ ＋ ２αｋ１ｚ， ηｉ ＝ ｋｉｘ ＋ ωｉｚ　 　 （ ｉ ＝ １，２）， ｋ２ ＝ ２ｋ１， ω２ ＝ ２ω１ ＋ β， （２３）

其中 ｇ（ξ） 和 ｈ（ξ） 是关于 ξ 的函数， ｋ１ 和 ω１ 是待定常数．把式（２２）、（２３）代入方程组（２１），将
实部与虚部分离，分别令其为 ０，得

　 　
αｇ″ ＋ （ω１ － αｋ２

１）ｇ － ｇｈ ＝ ０，

αｈ″ ＋ ２（２ω１ ＋ β － ２αｋ２
１）ｈ － ２ｇ２ ＝ ０ ．{ （２４）

令

　 　 ｇ（ξ） ＝ １
２
ｈ（ξ）， ω１ ＝ － ２

３
β ＋ αｋ２

１， （２５）

则方程组（２４）转化为

　 　 αｈ″ － ２
３

βｈ － ｈ２ ＝ ０． （２６）

运用齐次平衡法平衡方程（２６）中最高阶导数项 ｈ″和非线性项 ｈ２， 得ｍ ＋ ２ ＝ ２ｍ，即ｍ ＝ ２．根
据全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开法，可设方程（２６）的解为

　 　 ｈ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ａ１
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ２

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ －１
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＋ ａ －２
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′
æ

è
ç

ö

ø
÷

－２

， （２７）

其中 Ｇ ＝ Ｇ（ξ） ，满足

　 　 Ａ（Ｇ′） ２ － ＢＧＧ″ ＋ ＣＧ２ ＝ ０， （２８）
ａ０，ａ１，ａ －１，ａ２，ａ －２ 是待定常数．

由式（２７）和（２８），可得出 ｈ″与 ｈ２ 的表达式，详情见附录 Ｂ，将式（２７）及 ｈ″与 ｈ２ 的表达式

代入方程（２６），合并 （Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′）） ｉ（ ｉ ＝ － ３， － ２， － １，０，１，２，３） 的相同幂次系数，并令这些

系数为 ０，得到一系列方程组，详情见附录 Ｂ，然后运用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求解这些方程组，得到两组

解，分别为

①　
ａ０ ＝ ３６α２ Ａ

Ｂ
－ １ ＋ Ｃ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú ，

ａ１ ＝ － １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ａ２ ＝ ６α Ａ

Ｂ
－ １ ＋ Ｃ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ａ －１ ＝ ０， ａ －２ ＝ ０；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２９）

②　

ａ１ ＝ ０， ａ２ ＝ ０，

ａ０ ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú ，

ａ －１ ＝ － １２α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ａ －２ ＝ ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３０）

分别将式（２９）、（３０）和（２７）代入式（２２），并且利用方程（２８）的 ３ 种情形下的解，与本文

第 ２ 部分 ３ 种情形相同，得到方程组（２１）的 ３ 种类型精确解，分别为双曲余切函数解、余切函

数解和有理函数解．
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情形 １　 当
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０ 时，

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
（Ａ － Ｂ） ／ Ｃ ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １

＋

　 　 　 　 ６α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
（Ａ － Ｂ） ／ Ｃ ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １

＋

　 　 　 　 ６α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

} ｅｘｐ（ｉη２），

或

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ａ － Ｂ
Ｃ

ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ａ － Ｂ
Ｃ

ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ａ － Ｂ
Ｃ

ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ａ － Ｂ
Ｃ

ｃｏｔ（Ｄξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

} ｅｘｐ（ｉη２），

其中　 　 Ｄ ＝ Ｃ
Ｂ

Ａ ／ Ｂ － １
Ｃ ／ Ｂ

．

情形 ２　 当
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０ 时，

　 　 ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
（Ｂ － Ａ）Ｃ ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １

＋

　 　 　 　 ６α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
（Ｂ － Ａ）Ｃ ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

５４５
应用全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法求解广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和

耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组



　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
（Ｂ － Ａ） ／ Ｃ ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １

＋

　 　 　 　 ６α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
（Ｂ － Ａ）Ｃ ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

} ｅｘｐ（ｉη２），

或

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｂ － Ａ
Ｃ

ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｂ － Ａ
Ｃ

ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｂ － Ａ
Ｃ

ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｂ － Ａ
Ｃ

ｃｏｔｈ（Ｅξ ＋ ｃ０） ＋ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

} ｅｘｐ（ｉη２），

其中　 　 Ｅ ＝ Ｃ
Ｂ

１ － Ａ ／ Ｂ
Ｃ ／ Ｂ

．

情形 ３　 当
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ 时：

 当
Ｃ
Ｂ

＝ ０， Ａ
Ｂ

－ １ ≠ ０ 时，

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

＋

　 　 　 　 ６α
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

＋

　 　 　 　 ６α
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０} ｅｘｐ（ｉη２），

或

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α
Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

＋ ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

é

ë
êê

ù

û
úú

２

} ｅｘｐ（ｉη１），
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　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

＋

　 　 　 　 ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
１ － （Ａ ／ Ｂ － １）ξ － ｃ０

é

ë
êê

ù

û
úú

２

} ｅｘｐ（ｉη２） ．

 当
Ａ
Ｂ

－ １ ＝ ０， Ｃ
Ｂ

≠ ０ 时，

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

＋

　 　 　 　 ６α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －

　 　 　 　 １２α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

＋

　 　 　 　 ６α Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ξ ＋ ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｅｘｐ（ｉη１），

或

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ） ＝ １
２

３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０

＋ ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

} ｅｘｐ（ｉη１），

　 　 ｕ２（ｘ，ｚ） ＝ ３６α２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２ Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú －{

　 　 　 　 １２α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０

＋ ６α Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０
１ ＋ （Ｃ ／ Ｂ）ｘ ＋ ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

} ｅｘｐ（ｉη２），

其中　 　 ξ ＝ ｘ ＋ ２αｋ１ｚ， ηｉ ＝ ｋｉｘ ＋ ωｉｚ， 　 　 ｉ ＝ １，２， ｋ２ ＝ ２ｋ１， ω２ ＝ ２ω１ ＋ β ．

４　 结　 　 论

本文通过全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法成功求解出广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和一类耦合

非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组的精确解，这种新方法求解此类方程直接有效，并求得了方程的多

组新形式精确解，扩大了解的范围，而且这种新方法还能推广应用到许多其他非线性偏微分方

程的求解中．

附录 Ａ　 本文第 ２ 节相关推导过程

　 　 φ″ ＝ ２ａ１
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )

２ Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

３

－ ６ａ１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
２

＋

７４５
应用全新 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开方法求解广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和

耦合非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程组



　 　 　 　 ２ａ１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ＋ ４ａ１

Ｃ
Ｂ( )

２

[ ] Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( ) － ２ａ１

Ｃ
Ｂ( )

２

－

　 　 　 　 ２ａ －１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ＋ ２ａ －１

Ｃ
Ｂ( )

２ Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－３

－ ６ａ －１
Ｃ
Ｂ( )

２ Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－２

＋

　 　 　 　 ４ａ －１
Ｃ
Ｂ( )

２

＋ ２ａ －１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )[ ] Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
－１

，

　 　 φ３ ＝ ａ３
１

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

３

＋ ３ａ２
１ａ０

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

２

＋ （３ａ２
０ａ１ ＋ ３ａ２

１ａ －１）
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( ) ＋

　 　 　 　 ６ａ０ａ１ａ －１ ＋ ａ３
０ ＋ ａ３

－１
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
－３

＋ ３ａ２
－１ａ０

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－２

＋

　 　 　 　 （３ａ２
０ａ －１ ＋ ３ａ２

－１ａ１）
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
－１

．

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

３

：　 α·２ａ１
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )

２

＋ ａ３
１β ＝ ０，

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

２

：　 － α·６ａ１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ＋ ３ａ２

１ａ０β ＝ ０，

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

１

：　 α· ２ａ１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ＋ ４ａ１

Ｃ
Ｂ( )

２

[ ] － ηａ１ ＋ β（３ａ２
０ａ１ ＋ ３ａ２

１ａ －１） ＝ ０，

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

０

：　 α· － ２ａ１
Ｃ
Ｂ( )

２

－ ２ａ －１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )[ ] － ηａ０ ＋ β（６ａ０ａ１ａ －１ ＋ ａ３

０） ＝ ０，

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－３

：　 α·２ａ －１
Ｃ
Ｂ( )

２

＋ βａ３
－１ ＝ ０，

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－２

：　 α· － ６ａ －１
Ｃ
Ｂ( )

２

[ ] ＋ β·３ａ２
－１ａ０ ＝ ０，

　 　 Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－１

：　 α· ４ａ －１
Ｃ
Ｂ( )

２

＋ ２ａ －１
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )[ ] － ηａ －１ ＋ β（３ａ２

０ａ －１ ＋ ３ａ２
－１ａ１） ＝ ０．

附录 Ｂ　 本文第 ３ 节相关推导过程

　 　 ｈ″（ξ） ＝ ６ａ２
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ２

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

４

＋ － １２ａ２
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ＋{

　 　 　 　 ２ ａ１
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) － ４ａ２

Ｃ
Ｂ[ ] Ａ

Ｂ
－ １ ＋ Ｃ

Ｂ( ) } Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

３

＋

　 　 　 　 ６ａ２
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) － ４ Ｃ

Ｂ
ａ１

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) － ４ａ２

Ｃ
Ｂ[ ] ＋{

　 　 　 　 ２（ａ２ － ａ１）
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) } Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
２

＋ ２ Ｃ
Ｂ

ａ１
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) － ４ａ２

Ｃ
Ｂ[ ] －{

　 　 　 　 ４（ａ２ － ａ１）
Ｃ
Ｂ( )

２

} Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( ) ＋ ２（ａ２ － ａ１）

Ｃ
Ｂ( )

２

－

　 　 　 　 ２ａ －１
Ｃ
Ｂ

－ ２ａ －２
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )[ ] Ａ

Ｂ
－ １ ＋ Ｃ

Ｂ( ) ＋

　 　 　 　 ６ａ －２
Ｃ
Ｂ( )

２ Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－４

＋ － １２ａ －２
Ｃ
Ｂ( )

２

－ ２（４ａ －２ － ａ －１）
Ｃ
Ｂ( )

２

[ ] Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

－３

＋

　 　 　 　 ６ａ －２
Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ) ＋ ４（４ａ －２ － ａ －１）

Ｃ
Ｂ( )

２

－{

　 　 　 　 Ｃ
Ｂ

２ａ －１
Ｃ
Ｂ

－ ２ａ －２
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )[ ] } Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
－２

＋
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　 　 　 　 ２ Ｃ
Ｂ

２ａ －１
Ｃ
Ｂ

－ ２ａ －２
Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( )[ ] － ２（４ａ －２ － ａ －１）

Ｃ
Ｂ

Ａ
Ｂ

－ １ ＋ Ｃ
Ｂ( ){ } Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
－１

，

　 　 ［ｈ（ξ）］ ２ ＝ ａ２
２

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

４

＋ ２ａ１ａ２
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( )
３

＋ （ａ２
１ ＋ ２ａ０ａ２）

Ｇ′
Ｇ ＋ Ｇ′( )

２

＋

　 　 　 　 （２ａ０ａ１ ＋ ２ａ２ａ －１）
Ｇ′

Ｇ ＋ Ｇ′( ) ＋ ａ２
０ ＋ ２ａ１ａ －１ ＋ ２ａ２ａ －２ ＋ ａ２

－２
Ｇ′
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