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∗

王青青，　 李小林

（重庆师范大学 数学科学学院， 重庆 ４０１３３１）

摘要：　 相较于移动最小二乘近似方法，比例移动最小二乘近似法有效地克服了前者带来的矩阵

病态这一问题，展示出了更好的数值稳定性和更高的计算精度．给出了比例移动最小二乘近似对函

数及其任意阶导数的误差估计，并给出了数值算例来验证之前的理论分析结果，通过与移动最小

二乘近似的比较，表明比例移动最小二乘近似能得到更快的收敛性和更稳定的计算性．
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引　 　 言

近几十年来，有限元方法（ＦＥＭ）和边界元方法（ＢＥＭ）已成为计算力学中解决工程问题的

主要数值计算方法．但在近似时，基于网格，在处理一些碰撞问题和大变形问题时，需要进行网

格重构，比较费时．而无网格方法，采用基于点的近似，可以彻底或部分地消除网格，不需要网

格的初始划分和重构，不仅可以保证计算的精度，而且可以减小计算的难度．
形函数是无网格方法的基石，移动最小二乘近似（ＭＬＳ） ［１］是构造形函数最重要的方法．在

ＭＬＳ 中，都是基于离散的节点近似而不是基于网格的．因此，许多基于移动最小二乘近似的无

网格方法也蓬勃发展起来，比如无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ＥＦＧ）方法［２］、无网格 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法［３］、
边界点方法（ＢＮＭ） ［４］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＢＮＭ［５⁃６］等．

基于传统的最小二乘法，ＭＬＳ 的系数矩阵的条件数可能会变得很大［７⁃８］ ．因此，对系数矩阵

取逆运算可能会导致在计算稳定性和计算精度方面的下降．近来，基于带权正交基函数［９］的改

进的移动最小二乘近似也发展起来，在改进的移动最小二乘近似方法里，尽管最后代数方程的

求解不用通过矩阵求逆运算，但条件数增大这一问题仍然存在［１０］ ．
本文首先建立了比例移动最小二乘近似（ＳＭＬＳ）．通过选择比例基函数［８，１１］，ＳＭＬＳ 的系数

矩阵将不会变得病态．因此，通过 ＳＭＬＳ 可以避免由 ＭＬＳ 带来的坏条件这一缺点，同时，也期待

得到更高的计算稳定性和精确度．
形函数在无网格方法中占有非常重要的地位，ＭＬＳ 的误差是分析基于 ＭＬＳ 的无网格方法

误差的基础．文献［４⁃８，１１⁃１５］在不同的假设下，通过不同的范数给出了 ＭＬＳ 的误差估计．同
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时，也给出了许多 ＭＬＳ 的变形方法的误差估计：插值型移动最小二乘近似［１６］、改进的移动最

小二乘近似［１０］ 和复变量移动最小二乘近似［１７］ 等．在文献［１２］中，Ａｒｍｅｎｔａｎｏ 和 Ｄｕｒáｎ 给出了

ＭＬＳ 在 Ｌ¥ 范数下对函数本身及其一阶和二阶导数的误差估计，但迄今为止还没有涉及高阶导

数误差的报道．
本文的第二个目标是给出 ＳＭＬＳ 的误差估计．得到了函数本身及其任意阶导数的误差估

计，因此推广了文献［１２］的结果．最后，为了验证理论分析结果和说明 ＳＭＬＳ 的性质，给出了相

应的数值算例．

１　 比例移动最小二乘近似方法（ＳＭＬＳ）
１．１　 计算公式

令 Ω⊂Ｒ是一个非空、开的有界集合，边界为Γ，令 { ｘｉ } Ｎ
ｉ ＝ １ 是一个在Ω ＝ Ω∪Γ 上任意选

择的点集．
在 ＳＭＬＳ 中，对于函数 ｕ 的局部近似 Ｓｕ 可以定义为

　 　 ｕ（ｘ） ≈ Ｓｕ（ｘ，ｘ－） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ ０
ｐ ｊ（ｘ

－）ａ ｊ（ｘ） ＝ ｐＴ（ｘ－）ａ（ｘ），　 　 ∀ｘ ∈ Ω， （１）

其中 Ｓ 是近似算子， ｘ－ 是计算点 ｘ 或者节点 ｘｉ，
　 　 ａ（ｘ） ＝ ［ａ０（ｘ），ａ１（ｘ），…，ａｍ（ｘ）］ Ｔ

是未知的系数向量，
　 　 ｐ（ｘ－） ＝ ［ｐ０（ｘ

－），ｐ１（ｘ
－），…，ｐｍ（ｘ

－）］ Ｔ （２）
是基函数向量，其中 ｍ ＋ １ 是基函数的个数．

对

　 　 Ｊ ＝ ∑
ｉ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｉ（ｘ）［Ｓｕ（ｘ，ｘｉ） － ｕｉ］ ２ ＝ ∑
ｉ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｉ（ｘ）［ｐＴ（ｘｉ）ａ（ｘ） － ｕｉ］ ２

取极小值可得

　 　 ａ（ｘ） ＝ Ａ －１（ｘ）Ｂ（ｘ）ｕ， （３）
其中 ｘｉ（ ｉ ∈ ϑ（ｘ））， 是在影响域包含点 ｘ 的离散的点， ϑ（ｘ） ≜ { Ｉ１，Ｉ２，…，Ｉℓ } 是这些点的全

局序列编号．同时， ｕ ＝ ［ｕＩ１，ｕＩ２，…，ｕＩℓ］
Ｔ 是 ｕｉ ＝ ｕ（ｘｉ） 这些点的函数值，ｗ ｉ（ｘ） ≜ ｗ（ｘ － ｘｉ） 是

权函数，矩阵 Ａ（ｘ） 和 Ｂ（ｘ） 可以定义为

　 　 ［Ａ（ｘ）］ ｊｋ ＝ ∑
ｉ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｉ（ｘ）ｐ ｊ（ｘｉ）ｐｋ（ｘｉ），　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，…，ｍ， （４）

　 　 ［Ｂ（ｘ）］ ｊｋ ＝ ｗＩｋ（ｘ）ｐ ｊ（ｘＩｋ），　 　 ｊ ＝ ０，１，…，ｍ； Ｉｋ ∈ ϑ（ｘ） ． （５）
最后，将式（３）代入到式（１）中，可得

　 　 ｕ（ｘ） ≈ Ｓｕ（ｘ，ｘ－） ｘ－ ＝ ｘ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Φｉ（ｘ）ｕｉ ． （６）

因此，ＳＭＬＳ 的形函数为

　 　 Φｉ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ ０
ｐ ｊ（ｘ）［Ａ

－１（ｘ）Ｂ（ｘ）］ ｊｋ， ｉ ＝ Ｉｋ ∈ ϑ（ｘ），

０， ｉ ∉ ϑ（ｘ），

ì

î

í

ïï

ïï

ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （７）

１．２　 基函数的选择

在式（１）中，基函数的选择对于函数的近似扮演着重要的角色．在 ＭＬＳ 中，常用如下的单
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项式基函数：
　 　 ｐ（ｘ－） ＝ ［１，ｘ－，ｘ－ ２，…，ｘ－ｍ］ Ｔ ．

通过理论可以证明［７⁃８］

　 　 ｄｅｔ（Ａ（ｘ）） ＝ Ｃ（ｘ）ρ ２ｍ（ｍ＋１）， （８）
其中 ρ ＝ｍａｘ１≤ｉ≤Ｎ ｍｉｎ１≤ｊ≤Ｎ， ｊ≠ｉ ｘｉ － ｘ ｊ 是节点间距， Ｃ（ｘ） 是有界、可计算的数．因此，当 ρ 足够

小时，矩阵 Ａ（ｘ） 在 ＭＬＳ 中会变得坏条件，此时系数向量 ａ（ｘ） 的计算精度将会下降．
为了提高矩阵 Ａ（ｘ） 的条件数，将如下的比例基函数［８，１１］引入到 ＳＭＬＳ 中：

　 　 ｐ（ｘ－） ＝ １，
ｘ－ － ｘｅ

ρ
，

ｘ－ － ｘｅ

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，…，
ｘ－ － ｘｅ

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

， （９）

其中 ｘｅ 是在估计点 ｘ 的影响域内一个固定的点．因此，采用类似于式（８）的证明，可以得到

　 　 ｄｅｔ（Ａ（ｘ）） ＝ Ｃ（ｘ） ． （１０）
根据式（１０），可以得到在 ＳＭＬＳ 中，矩阵 Ａ（ｘ） 的条件数完全独立于节点间距 ρ， 所以，即使 ρ
减小，矩阵 Ａ（ｘ） 的条件数也不会病态．因此，在 ＳＭＬＳ 中，可以得到更为准确和稳定的结果．

２　 误 差 估 计

为了分析比例移动最小二乘近似的误差，首先需要做如下的假设．

假设 １　 对任意 ｘ ∈ Ω，ｘ 的影响域是一个半径为 ｒ（ｘ） 的开区间，那么存在一个常数 ｈ 使

得 ｈ ＝ ｓｕｐｘ∈Ω { ｒ（ｘ） } ，令 Ｂｈ（ｘ） ≜ { ｙ ∈ Ω： ｘ － ｙ ≤ ｈ } ．
假设 ２　 存在正常数 γ，ｃ０ 和 Ｃ ｉｋ 使得 ｗ ｉ（ｘ） ∈ Ｃγ

０（Ｂｈ（０）） ∩Ｗγ，∞（Ｒ） 和 ｗ ｉ（ｘ） ≥ ｃ０ 对任

意 ｘ ∈ Ｂｈ ／ ２（０） ⊂ Ω 成立，同时 ‖ｗ（ｋ）
ｉ ‖Ｌ∞ （Ω） ≤ Ｃ ｉｋｈ

－ｋ，其中 ｋ ＝ １，２，…，γ；ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．
假设 ３ 　 对任意 ｘ ∈ Ω， 至少存在 ｍ ＋ １ 个节点 { ｘＪ１，ｘＪ２，…，ｘＪｍ＋１

} ⊆ { ｘｉ } ｉ∈ϑ（ｘ） ∩
Ｂｈ ／ ２（ｘ）， 并且存在常数 ｃ＃ 使得集合 { ｘｉ } ｉ∈ϑ（ｘ） ∩ Ｂ２ｈ（ｘ） 的基数小于 ｃ＃， 此外，存在常数 χ 使

得 ｈ ／ ε ≤ χ， 其中 ε ≜ ｍｉｎｉ，ｋ∈Ξ（ｘ） ｘｉ － ｘｋ ，Ξ（ｘ） ≜ { Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｍ＋１ } ．
接下来的误差分析中，假设 ｕ∈ Ｃｍ＋１（Ω），ｔ≜ｍｉｎ { γ，ｍ ＋ １ } ， 此外，常数 ｃ 表示与 ｈ 无关

的常数且每次出现时可以不同．
引理 １　 对任意阶数不超过 ｍ 且关于 ｘ 的可微函数 ｇ（ｘ，ｘ－）， 有

　 　 ∑
ｉ

ｋ ＝ ０

ｉ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｉ －ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｔ ． （１１）

证明　 采用类似文献［１２］中的方法，可以得到

　 　 ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ′ｊ（ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） ＋ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｊ（ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）
∂Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ）

∂ｘ
＝ ０． （１２）

因此式（１１）对 ｉ ＝ １ 成立．
根据数学归纳法，假设式（１１）对直到 ｉ ＝ ｔ － １ 成立，即

　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０

ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＝ ０． （１３）

对上式关于 ｘ 求导有

　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０

ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＋
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　 　 　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０

ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－ｋ）

ｊ （ｘ）
∂ｇ（ｘ，ｘ ｊ）

∂ｘ
（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０

ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ＋１） ＝ ０． （１４）

由于对任意 ｘ，∂ｇ（ｘ，ｘ－） ／ ∂ｘ 在 Ｐｍ 内，由式（１３）可以得到式（１４）中第二项为 ０，令第三项中 ｋ ＝
β － １， 可以得到

　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０

ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ＋１） ＝

　 　 　 　 ∑
ｔ

β ＝ １

ｔ － １
β － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －β）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （β） ．

因此，式（１４）可以写成如下的形式：

　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０

ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｔ

ｋ ＝ １

ｔ － １
ｋ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＝ ０． （１５）

利用组合关系
ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｔ － １
ｋ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｔ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 可以得到

　 　 ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ（ ｔ）
ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｔ －１

ｋ ＝ １

ｔ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －ｋ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ｋ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｊ（ｘ）ｇ（ｘ，ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － ｕ ｊ） （ ｔ） ＝ ０． （１６）

上式表明式（１１）对于 ｉ ＝ ｔ 也成立，由数学归纳法定理得证．

引理 ２　 对任意 ｘ－ ∈ Ｂｈ（ｘ） ∩ Ω， 有

　 　
∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）

∂ｘｋ ≤ ｃｈｍ＋１－ｋ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω），　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｔ ． （１７）

证明　 采用类似文献［１２］中引理 ３．１ 的证明方法，可以证明式（１７）对于 ｋ ＝ １ 成立．根据

数学归纳法，假设式（１７）对 ｋ ＝ １，２，…，ｔ － １ 都成立，即

　 　
∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）

∂ｘｋ ≤ ｃｈｍ＋１－ｋ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω），　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｔ － １． （１８）

假设 ２ 表明 ｗ ｉ ∈ Ｃ ｔ（Ｂｈ（０）） ∩ Ｗｔ，∞（Ω）， 对足够小的 Δｘ， 存在 θ ｊｋ ∈ （ｘ，ｘ ＋ Δｘ） 使得

　 　 ｗ（ｋ）
ｊ （ｘ ＋ Δｘ） － ｗ（ｋ）

ｊ （ｘ） ＝ ｗ（ｋ＋１）
ｊ （θ ｊｋ）Δｘ，　 　 ｋ ＝ ０，１，…，ｔ ． （１９）

对任意 Δｘ ＞ ０， 令

　 　 ｇ（ｘ－） ≜ ∂ｔ －１Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ－）
∂ｘｔ －１

－ ∂ｔ －１Ｓｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘｔ －１ ．

显然 ｇ（ｘ－） ∈ Ｐｍ， 由假设 ２ 可以得到

　 　 Ｈ（ｘ） ≜ ∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

（ｇ（ｘ ｊ）） ２ ≤ １
ｃ０

∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

ｗ ｊ（ｘ）（ｇ（ｘ ｊ）） ２ ≤ １
ｃ０

∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｊ（ｘ）（ｇ（ｘ ｊ）） ２ ．

由式（１９）可以得到
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　 　 ｃ０Ｈ（ｘ） ≤ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

［ｗ ｊ（ｘ ＋ Δｘ） － Δｘｗ′ｊ（θ ｊ０）］ｇ（ｘ ｊ）
∂ｔ －１Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）

∂ｘｔ －１
－

　 　 　 　 ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ ｊ（ｘ）ｇ（ｘ ｊ）
∂ｔ －１Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ）

∂ｘｔ －１ ． （２０）

由引理 １ 有

　 　 ｃ０Ｈ（ｘ） ≤ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ（ ｔ －１）
ｊ （ｘ ＋ Δｘ）ｇ（ｘ ｊ）（ｕ ｊ － Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）） －

　 　 　 　 ∑
ｔ －２

λ ＝ １

ｔ － １
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－λ）

ｊ （ｘ ＋ Δｘ）ｇ（ｘ ｊ）
∂λＳｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）

∂ｘλ
－

　 　 　 　 Δｘ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ′ｊ（θ ｊ０）ｇ（ｘ ｊ）
∂ｔ －１Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）

∂ｘｔ －１
－

　 　 　 　 ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ（ ｔ －１）
ｊ （ｘ）ｇ（ｘ ｊ）（ｕ ｊ － Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｔ －２

λ ＝ １

ｔ － １
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－λ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ ｊ）
∂λＳｕ（ｘ，ｘ ｊ）

∂ｘλ ．

对上式右端第一项和第二项，由式（１９）可以得到

　 　 ｃ０Ｈ（ｘ） ≤ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ（ ｔ －１）
ｊ （ｘ）ｇ（ｘ ｊ）（Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） － Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）） ＋

　 　 　 　 Δｘ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ（ ｔ）
ｊ （θ ｊ，ｔ －１）ｇ（ｘ ｊ）（ｕ ｊ － Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）） －

　 　 　 　 Δｘ∑
ｔ －２

λ ＝ １

ｔ － １
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －λ）

ｊ （θ ｊ，ｔ －１－λ）ｇ（ｘ ｊ）
∂λＳｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）

∂ｘλ
－

　 　 　 　 Δｘ ∑
ｊ∈ϑ（ｘ）

ｗ′ｊ（θ ｊ０）ｇ（ｘ ｊ）
∂ｔ －１Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）

∂ｘｔ －１
＋

　 　 　 　 ∑
ｔ －２

λ ＝ １

ｔ － １
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｊ∈ϑ（ｘ）
ｗ（ ｔ －１－λ）

ｊ （ｘ）ｇ（ｘ ｊ）
∂λＳｕ（ｘ，ｘ ｊ）

∂ｘλ
－

∂λＳｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）
∂ｘλ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

由于

　 　 ｌｉｍ
Δｘ→０

∂λＳｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ－）
∂ｘλ

－ ∂λＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘλ

Δｘ
＝ ∂λ＋１Ｓｕ（ｘ，ｘ－）

∂ｘλ＋１ ．

对足够小的 Δｘ， 由式（１８）可得

　 　
∂λＳｕ（ｘ，ｘ ｊ）

∂ｘλ
－

∂λＳｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ ｊ）
∂ｘλ ≤ ｃｈｍ－λΔｘ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω），

　 　 λ ＝ １，２，…，ｔ － ２． （２２）
此外，类似于文献［１２］中的推论 ３．１，容易证明

　 　 ｕ（ｘ－） － Ｓｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｘ－） ≤ ｃｈｍ＋１‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω） ． （２３）
对于式（２１），由假设 ２ 和式（１８）、（２２）和（２３）可得

　 　 Ｈ（ｘ） ≤ ｃΔｘ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω）ｈｍ＋１－ｔ ∑
ｘ ｊ∈Ｂ２ｈ（ｘ）

ｇ（ｘ ｊ） ．

根据标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）插值理论［１７］，多项式 ｇ（ｘ－） ∈ Ｐｍ 可写成如下形式：
　 　 ｇ（ｘ－） ＝ ∑

ｊ∈Ξ（ｘ）
ｇ（ｘ ｊ） ｌ ｊ（ｘ

－），
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其中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 系数多项式 ｌ ｊ（ｘ
－） 定义为

　 　 ｌ ｊ（ｘ
－） ＝

（ｘ－ － ｘＪ１）（ｘ
－ － ｘＪ２）…（ｘ－ － ｘＪ ｊ －１）（ｘ

－ － ｘＪ ｊ ＋１）…（ｘ－ － ｘＪｍ＋１
）

（ｘＪ ｊ
－ ｘＪ１）（ｘＪ ｊ

－ ｘＪ２）…（ｘＪ ｊ
－ ｘＪ ｊ －１）（ｘＪ ｊ

－ ｘＪ ｊ ＋１）…（ｘＪ ｊ
－ ｘＪｍ＋１

）
． （２４）

由假设 ３ 可以得到

　 　 ｌ ｊ（ｘ
－） ≤ ２ｈ

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

≤ ｃ（χ，ｍ） ． （２５）

另外，由 Ｈöｌｄｅｒ’ｓ 不等式可以得到

　 　 ( ∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

ｇ（ｘ ｊ） )
２
≤ （ｍ ＋ １） ∑

ｊ∈Ξ（ｘ）
（ｇ（ｘ ｊ）） ２ ＝

　 　 　 　 （ｍ ＋ １）Ｈ（ｘ） ≤ （ｍ ＋ １）ｃΔｘ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω）ｈｍ＋１－ｔｃ＃ ∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

ｇ（ｘ ｊ） ，

则

　 　 ∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

ｇ（ｘ ｊ） ≤ ｃｈｍ＋１－ｔΔｘ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω） ． （２６）

因此，对于任意 ｘ－ ∈ Ｂｈ（ｘ） ∩ Ω， 由式（２５）和（２６）可得

　 　 ｇ（ｘ－）
Δｘ

≤ １
Δｘ ∑

ｊ∈Ξ（ｘ）
ｇ（ｘ ｊ） ｍａｘ

ｊ∈Ξ（ｘ）
ｌ ｊ（ｘ

－） ≤ ｃｈｍ＋１－ｔ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω） ．

最后可以得到

　 　
∂ｔＳｕ（ｘ，ｘ－）

∂ｘｔ ＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

ｇ（ｘ－）
Δｘ

≤ ｃｈｍ＋１－ｔ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω） ．

上式表明式（１７）对 ｉ ＝ ｔ 也成立，由数学归纳法，定理得证．

引理 ３　 对任意 ｘ－ ∈ Ｂｈ（ｘ） ∩ Ω， 恒有下式成立：

　 　
∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘｋ－λ∂ｘ－ λ

≤ ｃｈｍ＋１－ｋ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω），　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｔ ．

证明　 由 ＳＭＬＳ 的原理可知，近似函数 Ｓｕ（ｘ，ｘ－） 是一个关于 ｘ－ 次数不超过 ｍ 的多项式，因
此有

　 　 Ｓｕ（ｘ，ｘ－） ＝ ∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

Ｓｕ（ｘ，ｘ ｊ） ｌ ｊ（ｘ
－），　 　 ∀ｘ ∈ Ω，

其中 ｌ ｊ（ｘ
－） 由式（２４）给出，因此有如下的不等式成立：

　 　
∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘｋ－λ∂ｘ－ λ

＝ ∑
ｊ∈Ξ（ｘ）

∂ｋ－λＳｕ（ｘ，ｘ ｊ）
∂ｘｋ－λ ｌ（λ）ｊ （ｘ－） ≤ ∑

ｊ∈Ξ（ｘ）

∂ｋ－λＳｕ（ｘ，ｘ ｊ）
∂ｘｋ－λ ｌ（λ）ｊ （ｘ－） ． （２７）

对任意 ｘ－ ∈ Ｂｈ（ｘ）， 由引理 ２ 可以得到

　 　
∂ｋ－λＳｕ（ｘ，ｘ－）

∂ｘｋ－λ ≤ ｃｈｍ＋１＋λ －ｋ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω） ． （２８）

另一方面，令 Ξ ｊ０
＝ { ｉ ｉ ∈ Ξ（ｘ），ｉ ≠ Ｊ ｊ } ， 则由式（２４）可得

　 　 ｌ ｊ（ｘ
－） ＝ ∏

ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘ－ － ｘｉ） ／ ∏
ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘＪ ｊ
－ ｘｉ），

因此

　 　 ｌ′ｊ（ｘ
－） ＝ １

∏
ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘＪ ｊ
－ ｘｉ）

(∏
ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘ－ － ｘｉ） ) ′ ＝ １

∏
ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘＪ ｊ
－ ｘｉ）

∑
ｊ１∈Ξ ｊ０

∏
ｉ∈Ξ ｊ１

（ｘ－ － ｘｉ），
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其中　 　 Ξ ｊ１
＝ { ｉ ｉ ∈ Ξ ｊ０，ｉ ≠ Ｊ ｊ１

} ．
事实上由数学归纳法可以得到

　 　 ｌ（λ）ｊ （ｘ－） ＝ １

∏
ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘＪ ｊ
－ ｘｉ）

( ∑
ｊ１∈Ξ ｊ０

∑
ｊ２∈Ξ ｊ１

… ∑
ｊλ －１∈Ξ ｊλ －２

∏
ｉ∈Ξ ｊλ －１

（ｘ－ － ｘｉ） ) ′ ＝

　 　 　 　 １

∏
ｉ∈Ξ ｊ０

（ｘＪ ｊ
－ ｘｉ）

∑
ｊ１∈Ξ ｊ０

∑
ｊ２∈Ξ ｊ１

… ∑
ｊλ －１∈Ξ ｊλ －２

∑
ｊλ∈Ξ ｊλ －１

∏
ｉ∈Ξ ｊλ

（ｘ－ － ｘｉ），

其中 Ξ ｊλ
＝ { ｉ ｉ ∈ Ξ ｊλ －１

，ｉ ≠ Ｊ ｊλ
} ， 利用假设 ３ 有

　 　 ｌ（λ）ｊ （ｘ－） ≤ ｍ（ｍ － １）…（ｍ － λ ＋ １） （２ｈ）ｍ－λ

εｍ ≤ ｃ
ｈλ ． （２９）

综合式（２７） ～ （２９），定理得证．
定理 １　 令 Ｓｕ（ｘ） 是由式（６）得到的 ｕ（ｘ） 的近似函数，其中基函数选取为由式（９）给出

的 ｍ 阶比例基函数，若 ｕ ∈ Ｃｍ＋１（Ω） 且 ｗ ｉ（ｘ） ∈ Ｃγ
０（Ｂｈ（０）） ∩ Ｗγ，∞（Ｒ）， 可以得到以下的最

优阶误差估计

　 　 ‖ｕ（ｋ） － （Ｓｕ） （ｋ）‖Ｌ∞ （Ω） ≤ ｃｈｍ＋１－ｋ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω），
　 　 ｋ ＝ ０，１，…， ｔ ≜ ｍｉｎ { γ，ｍ ＋ １ } ． （３０）

证明　 采用类似文献［１２］中推论 ３．１ 的证明方法，容易证明式（３０）对 ｋ ＝ ０ 成立，对任意

ｘ ∈ Ω 有

　 　
ｄｋｕ（ｘ）
ｄｘｋ

－ ｄｋＳｕ（ｘ）
ｄｘｋ ＝ ｄｋｕ（ｘ）

ｄｘｋ
－ ∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ）

∂ｘｋ ＝

　 　 　 　
ｄｋｕ（ｘ）
ｄｘｋ

－ ∑
ｋ

λ ＝ ０

ｋ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘｋ－λ∂ｘ－ λ ｘ－ ＝ ｘ

≤

　 　 　 　
ｄｋｕ（ｘ）
ｄｘｋ

－ ∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘ－ ｋ ｘ－ ＝ ｘ

＋ ∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘｋ

ｘ－ ＝ ｘ

＋ ∑
ｋ－１

λ ＝ １

ｋ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘｋ－λ∂ｘ－ λ ｘ－ ＝ ｘ

． （３１）

由于 Ｓｕ（ｘ，ｘ－） 可以看做是 ｕ 在 ｍ ＋ １ 个节点处插值而得到的阶数不超过 ｍ 的多项式［１２］，因此

∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－） ／ ∂ｘ－ ｋ 可以看做 ｄｋｕ（ｘ） ／ ｄｘｋ 在 ｍ ＋ １ － ｋ 个节点处插值而得到，因此由标准插值误差

估计可以得到

　 　
ｄｋｕ（ｘ）
ｄｘｋ

－ ∂ｋＳｕ（ｘ，ｘ－）
∂ｘ－ ｋ

≤ ｃｈｍ＋１－ｋ‖ｕ（ｍ＋１）‖Ｌ∞ （Ω），　 　 ∀ｘ－ ∈ Ｂｈ（ｘ） ∩ Ω ． （３２）

最后，将引理 ２ 和引理 ３ 的结果以及式（３２）代入式（３１）可得式（３０）对 ｋ ＝ １，２，…，ｔ 成立．
　 　 由上述分析可知，定理 １ 的结果对 ＭＬＳ 也成立，文献［１２］给出了近似函数本身及其一阶

和二阶导数在 Ｌ∞ 范数下的误差估计（即 ｋ ＝ ０，１，２），显然，定理 １ 包含了以上的结论，并对更

一般的高阶导数情况也保持成立．
文献［１６］给出了插值型 ＭＬＳ 逼近函数及其一阶和二阶导数在 Ｌ∞ 范数下的误差估计，本

文中的误差分析技巧可以用来分析插值型 ＭＬＳ 中高阶导数的误差．

３　 数 值 算 例

在 ＳＭＬＳ 中，考虑以下的拟合函数：
　 　 ｕ（ｘ） ＝ ｘ ４．５，　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］ ．
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图 １ 给出了基于 ＳＭＬＳ，对函数 ｕ 及其导数 ｕ′，ｕ″ 和 ｕ‴的误差和收敛结果．在进行收敛性

分析时，分别采用了 ３３， ６５， １２９， ２５７， ５１３ 和 １ ０２５ 个节点，针对式（９）中分别使用了线性基

函数 （ｍ ＝ １）、二次基函数（ｍ ＝ ２） 和三次基函数（ｍ ＝ ３） 共 １８ 种情况（每一条函数图像，基函

数选择相同，但节点数不同）．从图中可以看出，在精度和收敛率方面，二次基函数优于线性基

函数，三次基函数优于二次基函数．因此，误差和收敛结果依赖于基函数的阶数．

（ａ） ｕ （ｂ） ｕ′

（ｃ） ｕ″ （ｄ） ｕ‴
图 １　 采用 ＳＭＬＳ 后，函数 ｕ， ｕ′，ｕ″ 和 ｕ‴的误差收敛结果

Ｆｉｇ． １　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＭＬＳ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｕ， ｕ′，ｕ″ ａｎｄ ｕ‴

表 １ 给出了收敛率的数值结果和理论结果．可以看出数值结果和理论结果吻合得很好．在
实际计算中，二次基函数 （ｍ ＝ ２） 是经常采用的．为了方便，在下面的实验中，选择 ｍ ＝ ２．

表 １　 采用 ＳＭＬＳ 得到的数值和理论收敛率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＭＬＳ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

　

ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ （ｍ ＝ １）

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒａｔｅ ξ１

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｒａｔｅ ζ １

ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｉｓ （ｍ ＝ ２）

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒａｔｅ ξ２

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｒａｔｅ ζ ２

ｃｕｂｉｃ ｂａｓｉｓ （ｍ ＝ ３）

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒａｔｅ ξ３

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｒａｔｅ ζ ３

‖ｕ － Ｓｕ‖Ｌ∞（Ω） ２．０７ ２ ３．１０ ３ ３．９９ ４
‖ｕ′ － （Ｓｕ） ′‖Ｌ∞（Ω） ０．９８ １ １．９９ ２ ３．０１ ３
‖ｕ″ － （Ｓｕ） ″‖Ｌ∞（Ω） ０．０４ ０ １．０２ １ ２．０１ ２
‖ｕ‴－ （Ｓｕ）‴‖Ｌ∞（Ω） －０．９９ －１ －０．０８ ０ １．００ １

　 　 图 ２ 给出了使用 ＭＬＳ 和 ＳＭＬＳ 拟合函数 ｕ，ｕ′ 和 ｕ″ 时的数值解和精确解．在拟合时，采用

了 ２５７ 个等距节点．从图中可以看出，对于ＭＬＳ 和 ＳＭＬＳ，函数 ｕ和 ｕ′的数值解和精确解都吻合

得很好，但在拟合 ｕ″ 时，ＳＭＬＳ 的精度更高．
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（ａ） ｕ （ｂ） ｕ′ （ｃ） ｕ″
图 ２　 ＭＬＳ 和 ＳＭＬＳ 拟合 ｕ， ｕ′ 和 ｕ″ 的结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＬＳ ａｎｄ ｔｈｅ ＳＭＬＳ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｕ， ｕ′ ａｎｄ ｕ″

（ａ） ｕ （ｂ） ｕ′ （ｃ） ｕ″
图 ３　 ＭＬＳ 和 ＳＭＬＳ 拟合 ｕ， ｕ′ 和 ｕ″ 时的误差和收敛性

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＬＳ ａｎｄ ｔｈｅ ＳＭＬＳ ｆｏｒ ｕ， ｕ′ ａｎｄ ｕ″

图 ３ 给出了 ＭＬＳ 和 ＳＭＬＳ 拟合函数 ｕ，ｕ′ 和 ｕ″ 时的误差和收敛性．可以看出， ＳＭＬＳ 的误

差随着 ｈ 的减小单调递减．然而，当使用较多节点（本例选用超过 ３００ 个节点）时，ＭＬＳ 的误差

随着 ｈ 的减小反而增大．因此，通过对这两种方法的比较， ＳＭＬＳ 比 ＭＬＳ 有着更高的计算精度

和更好的数值稳定性．

４　 结　 　 论

为了克服由移动最小二乘近似（ＭＬＳ）带来的坏条件性，本文提出了比例移动最小二乘近

（ＳＭＬＳ）．相较于 ＭＬＳ、ＳＭＬＳ 具有更高的计算精度和更稳定的数值结果．同时，给出了 ＳＭＬＳ 逼

近函数及其任意阶导数的最优阶误差估计．数值实验验证了理论分析结果．
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９９２１基于比例移动最小二乘近似的误差分析
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