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摘要：　 基于正交多项式逼近理论，研究了在不同随机参数作用下参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机

动力学行为．首先，借助 Ｐｏｉｎｃａｒé（庞加莱）截面分析系统的复杂动力学行为；其次，分别针对系统非

线性项系数和阻尼项系数为随机参数的情况，运用正交多项式逼近法，将随机参数 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统转

化为与之等价的确定性扩阶系统，并证明其有效性；最后，运用等价确定性扩阶系统的集合平均响

应，揭示随机系统的动力学特性，以及随机变量强度变化对系统产生的影响．数值结果表明，对于多

吸引子共存情形，参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在随机非线性项系数影响下，其动力学行为较为稳定，共
存吸引子与确定性情形保持一致；而当阻尼系数为随机参数时，随着随机变量强度的增加，部分共

存吸引子将发生分岔现象．
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引　 　 言

非线性振动问题有着悠久的历史，著名的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统和双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统就是这一研

究领域的典型系统［１⁃３］，许多领域中的非线性问题都可用 Ｄｕｆｆｉｎｇ 型非线性模型来描述［４⁃７］，其
中具有线性刚度的双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统也是一个重要的模型［８］ ．近年来，Ｄｕｆｆｉｎｇ 型系统的丰富

动力学行为如系统的周期运动、混沌运动、多种多样的周期解分岔和混沌激变现象、以及由倍

周期通向混沌、混沌的控制和同步等，一直受到各领域科研工作者的广泛研究和关注，Ｄｕｆｆｉｎｇ
型非线性系统的理论分析、解析和数值解的求解方法、非线性动力学行为的控制理论等已取得

了丰硕的成果［９⁃１４］ ．然而，这些工作大多局限于确定性系统或随机激励作用下的确定性系统的

动力学分析与研究， 针对系统参数为随机变量的双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统动力学行为的研究还有

待进一步探讨．随机结构系统的求解主要有 ３ 种方法，即随机摄动法、随机模拟法和正交多项

式逼近法［１５⁃１７］ ．与其他两种方法相比，正交多项式逼近法不仅可以避免随机摄动法对随机参数
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小幅变化的要求，还具有优于随机模拟法的计算效率．因此，本文将在充分探索参激双势阱

Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的确定性动力学行为基础上，运用正交多项式逼近法来将随机系统转化为与之等

价的确定性扩阶系统，通过研究等价系统的集合平均响应来探索系统的随机动力学特性，明确

随机参数的存在及其强度的变化对系统动力学行为和稳定性产生的影响．

１　 确定性参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的动力学行为分析

参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的动力学微分方程如下所示：
　 　 ｘ ＋ ｃｘ － ａｘ ＋ ｂｘ３ ＝ μｘｓｉｎ（Ωｔ）， （１）

式中 ａ，ｂ，ｃ 为正参数， μ 为参激强度，Ω 为参激频率 ．令 ｘ ＝ ｙ， 方程（１）可改写为

　 　 ｘ ＝ ｙ， ｙ ＝ ａｘ － ｂｘ３ － ｃｙ ＋ μｘｓｉｎ（Ωｔ） ． （２）

（ａ） μ ＝ ０．９７ （ｂ） μ ＝ ５．０３

（ｃ） μ ＝ ５．２５ （ｄ） μ ＝ ７．０
图 １　 系统（２）在取不同 μ 值处的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２） ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ μ

该系统是典型的对称非线性动力系统，其中包含了丰富的对称现象，不仅仅涉及到周期运

动，还涉及到混沌运动、周期解分岔和混沌激变等动力学行为．本文选取 μ 作为参数进行数值

仿真，搜索系统的复杂稳态运动，包括周期运动、混沌运动以及多吸引子共存情形．参数选取为

ａ ＝ ｂ ＝ １．０，ｃ ＝ ０．２，Ω ＝ １．０ 时，系统（２）的确定性响应（ＤＲ）的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图如图 １ 所示．其
中，图 １（ａ）为具有双支结构的混沌吸引子；图 １（ｂ）为两混沌吸引子与两个 １ 周期吸引子共

存；图 １（ｃ）为两个 １ 周期吸引子与两个 ２ 周期吸引子共存；图 １（ｄ）为单混沌吸引子情形．纵观

图 １ 可见，不论 μ 取何值，虽然稳态运动的表现形式各有不同，但系统的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面都保持
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中心对称的特性．这些不同形式的运动，正是各种对称破缺分岔或混沌激变的结果．前期笔者

已对该系统的动力学行为，特别是其周期运动的各种分岔和混沌行为的各种激变，以及混沌的

产生发展、瞬态运动和混沌与混沌鞍的内在联系等问题，进行了充分的研究［１８］，明确了该参激

双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的复杂确定性动力学行为，本文将在此基础上探索随机参数影响下该系统

的随机特性．

２　 正交多项式逼近

在考察参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统（２）在随机参数情形下的运动时，若将非线性项系数考虑

为随机参数，即 ｂ ＝ ｂ
－ ＋ σξ，其中随机变量 ξ 服从［ － １，１］ 上的拱形分布，σ 为 ξ 的强度．则随机

参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统可表示为

　 　 ｘ ＝ ｙ， ｙ ＝ ａｘ － （ｂ
－ ＋ σξ）ｘ３ － ｃｙ ＋ μｘｓｉｎ（Ωｔ）， （３）

其中，参数取值为 ａ ＝ ｂ
－ ＝ １．０，ｃ ＝ ０．２，Ω ＝ １．０．此时系统（３） 的响应为时间 ｔ和随机变量 ξ的函

数，即 ｘ ＝ ｘ（ ｔ，ξ），ｙ ＝ ｙ（ ｔ，ξ） ．随后，运用正交多项式逼近理论［１６］，根据随机变量分布类型，选
取相应的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式，则系统（３）的响应可表示为如下级数形式：

　 　 ｘ（ ｔ，ξ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ）， ｙ（ ｔ，ξ） ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ） ． （４）

将级数形式（４）代入随机系统（３）得

　 　 ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ） ＋ ｃ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ） － ａ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ） ＋

　 　 　 　 （ｂ
－ ＋ σξ）·(∑

∞

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ） )

３
＝ μｓｉｎ（Ωｔ）·∑

∞

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｈｉ（ξ） ． （５）

取 Ｎ ＝ ４， 对上式运用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的性质和相关公式［１９］，可将其转化为如下与原随机系

统等价的确定性扩阶系统：

　 　

ｘ０ ＝ ｙ０，

ｙ０ ＝ － ｃｙ０ ＋ ａｘ０ － ｂ
－
Ｘ０ － １

２
σＸ１ ＋ μｘ０ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ１ ＝ ｙ１，

ｙ１ ＝ － ｃｙ１ ＋ ａｘ１ － ｂ
－
Ｘ１ － １

２
σ（Ｘ０ ＋ Ｘ２） ＋ μｘ１ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ２ ＝ ｙ２，

ｙ２ ＝ － ｃｙ２ ＋ ａｘ２ － ｂ
－
Ｘ２ － １

２
σ（Ｘ１ ＋ Ｘ３） ＋ μｘ２ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ３ ＝ ｙ３，

ｙ３ ＝ － ｃｙ３ ＋ ａｘ３ － ｂ
－
Ｘ３ － １

２
σ（Ｘ２ ＋ Ｘ４） ＋ μｘ３ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ４ ＝ ｙ４，

ｙ４ ＝ － ｃｙ４ ＋ ａｘ４ － ｂ
－
Ｘ４ － １

２
σＸ３ ＋ μｘ４ｓｉｎ（Ωｔ） ．
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（６）

同理，若将系统（２）中的阻尼系数 ｃ 考虑为服从拱形分布的随机参数，即 ｃ ＝ ｃ－ ＋ σξ， 运用 Ｃｈｅ⁃
ｂｙｓｈｅｖ 正交多项式逼近法，也可得到如下所示的等价确定性扩阶系统：

００２１ 随机参数作用下参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机动力学行为分析



　 　

ｘ０ ＝ ｙ０，

ｙ０ ＝ － ｃ－ｙ０ － １
２

σｙ１ ＋ ａｘ０ － ｂＸ０ ＋ μｘ０ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ１ ＝ ｙ１，

ｙ１ ＝ － ｃ－ｙ１ － １
２

σ（ｙ０ ＋ ｙ２） ＋ ａｘ１ － ｂＸ１ ＋ μｘ１ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ２ ＝ ｙ２，

ｙ２ ＝ － ｃ－ｙ２ － １
２

σ（ｙ１ ＋ ｙ３） ＋ ａｘ２ － ｂＸ２ ＋ μｘ２ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ３ ＝ ｙ３，

ｙ３ ＝ － ｃ－ｙ３ － １
２

σ（ｙ２ ＋ ｙ４） ＋ ａｘ３ － ｂＸ３ ＋ μｘ３ｓｉｎ（Ωｔ），

ｘ４ ＝ ｙ４，

ｙ４ ＝ － ｃ－ｙ４ － １
２

σｙ３ ＋ ａｘ４ － ｂＸ４ ＋ μｘ４ｓｉｎ（Ωｔ） ．
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（７）

为了实现对扩阶系统（６）和（７）的动力学分析，本文将采用如下所示的集合平均响应

（ＥＭＲ）来研究系统的随机动力学行为和特性：

　 　
Ｅ［ｘ（ ｔ，ξ）］ ＝ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｘｉ（ ｔ）Ｅ［Ｈｉ（ξ）］ ＝ ｘ０（ ｔ），

Ｅ［ｙ（ ｔ，ξ）］ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ ｔ）Ｅ［Ｈｉ（ξ）］ ＝ ｙ０（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

同时，通过与系统（２）的 ＤＲ 进行对比研究，可进一步明确随机系统与确定性系统动力学行为

的相同与区别之处，进一步了解随机系统的特性．
当 ｂ为随机参数且 σ ＝ ０ 时，图 ２ 给出了不同 μ值处系统（６）的 ＥＭＲ Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图．与图

１ 中 ＤＲ 情形对比可以看出，不论是如图 ２（ａ）和（ｄ）中系统存在的唯一混沌吸引子、图 ２（ｂ）中
周期吸引子与混沌吸引子共存，还是图 ２（ｃ）中多周期吸引子共存的情形，ＥＭＲ 与 ＤＲ 具有极

高的一致性，说明运用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 正交多项式逼近法是切实可行的．当 ｃ 为随机参数时，采用相

同的策略分析了 σ ＝ ０ 时系统的动力学行为，也验证了正交多项式的有效性．

（ａ） μ ＝ ０．９７ （ｂ） μ ＝ ５．０３
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（ｃ） μ ＝ ５．２５ （ｄ） μ ＝ ７．０
图 ２　 当 σ ＝ ０ 时，系统（６）在不同 μ 值处的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （６） ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ μ， σ ＝ ０

３　 随机动力学行为分析

在参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的确定性动力学行为深入研究和随机系统的正交多项式逼近

的基础上，本节将进一步讨论不同随机参数的存在，以及其强度变化对系统共存周期吸引子的

影响．

（ａ） ＩＣ⁃１ （ｂ） ＩＣ⁃２

（ｃ） ＩＣ⁃３ （ｄ） ＩＣ⁃４
图 ３　 当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（６）取不同初值时随 σ 变化的分岔图

Ｆｉｇ． ３　 μ ＝ ５．２５， ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （６） ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ σ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＩＣｓ

２０２１ 随机参数作用下参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机动力学行为分析



由图 １（ｃ）和图 ２（ｃ）可见，当 μ ＝ ５．２５ 时，系统有两个 １ 周期吸引子和两个 ２ 周期吸引子

共存．在 ｂ 为随机参数的情形下，为了考察随机参数对共存周期解的影响，图 ３ 给出了系统（６）
的 ＥＭＲ 取不同初值（ＩＣ）时，随随机变量强度 σ 变化的分岔图，分别取 ＩＣ⁃１ 为（０．５，０．３５），ＩＣ⁃２
为（－０．５，－０．３５），ＩＣ⁃３ 为（１．２，１），ＩＣ⁃４ 为（－１．２，－１）．从图 ３（ａ） ～ （ｄ）的对比分析知，当 σ 在

［０，０．１］区间变化时，４ 共存吸引子在 σ 不断增加的过程中，仍保持原稳态周期运动不变．即当

系统在弱随机非线性项系数的干扰下，动力学行为与原确定性情形一致，说明系统在该随机项

的干扰下具有较好的稳定性．此外，由于双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统具有中心对称性，故后续研究中将

仅展示部分吸引子的数值结果，另一部分结果由对称性易知且具有相同动力学性质．
图 ４ 给出了当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（７）取不同初值时随 σ 变化的分岔图．当 ｃ 为随机参数时，

从图 ３（ａ）、（ｂ）与图 ４（ａ）的对比可见，随机因素对 ２ 周期吸引子不会造成太大的影响，系统仍

能保持原 ２ 周期运动，仅系统周期解的 Ｐｏｉｎｃａｒé 点位置随 σ 的增加产生了一定的改变．而对于

１ 周期吸引子，取相同的随机变量强度变化范围进行分析，当 σ ＜ ０．０７ 时，从图 ３（ｃ）、（ｄ）与图

４（ｂ）中可见，随机系统的动力学行为与确定性系统仍保持一致；但当 σ ＞ ０．０７ 时，图 ４（ｂ）中
系统的 １ 周期吸引子失稳产生了倍周期分岔现象．图 ５ 给出了当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（６）取不同

初值时的相轨图（右图为左图的局部放大图）．图 ６ 给出了当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（７）取不同初值

时的相轨图（右图为左图的局部放大图）．

（ａ） ＩＣ⁃１ （ｂ） ＩＣ⁃３
图 ４　 当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（７）取不同初值时随 σ 变化的分岔图

Ｆｉｇ． ４　 μ ＝ ５．２５， ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （７） ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ σ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＩＣｓ

（ａ） ＩＣ⁃１
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（ｂ） ＩＣ⁃３
图 ５　 当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（６）取不同初值时的相轨图（右图为左图的局部放大图）

Ｆｉｇ． ５　 μ ＝ ５．２５， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （６） ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＩＣｓ
（ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｉｓ ｔｈｅ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｐａｒｔｉａｌ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｆｔ）

（ａ） ＩＣ⁃１

（ｂ） ＩＣ⁃３
图 ６　 当 μ ＝ ５．２５ 时，系统（７）取不同初值时的相轨图（右图为左图的局部放大图）

Ｆｉｇ． ６　 μ ＝ ５．２５， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （７） ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＩＣｓ
（ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｉｓ ｔｈｅ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｐａｒｔｉａｌ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｆｔ）

进一步对比图 ５（ａ）、（ｂ）与 ６（ａ）、（ｂ）中 ＥＭＲ 的轨线图可见，在不同强度的随机因素的

影响下，总体来看当 ｂ 为随机参数时，从图 ５（ａ）和图 ５（ｂ）可见，随着随机变量强度的增加系

４０２１ 随机参数作用下参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机动力学行为分析



统的响应相符，即系统能保持与确定性系统一致的稳态运动；而当 ｃ 为分岔参数时，对于多周

期吸引子共存的情形，若随机变量强度较小，从图 ６（ａ）和图 ６（ｂ）可见，虽然系统周期解的位

置产生了细小的偏移，但系统仍能保持与确定性系统一致的稳态周期运动；而在随机变量强度

不断增大的情况下，初值为 ＩＣ⁃３ 且 σ ＝ ０．１ 时，周期解发生了倍周期分岔现象．此现象说明，在
多吸引子共存状态下，如要稳定系统的动力学行为，应尽量稳定参数 ｃ， 降低其随机强度．

４　 结　 　 论

本文研究了具有随机参数的参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机动力学行为，并找到了 μ ＝
５􀆰 ２５ 时保持系统稳定性所需要的参数条件．首先分析了确定性参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的复杂

动力学行为，随后采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 正交多项式逼近法，分别将 ｂ 为随机参数和 ｃ 为随机参数时

的参激双势阱 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统转化为与之等价的确定性扩阶系统，在给出方法有效性验证后，进
一步采用数值方法对其响应进行分析，研究随机因素对系统动力学行为产生的影响．借助对不

同初值处系统 ＥＭＲ 随随机强度变化的分岔图和相轨图的研究，阐明了两随机参数对系统的影

响．数值结果表明，非线性项系数的微弱随机扰动不会改变系统的动力学行为，系统较为稳定；
而在相同参数条件下，阻尼系数的随机强度在达到一定值时，系统部分共存吸引子将产生分岔

行为，对系统稳定性产生一定影响．
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