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摘要：　 为了探究几何非线性问题的数值求解方法，采用理论推导、ＭＡＴＬＡＢ 编程计算、有限元模

拟相结合的方法，基于 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理及更新拖带坐标描述法，运用插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对

几何非线性问题的增量变分方程进行了推导，并通过四点 Ｇａｕｓｓ 积分法和不动点迭代法对其进行

求解．最后以平面悬臂梁的大变形问题为例进行求解计算，发现与 ＡＮＳＹＳ 的计算结果拟合相似度

很高，说明了所采用的几何非线性力学理论及数值计算方法的正确性和合理性，为求解几何非线

性问题提供了一种新的依据．
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引　 　 言

随着宇航结构最优化设计中的失稳大变形问题、地质力学中的岩层构造大变形过程、以及

岩石爆破中的冲击波非线性现象等不断出现，人们不再仅仅局限于线性问题的研究，非线性问

题的求解逐渐成为关注的焦点［１⁃５］ ．
非线性问题可分为 ３ 大类，即材料非线性问题、几何非线性问题和边界非线性问题［６⁃７］ ．其

中，几何非线性问题是指结构在载荷作用过程中产生大的位移和转动．此时，几何方程不再是

线性方程，使得其求解的正确性、可靠性、精度及计算效率都存在很大的问题．为此，不仅需要

寻求更加合理的非线性大变形理论，而且需要改进和完善非线性大变形数值计算方法．
在文献［８］中，李平提出了解决几何非线性问题的更新拖带坐标法，使得运动描述更加合

理，但是其数值求解采用有限元法，无法避免大变形过程中的网格畸变，影响了计算精度．在文

献［９⁃１０］中，罗丹等基于更新拖带坐标法，运用无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，虽然避免了网格重构，但
是无法直接施加本质边界条件，降低了计算效率．

笔者基于 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理，采用更新拖带坐标描述法，导出几何非线性问题的增量变分方

程．运用插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法实现增量变分方程的矩阵化，并基于四点 Ｇａｕｓｓ 积分法和
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不动点迭代法，通过 ＭＡＴＬＡＢ 编程进行求解计算．特别地，对平面应力问题的求解过程进行了

详细的推导，为程序实现提供了清晰可靠的依据．最后以弹性、弹塑性状态下平面悬臂梁的大

变形问题为例，计算得到悬臂梁的变形位形及端部挠度，发现与 ＡＮＳＹＳ 的计算结果拟合度很

高，说明了所采用的几何非线性力学理论及数值计算方法的正确性和合理性，为求解几何非线

性问题提供了一种新的依据．

１　 理 论 基 础

１．１　 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理

Ｓ⁃Ｒ 和分解定理证明［１１⁃１２］：给定一个物理可能的位移函数，在变形内单值连续，具有一阶

导数，则此运动变换总可以分解为正交和对称两个子变换之和，正交变换体现为转动，而对称

变换体现为形变．
Ｓ⁃Ｒ 和分解定理给出了准确合理的转动和应变度量，纠正了 Ｃａｕｃｈｙ 应变张量在度量大变

形大转动问题时的偏差，弥补了 Ｇｒｅｅｎ 应变张量无法反映刚体转动现象的缺陷，保证了理论基

础的正确性和可靠性，为后面的编程计算提供了可靠的依据．
１．２　 更新拖带坐标法

首先理解初始拖带系的含义［８］ ．如图 １，设质点初始时刻 ｔ０ 位于 Ｐ点，Ｐ处初始拖带基矢为

ｇ° ｉ，初始拖带坐标为０ｘｉ ．在 ｔ时刻，质点移至Ｐ′点，Ｐ′处初始拖带基矢为ｔｇ° ｉ，初始拖带坐标为ｔｘｉ ．

图 １　 更新拖带坐标

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｕｐｄａｔｅｄ ｃｏ⁃ｍｏｖｉｎｇ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

在由 ｔ 时刻至 ｔ ＋ Δｔ 时刻的增量步上，以 ｔ 时刻初始系 ｔｇ° ｉ 作为参考基准．即在每一次迭代

步结束后，重新选择初始拖带系与直线直角系同胚．不仅保证了应力速率的客观性，自动消除

了转动的影响，使应力分量不随时间改变，而且大大简化了增量变分方程求解中的系数矩阵，
降低了增量变分方程的求解难度，利于算法实现和推广应用．

２　 增量变分方程的推导

由增量方法和势能率变分原理可得

　 　 ｔ ＋ΔｔδＪ ＝ ∫
Ω（ ｔ ＋Δｔ）

ｔ ＋Δｔσ ｉ
ｊ
ｔ ＋ΔｔδＶ ｊ‖ｉｄΩ － ∫

Ｓｐ（ ｔ ＋Δｔ）

ｔ ＋ΔｔＰ ｉ
ｔ ＋ΔｔδＶｉｄＳ －

　 　 　 　 ∫
Ω（ ｔ ＋Δｔ）

ｔ ＋Δｔρ ｆｉ ｔ ＋ΔｔδＶｉｄΩ ＝ ０， （１）

其中， ｔ ＋ΔｔＶ ｊ‖ｉ 表示 ｔ ＋ Δｔ 时刻速度ｔ ＋ΔｔＶ ｊ 关于 ｔ ＋ Δｔ 时刻拖带系协变基矢ｔ ＋Δｔｇｉ 的协变导数．
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根据速度梯度和应力的线性近似逼近有

　 　 ｔ ＋ΔｔＶｋ‖ｉ ＝ （δ ｋ
ｊ － ΔＵｋ‖ｊ）·Ｖ ｊ‖ｉ， （２）

　 　 ｔ ＋Δｔσ ｉ
ｊ ＝ ｔσ ｉ

ｊ ＋ Δｔ·σ ｉ
ｊ， （３）

其中， ΔＵｋ‖ｊ 是位移增量 ΔＵｋ 在 ｔｇ ｊ 系下的协变导数，Δｔ 为时间增量，δ ｋ
ｊ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ（克罗内

克）记号．
将式（２）、（３）代入式（１）可得

　 　 Δｔ∫σ ｉ
ｊδＶ ｊ‖ｉｄΩ － Δｔ∫σ ｉ

ｊＶ ｊ‖ｋδＶｋ‖ｉｄΩ ＝ ｔ ＋ΔｔＱ － ∫σ ｉ
ｊδＶ ｊ‖ｉｄΩ， （４）

其中， ｔ ＋ΔｔＱ ＝ ∫
Ｓｐ（ ｔ ＋Δｔ）

Ｐ ｉδＶｉｄＳ ＋ ∫
Ω（ ｔ ＋Δｔ）

ρ ｆｉδＶｉｄΩ，σ ｉ
ｊ 为应力速率张量．

由拖带系下的物性方程 σ ｉ
ｓｊ ＝ Ｃ ｉｋ

ｊｌ Ｓｌ
ｋ，以及增量步足够小时：σ ｉ

ａ ｊ － σ ｉ
ｋＳｋ

ｊ ＋ σ ｌ
ｊＳｉ

ｌ ＝ ０， 可得

　 　 Δｔ∫Ｃ ｉｋ
ｊｌ Ｓｌ

ｋδＳ ｊ
ｉｄΩ － Δｔ∫σ ｉ

ｊＳ ｊ
ｋδＳｋ

ｉ ｄΩ －

　 　 　 　 Δｔ∫（σ ｉ
ｋδＲｋ

ｊ Ｓ ｊ
ｉ ＋ σ ｉ

ｋＲｋ
ｊ δＳ ｊ

ｉ）ｄΩ － Δｔ∫σ ｉ
ｊＲ ｊ

ｋδＲｋ
ｉ ｄΩ ＝

　 　 　 　 ｔ ＋ΔｔＲ － ∫σ ｉ
ｊδＳ ｊ

ｉｄΩ， （５）

其中， σ ｉ
ｓｊ，σ

－ ｉ
ａ ｊ 分别为应力速率张量 σ ｉ

ｊ 的对称和反对称分量；Ｓ ｊ
ｉ，Ｒ ｊ

ｉ 分别为速度梯度 Ｖｉ‖ｊ 的对

称和反对称分量；Ｃ ｉｋ
ｊｌ 为一般形式物性张量，具体随材料而变．

在更新拖带坐标下，应力、速度梯度和物性系数转换分别为

　 　 σ－ ｉ
ｊ ＝ σ ｋ

ｌ
∂ｘｌ

∂ｔｘ ｊ

∂ｔｘｉ

∂ｘｋ ， （６）

　 　 ｔＶｉ‖ｊ ＝ ｔＶ
－ ｋ

ｌ
∂ｘｉ

∂ｔｘｋ

∂ｔｘｌ

∂ｘ ｊ ， （７）

　 　 Ｃ
－ ｉｋ
ｊｌ ＝ Ｃｍｓ

ｎｒ
∂ｘｎ

∂ｔｘ ｊ

∂ｔｘｉ

∂ｘｍ

∂ｘｒ

∂ｔｘｌ

∂ｔｘｋ

∂ｘｓ ． （８）

将式（６） ～ （８）代入式（５）可得，更新拖带坐标系下的增量变分方程为

　 　 Δｔ∫Ｃ－ ｉｋ
ｊｌ Ｓ

－ ｌ
ｋδＳ

－ ｊ
ｉｄΩ － Δｔ∫σ－ ｉ

ｊＳ
－ ｊ
ｋδＳ

－ ｋ
ｉ ｄΩ －

　 　 　 　 Δｔ∫（σ－ ｉ
ｋδＲ

－ ｋ
ｊ Ｓ
－ ｊ
ｉ ＋ σ－ ｉ

ｋＲ
－ ｋ
ｊ δＳ

－ ｊ
ｉ）ｄΩ － Δｔ∫σ－ ｉ

ｊＲ
－ ｊ
ｋδＲ

－ ｋ
ｉ ｄΩ ＝

　 　 　 　 ｔ ＋ΔｔＲ － ∫σ－ ｉ
ｊδＳ

－ ｊ
ｉｄΩ ． （９）

３　 增量变分方程的求解

３．１　 基于插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的矩阵化

插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法［１３⁃１５］，能够直接施加本质边界条件，提高了计算效率．现推导

增量变分方程式（９）在该方法下的矩阵形式．
将速度作如下插值：

　 　 ｔＶｉ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
Φｋ·ｔＶｉ

ｋ，　 　 ｉ ＝ １，２，３， （１０）

其中， ｔＶｉ
ｋ 为 ｔ 时刻节点 ｋ 对应于 ｉ 方向的速度，Φｋ 为对应于节点 ｋ 的形函数，ｎ 为单元的节点数．
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则速度梯度的插值，由

　 　 Ｖｉ‖ｊ ＝
∂Ｖｉ

∂ｘ ｊ
＋ Γ ｉ

ｊｌＶｌ

得

　 　 Ｖｉ‖ｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １

∂Φｋ

∂ｘ ｊ Ｖｉ
ｋ ＋ Γ ｉ

ｊｌ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ΦｋＶｌ

ｋ， （１１）

其中， Γ ｉ
ｊｌ 为 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ（克里斯托费尔）符号．

由式（１１）可得，速度梯度分量的插值为

　 　
２Ｓｉ

ｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １

∂Φｋ

∂ｘ ｊ Ｖｉ
ｋ ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

∂Φｋ

∂ｘｉ Ｖ ｊ
ｋ ＋ Γ ｉ

ｊｌ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ΦｋＶｌ

ｋ ＋ Γ ｊ
ｉｌ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ΦｋＶｌ

ｋ，

２Ｒ ｉ
ｊ ＝ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

∂Φｋ

∂ｘ ｊ Ｖｉ
ｋ － ∑

ｎ

ｋ ＝ １

∂Φｋ

∂ｘｉ Ｖ ｊ
ｋ ＋ Γ ｉ

ｊｌ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ΦｋＶｌ

ｋ － Γ ｊ
ｉｌ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ΦｋＶｌ

ｋ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

则增量变分方程（９）的矩阵形式为

　 　 ＫＬ － ＫＮ·Δｕ ＝ ｔ ＋ΔｔＱ － ｔＦ， （１３）
其中

　 　 ＫＬ ＝ ∫
Ω（ ｔ）

ＢｓＴＤＢｓｄΩ，

　 　 ＫＮ ＝ ∫
Ω（ ｔ）

ＢｓＴσ１ＢｓｄΩ ＋ ∫
Ω（ ｔ）

ＢｒＴσ２ＢｒｄΩ ＋ ∫
Ω（ ｔ）

ＢｓＴσ３ＢｒｄΩ ＋ ∫
Ω（ ｔ）

ＢｒＴσＴ
３ＢｓｄΩ，

　 　 ｔ ＋ΔｔＱ ＝ ∫
ｓｐ
ΦＴｐｄＳ ＋ ∫

Ω
ΦＴρｆｄΩ，

　 　 ｔＦ ＝ ∫
Ω
ＢｓＴσｄΩ，

式中， Ｄ 为物性系数矩阵，
　 　 σ ＝ {σ １

１，σ ２
２，σ ３

３，σ １
２，σ ２

３，σ １
３ } Ｔ，

　 　 σ１ ＝

σ １
１ ０ ０

σ １
２

２
０

σ １
３

２

０ σ ２
２ ０

σ ２
１

２
σ ２

３

２
０

０ ０ σ ３
３ ０

σ ３
２

２
σ ３

１

２
σ ２

１

２
σ １

２

２
０ １

４
（σ １

１ ＋ σ ２
２）

σ １
３

４
σ ２

３

４

０
σ ３

２

２
σ ２

３

２
σ ３

１

４
１
４
（σ ２

２ ＋ σ ３
３）

σ ２
１

４
σ ３

１

２
０

σ １
３

２
σ ３

２

４
σ １

２

４
１
４
（σ １

１ ＋ σ ３
３）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 σ２ ＝ － １
４

σ １
１ ＋ σ ２

２ － σ １
３ σ ２

３

－ σ ３
１ σ ２

２ ＋ σ ３
３ σ ２

１

σ ３
２ σ １

２ σ １
１ ＋ σ ３

３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，
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　 　 σ３ ＝

－ １
２

σ １
２ ０ － １

２
σ １

３

１
２

σ ２
１ － １

２
σ ２

３ ０

０ １
２

σ ３
２

１
２

σ ３
１

１
４
（σ １

１ － σ ２
２） － １

４
σ １

３ － １
４

σ ２
３

－ １
４

σ ３
１

１
４
（σ ２

２ － σ ３
３）

１
４

σ ２
１

－ １
４

σ ３
２

１
４

σ １
２

１
４
（σ １

１ － σ ３
３）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｂｓ ＝ {Ｂｓ
１，…，Ｂｓ

ｋ，…，Ｂｓ
ｎ } ，

　 　 Ｂｒ ＝ {Ｂｒ
１，…，Ｂｒ

ｋ，…，Ｂｒ
ｎ } ，

　 　 Ｂｓ
ｋ ＝

∂Φｋ

∂ｘ１
＋ Γ１

１１Φｋ Γ１
１２Φｋ Γ１

１３Φｋ

Γ２
２１Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ２
＋ Γ２

２２Φｋ Γ２
２３Φｋ

Γ３
１３Φｋ Γ３

３２Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ３
＋ Γ３

３３Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ２
＋ （Γ１

２１ ＋ Γ２
１１）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ１
＋ （Γ１

２２ ＋ Γ２
１２）Φｋ （Γ１

２３ ＋ Γ２
１３）Φｋ

（Γ２
３１ ＋ Γ３

２１）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ３
＋ （Γ２

３２ ＋ Γ３
２２）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ２
＋ （Γ２

３３ ＋ Γ３
２２）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ３
＋ （Γ１

３１ ＋ Γ３
１１）Φｋ （Γ１

３２ ＋ Γ３
１２）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ１
＋ （Γ１

３３ ＋ Γ３
１３）Φｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｂｒ
ｋ ＝

∂Φｋ

∂ｘ２
＋ （Γ１

２１ － Γ２
１１）Φｋ －

∂Φｋ

∂ｘ１
＋ （Γ１

２２ － Γ２
１２）Φｋ （Γ１

２３ － Γ２
１３）Φｋ

（Γ２
３１ － Γ３

２１）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ３
＋ （Γ２

３２ － Γ３
２２）Φｋ －

∂Φｋ

∂ｘ２
＋ （Γ２

３３ － Γ３
２３）Φｋ

∂Φｋ

∂ｘ３
＋ （Γ１

３１ － Γ３
１１）Φｋ （Γ１

３２ － Γ３
１２）Φｋ －

∂Φｋ

∂ｘ１
＋ （Γ１

３３ － Γ３
１３）Φｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

３．２　 求解增量变分方程的迭代收敛准则

不动点迭代法是求解非线性方程组最基本的方法：
　 　 ｘ（ｋ＋１） ＝ Φ（ｘ（ｋ）），　 　 ｋ ＝ ０，１，２，… ． （１４）
为了保证增量变分方程计算求解的收敛性，在每个迭代步末端，进行一次收敛性检测，看

迭代解是否收敛到误差容许范围内，从而判定是否中断迭代过程．其中，收敛性检测的两个准

则为

① 位移准则
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　 　 ‖Δｕ（ ｉ）‖
‖ ｔ ＋Δｔｕ（ ｉ）‖

≤ εＤ； （１５）

② 力准则

　 　 ‖ ｔ ＋ΔｔＱ － ｔ ＋ΔｔＦ（ ｉ）‖ ≤ ε Ｆ， （１６）
其中， εＤ，ε Ｆ 分别为位移和外载荷的容许误差．
３．３　 平面应力问题增量变分方程的求解过程

３．１ 小节介绍了求解几何非线性问题增量变分方程的一般方法，现以平面应力问题为例，
对求解过程进行详细的推导，为 ＭＡＴＬＡＢ 编程实现提供清晰的依据．

① 物性系数矩阵

对于弹性变形

　 　 Ｄ ＝ Ｅ
１ － ν ２

１ ν ０
ν １ ０

０ ０ １ － ν
２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， （１７）

其中， Ｅ 为弹性模量，ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．
对于弹塑性变形

　 　 Ｄ ＝ Ｅ
Ｓ

σ′２２２ ＋ ２Ｐ － σ′１１σ′２２ ＋ ２νＰ －
σ′１１ ＋ νσ′２２
１ ＋ ν

σ １２

－ σ′１１σ′２２ ＋ ２νＰ σ′２１１ ＋ ２Ｐ －
σ′２２ ＋ νσ′１１
１ ＋ ν

σ １２

－
σ′１１ ＋ νσ′２２
１ ＋ ν

σ １２ －
σ′２２ ＋ νσ′１１
１ ＋ ν

σ １２
Ｒ

２（１ ＋ ν）
＋ ２Ｈ′

９Ｅ
（１ － ν）σ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１８）

其中， σ′１１，σ′２２ 为应力偏量， σ 为等效应力， Ｈ′ ＝ ＥＥ′ ／ （Ｅ － Ｅ′），Ｅ′ 为切线模量， Ｐ ＝
（２Ｈ′ ／ （９Ｅ））σ ２ ＋ σ ２

１２ ／ （１ ＋ ν），Ｅ 为弹性模量，
　 　 Ｒ ＝ σ′２１１ ＋ ２νσ′１１σ′２２ ＋ σ′２２２， Ｓ ＝ Ｒ ＋ ２（１ － ν ２）Ｐ ．
② 插值矩阵

更新拖带坐标系下， Γ ｉ
ｊｋ ＝ Γ

° ｉ
ｊｋ ＝ ０， 可得

　 　 Ｂｓ
ｋ ＝

∂Φｋ

∂ｘ１ ０

０
∂Φｋ

∂ｘ２

∂Φｋ

∂ｘ２

∂Φｋ

∂ｘ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｂｒ
ｋ ＝

∂Φｋ

∂ｘ２
－

∂Φｋ

∂ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１９）

③ 应力

　 　 σ ＝ {σ １
１，σ ２

２，σ １
２ } Ｔ，
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　 　 σ１ ＝

σ １
１ ０

σ １
２

２

０ σ ２
２

σ ２
１

２
σ ２

１

２
σ １

２

２
１
４

σ １
１ ＋ σ ２

２( )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 σ２ ＝ － １
４
（σ １

１ ＋ σ ２
２）， σ３ ＝ － １

２
σ １

１，
１
２

σ ２
１，

１
４
（σ １

１ － σ ２
２）

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．

因为力产生的应力分量在拖带系下表示，其应力分量不随时间改变，即拖带系下普通应力

速率自动消除了转动的影响，代表了应力变化的实质部分，故
　 　 σ ＝ Ｄε ＝ ＤＢｓｕ， （２０）

其中， ｕ ＝ ［ｕ１
１，ｕ２

１，…，ｕ１
ｋ，ｕ２

ｋ，…，ｕ１
ｎ，ｕ２

ｎ］ Ｔ ．
④ 系数矩阵的计算

由式（１３）可知，增量变分方程系数矩阵的求解，关键在于插值矩阵 Ｂｓ 和 Ｂｒ 的计算，由式

（１９）可以看出，需对形函数 Φ（ｘ） 进行求导．
形函数：
　 　 ΦＴ（ｘ） ＝ ［Φ１（ｘ），Φ２（ｘ），…，Φｎ（ｘ）］ ＝ ＶＴ（ｘ） ＋ ＰＴ（ｘ）Ａ －１（ｘ）Ｆω（ｘ）， （２１）

其中

　 　 ＶＴ（ｘ） ＝ ［ｖ（ｘ，ｘ１），ｖ（ｘ，ｘ２），…，ｖ（ｘ，ｘｎ）］，
　 　 ＰＴ（ｘ） ＝ ［ｐ１（ｘ），ｐ２（ｘ）…，ｐｍ－（ｘ）］，

　 　 Ｆ（ｘ） ＝
ｐ１（ｘ；ｘ１） ｐ１（ｘ；ｘ２） … ｐ１（ｘ；ｘｎ）

︙ ︙ ︙
ｐｍ－（ｘ；ｘ１） ｐｍ－（ｘ；ｘ２） … ｐｍ－（ｘ；ｘｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｆω（ｘ） ＝ （ ＫＪ（ｘ））ｍ－ ×ｎ，

　 　 ＫＪ（ｘ） ＝
ω（ｘ，ｘＪ）ｐｋ（ｘ；ｘＪ）， ｘ ≠ ｘＪ，

∑
Ｉ∈τｘ，Ｉ≠Ｊ

ω（ｘ，ｘＩ）［ＰＫ（ｘ） － ＰＫ（ｘＩ）］， ｘ ＝ ｘＪ，

ì

î

í
ïï

ïï

　 　 Ａ（ｘ） ＝ Ｆω（ｘ）ＦＴ（ｘ） ＝ Ｆ（ｘ）Ｗ（ｘ）ＦＴ（ｘ），

式中， ｖ（ｘ，ｘＩ） ＝
ω（ｘ，ｘＩ）

∑ Ｊ∈τｘ
ω（ｘ，ｘＪ）

为插值形函数，

　 　 ｐ ｉ（ｘ） ＝ ｐｉ（ｘ） － ＳＰｉ（ｘ）
＝ ｐｉ（ｘ） － ∑

Ｉ∈τｘ

ｖ（ｘ，ｘＩ）ｐｉ（ｘＩ） 为新基函数，

　 　 ω（ｘ，ｘＩ） ＝ ω（ｘ － ｘＩ） ＝ ｍＩ（ｘ － ｘＩ）
ｘ１ － ｘＩ

ρ Ｉ

－α

， ‖ｘ１ － ｘＩ‖ ≤ ρ Ｉ 为权函数．

根据式（２１），进一步可求得形函数的导数为

　 　

（ｄΦｄｘ（１）） Ｔ ＝ （ｄＶｄｘ（１）） Ｔ ＋ （ｄＰｄｘ（１）） ＴＡ －１Ｆω ＋

　 　 ＰＴｄｎＡｄｘ（１）Ｆω ＋ ＰＴＡ －１ｄＦωｄｘ（１），

（ｄΦｄｘ（２）） Ｔ ＝ （ｄＶｄｘ（２）） Ｔ ＋ （ｄＰｄｘ（２）） ＴＡ －１Ｆω ＋

　 　 ＰＴｄｎＡｄｘ（２）Ｆω ＋ ＰＴＡ －１ｄＦωｄｘ（２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２２）
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综合①、②、③、④，采用 Ｇａｕｓｓ 二重积分法求解系数矩阵，进一步运用不动点迭代法求解

增量变分方程式（１３），可得几何非线性问题的数值解．

４　 数值算例求解

４．１　 弹性状态下悬臂梁的大变形计算分析

如图 ２ 所示，受均布载荷作用的悬臂梁．已知梁的长度 Ｌ ＝ ８ ｍ，高度 ｈ ＝ １ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝
１０５ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．２５， 载荷集度 ｑ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ ．

图 ２　 受均布载荷作用的平面悬臂梁

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｐｌａｎａｒ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

用插值型无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法进行数值求解，在悬臂梁区域内均匀布置 ２１×５ 个节点，如图

３ 所示，图中同时显示了节点的影响域．

图 ３　 悬臂梁区域内的节点分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｄｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ａｒｅａ

（ａ） ＭＡＴＬＡＢ 计算值 （ｂ） ＡＮＳＹＳ 模拟值

（ａ） Ｔｈｅ ＭＡＴＬＡＢ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ （ｂ） Ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ４　 弹性状态下平面悬臂梁的变形位形图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔａｔｅ

计算可得弹性状态下平面悬臂梁的变形位形，如图 ４（ａ）所示；同时用有限元软件 ＡＮＳＹＳ
模拟计算可得弹性状态下平面悬臂梁的变形位形，如图 ４（ｂ）所示．

由图 ４ 可以看出，本文计算得到的悬臂梁变形位形与 ＡＮＳＹＳ 模拟得到的变形位形相吻

合．具体地，计算可得不同载荷作用下平面悬臂梁端部的挠度以及 ＡＮＳＹＳ 的模拟值，见表 １．并
将两者结果进行对比，如图 ５．

根据表 １ 和图 ５ 可知，弹性状态下平面悬臂梁右端中点处的挠度数值计算结果与 ＡＮＳＹＳ
模拟结果基本吻合，两者的总体误差为 ７．４２％．
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表 １　 不同载荷集度下，端部挠度的计算值和模拟值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ＡＮＳＹＳ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ

ｌｏａｄ ｑ ／ （Ｎ ／ ｍ）
ｅｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄ ／ ｍｍ

ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅ ＡＮＳＹＳ ｖａｌｕｅ

０ ０ ０
１０．９ ５００．４ ３７２．１５
２０．８ ８９９．９ ７１１．４７
３０．７ １ ２４０．６ １ ０４５．６９
４０．６ １ ５４７．２ １ ３７０．９７
５０．５ １ ８２６．５ １ ６８４．３８
６０．４ ２ ０８０．８ １ ９３０．７５
７０．３ ２ ３４６．９ ２ １６１．１６
８０．２ ２ ５３５．１ ２ ４４７．３１
９０．１ ２ ７３９．９ ２ ６５９．８１
１００ ２ ９２９．５ ２ ８５１．００

图 ５　 不同载荷下，端部挠度的计算值和模拟值的对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ

（ａ） ＭＡＴＬＡＢ 计算值 （ｂ） ＡＮＳＹＳ 模拟值

（ａ） Ｔｈｅ ＭＡＴＬＡＢ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ （ｂ） Ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ
图 ６　 弹塑性状态下，平面悬臂梁的变形位形图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｓｔａｔｅ
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４．２　 弹塑性状态下悬臂梁的大变形计算分析

以图 ２ 所示的悬臂梁为例，进一步进行弹塑性状态下的变形求解．已知屈服极限 σ ｓ ＝ ２５
Ｐａ，计算可得弹塑性状态下平面悬臂梁的变形位形，如图 ６（ａ）所示，同时用有限元软件 ＡＮ⁃
ＳＹＳ 模拟计算可得弹塑性状态下平面悬臂梁的变形位形，如图 ６（ｂ）所示．

图 ７　 不同载荷下，端部挠度的计算值和模拟值的对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｏｇ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｅｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ

由图 ６ 可以看出，本文计算得到的弹塑性状态下悬臂梁的变形位形与 ＡＮＳＹＳ 模拟得到的

变形位形相吻合．同样地，计算可得不同载荷作用下，平面悬臂梁端部的挠度以及 ＡＮＳＹＳ 的模

拟值，见表 ２．并将两者结果进行对比，如图 ７．
表 ２　 不同载荷集度下，端部挠度的计算值和模拟值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ

ｌｏａｄ ｑ ／ （Ｎ ／ ｍ）
ｅｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄ ／ ｍｍ

ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅ ＡＮＳＹＳ ｖａｌｕｅ
０ ０ ０

１０．１５ １ ３１２ １ ４３３．８７
２０．１４ ２ １４５ ２ １５５．８
３０．１２ ２ ８５３．８ ２ ６６８．１
４０．１０ ３ ４５６．８ ３ １６３
５０．０８ ３ ９７１．７ ３ ６３４
６０．０７ ４ ４１１．２ ４ ０７１．３
７０．０５ ４ ７９０．５ ４ ４７８．２
８０．０３ ５ １２３．２ ４ ９９２．５
９０．１２ ５ ４１６．６ ５ ３６２．６
１００ ５ ６６９．１ ５ ６９０．２

　 　 根据表 ２ 和图 ７ 所示可知，弹塑性状态下平面悬臂梁端部处的挠度数值计算结果与 ＡＮ⁃
ＳＹＳ 模拟结果基本吻合，两者的总体误差为 ３．８３％．

５　 结　 　 论

本文采用更新拖带坐标描述法，将 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理下的应变度量运用到插值型无单元

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法中，基于平面悬臂梁的大变形数值算例，将 ＭＡＴＬＡＢ 编程计算结果与有限元软件

８３０１ 宋　 彦　 琦　 　 　 郝　 亮　 钧　 　 　 李　 向　 上



的模拟结果进行比较，证明了 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理和插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法在求解几何非线

性问题时的合理性和有效性，为求解几何非线性问题提供了一种新的依据．理论上，该方法在

求解更为复杂结构的大变形计算时同样有效，但还有待进一步完善和验证．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 张龙飞， 胡全星． 固体火箭发动机试车架中板簧弹阻力有限元计算分析方法［Ｊ］ ． 火炮发射与控

制学报， ２０１５， ３６（４）： ５０⁃５４．（ＺＨＡＮＧ Ｌｏｎｇ⁃ｆｅｉ， ＨＵ Ｑｕａｎ⁃ｘｉｎｇ． Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｏｆ ｐｌａｔｅ ｓｐｒｉｎｇ ｉｎ ＳＲＭ ｔｅｓｔ ｆｒａｍｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｎ Ｌａｕｎｃｈ ＆
Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１５， ３６（４）： ５０⁃５４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２］　 李明霞， 董联杰． 层状反倾边坡变形特征及影响因素分析［ Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０１５， ３２（６）：
８３１⁃８３７．（ＬＩ Ｍｉｎｇ⁃ｘｉａ， ＤＯＮＧ Ｌｉａｎ⁃ｊｉｅ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ ｉｎｆｌｕｅｎｔｉａｌ ｆａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃ⁃
ｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｏｐｐｌｉｎｇ ｓｌｏｐｅ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３２（６）：
８３１⁃８３７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 秦勇， 邱爱慈， 张永民． 高聚能重复强脉冲波煤储层增渗新技术试验与探索［Ｊ］ ． 煤炭科学与技

术， ２０１４， ４２（６）： １⁃７， ７０．（ＱＩＮ Ｙｏｎｇ， ＱＩＵ Ａｉ⁃ｃｉ， ＺＨＡＮＧ Ｙｏｎｇ⁃ｍｉｎ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ａｎｄ ｄｉｓｃｏｖ⁃
ｅｒｙ ｏｎ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ｏｆ ｃｏａｌ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｓｔｒｏｎｇ ｐｕｌｓｅ
ｗａｖｅｓ ｏｆ ｈｉｇｈ ｅｎｅｒｇｙ ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１４， ４２（６）： １⁃７， ７０．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 肖舒敏， 闫云聚， 姜波澜． 基于小波神经网络方法的桥梁结构损伤识别研究［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０１６， ３７（２）： １４９⁃１５９．（ＸＩＡＯ Ｓｈｕ⁃ｍｉｎ， ＹＡＮ Ｙｕｎ⁃ｊｕ， ＪＩＡＮＧ Ｂｏ⁃ｌａｎ． Ｄａｍａｇｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ｆｏｒ ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｗａｖｅｌｅｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（２）： １４９⁃１５９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 许进升， 杨晓红， 赵磊， 等． 聚合物时温等效模型有限元应用研究［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５，
３６（５）： ５３９⁃５４７．（ＸＵ Ｊｉｎ⁃ｓｈｅｎｇ， ＹＡＮＧ Ｘｉａｏ⁃ｈｏｎｇ， ＺＨＡＯ Ｌｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ （ＴＴＳＰ） ｔｏ ｐｏｌｙｍｅｒ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（５）： ５３９⁃５４７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 宋天霞， 邹时智， 杨文兵． 非线性结构有限元计算［Ｍ］ ． 武汉： 华中理工大学出版社， １９９６．
（ＳＯＮＧ Ｔｉａｎ⁃ｘｉａ， ＺＯＵ Ｓｈｉ⁃ｚｈｉ， ＹＡＮＧ Ｗｅｎ⁃ｂｉｎｇ． Ｔｈｅ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ｍ］ ． Ｗｕｈａｎ： Ｈｕａｚｈｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ， １９９６．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 沈亚鹏， 薛奇． 平面粘弹性大变形问题的研究［ Ｊ］ ． 上海交通大学学报， １９９０， ２４（５ ／ ６）： ７⁃１５．
（ＳＨＥＮ Ｙａ⁃ｐｅｎｇ， ＸＵＥ Ｑｉ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， １９９０， ２４（５ ／ ６）： ７⁃１５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 李平． 非线性大变形有限元分析的更新拖带坐标法及其应用［Ｄ］ ． 博士学位论文． 北京： 中国矿

业大学（北京）， １９９１．（ＬＩ Ｐｉｎｇ． Ｔｈｅ ｕｐｄａｔｅｄ ｃｏ⁃ｍｏｖｉｎｇ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｄ］ ． ＰｈＤ Ｔｈｅｓｉｓ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｃｈｉｎａ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｍｉｎｉｎｇ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｂｅｉｊｉｎｇ）， １９９１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［９］　 罗丹． 基于 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理的几何非线性问题的无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法分析［Ｄ］ ． 硕士学位论文． 长
沙： 湖南大学， ２０１１．（ＬＵＯ Ｄａｎ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｓ⁃Ｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ ａｎａｌｙｓｉｓ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｒｅｅ
Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｎ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｄ］ ． Ｍａｓｔｅｒ Ｔｈｅｓｉｓ． Ｃｈａｎｇｓｈａ： Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉ⁃
ｖｅｒｓｉｔｙ， ２０１１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 陈芳祖， 罗丹． 基于 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理的无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法求解几何非线性问题［Ｊ］ ． 湖南大学学

报（自然科学版）， ２０１２， ３９（１）： ４２⁃４６． （ＣＨＥＮ Ｆａｎｇ⁃ｚｕ， ＬＵＯ Ｄａｎ． Ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ）， ２０１２， ３９（１）： ４２⁃４６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９３０１基于 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理的几何非线性问题的数值计算分析



［１１］　 陈至达． 理性力学［Ｍ］ ． 重庆： 重庆出版社， １９９９． （ＣＨＥＮ Ｚｈｉ⁃ｄａ． Ｒａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ．
Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ： Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｐｒｅｓｓ， １９９９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 陈至达． 有限变形力学基础［Ｍ］ ． 徐州： 中国矿业大学出版社， ２０００．（ＣＨＥＮ Ｚｈｉ⁃ｄａ． Ｔｈｅ Ｆｏｕｎ⁃
ｄａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｎｉｔｅ Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ［Ｍ］ ． Ｘｕｚｈｏｕ： Ｔｈｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｍｉｎｉｎｇ ａｎｄ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ， ２０００．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 ＦＥＮＧ Ｄｅ⁃ｓｈａｎ， ＧＵＯ Ｒｏｎｇ⁃ｗｅｎ， ＷＡＮＧ Ｈｏｎｇ⁃ｈｕａ． Ａｎ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｒｏｕｎｄ
ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｒａｄａｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｅｎｔｒａｌ Ｓｏｕｔｈ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０１５， ２２： ２６１⁃２６９．

［１４］　 ＪＩＡＮＧ Ｃｈｅｎ， ＬＩＵ Ｇｕｉ⁃ｒｏｎｇ， ＨＡＮ Ｘｕ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｓｓｉｖｅ ｒａｂｂｉｔ ｖｅｎｔｒｉｃｌｅｓ ｉｎ ｄｉａｓｔｏｌｅ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１５， ３１（１）： １⁃２５．

［１５］　 Ｊｕ Ｓ Ｈ， Ｈｓｕ Ｈ Ｈ． Ｓｏｌｖｉｎｇ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓ ｆｏｒ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ａｎａｌｙｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ５３（２）： ２７３⁃２８１．

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｒ Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｅｍ

ＳＯＮＧ Ｙａｎ⁃ｑｉ，　 ＨＡＯ Ｌｉａｎｇ⁃ｊｕｎ，　 ＬＩ Ｘｉａｎｇ⁃ｓｈａｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｍｉｎｉｎｇ ａｎｄ

Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｂｅｉｊｉｎｇ）， Ｂｅｉｊｉｎｇ １０００８３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｏ ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ＭＡＴＬＡＢ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ
ｔｏｇｅｔｈｅｒ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ， ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｕｐｄａｔｅｄ ｃｏ⁃
ｍｏｖｉｎｇ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｗｅｒｅ ｓｏｌｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ４⁃ｐｏｉｎｔ Ｇａｕｓｓ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｘｅｍｐｌａｒｙ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅ⁃
ｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｐｌａｎａｒ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ ｗｅｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｇｒｅｅｄ ｗｅｌｌ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ａｎｄ ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ
ｗｏｒｋ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｎｅｗ ｂａｓｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍ； Ｓ⁃Ｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ； ｕｐｄａｔｅｄ ｃｏ⁃ｍｏｖｉｎｇ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ； ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （４１４３０６４０）

０４０１ 宋　 彦　 琦　 　 　 郝　 亮　 钧　 　 　 李　 向　 上

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 宋彦琦， 郝亮钧， 李向上． 基于 Ｓ⁃Ｒ 和分解定理的几何非线性问题的数值计算分析［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０１７， ３８（９）： １０２９⁃１０４０．
ＳＯＮＧ Ｙａｎ⁃ｑｉ， ＨＡＯ Ｌｉａｎｇ⁃ｊｕｎ， ＬＩ Ｘｉａｎｇ⁃ｓｈａｎｇ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂ⁃
ｌｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８
（９）： １０２９⁃１０４０．


