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摘要：　 提出了第一类与第二类二维准晶概念．在笔者已有工作（范天佑． 软物质准晶广义流体动

力学方程组［Ｊ］． 应用数学和力学， ２０１６， ３７（４）： ３３１⁃３４４．）的基础上，对可能的 ７ 次、９ 次和 １４ 次

对称软物质第二类二维准晶广义流体动力学进行了全面讨论，建立了它们的终态控制方程组，为
软物质准晶学科的发展提供了一个数学模型，为探讨有关物理问题的时间⁃空间演化提供了可操作

的实际可行的求解体系和分析工具，是对该工作的一个重要发展．
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引　 　 言

文献［１］对已经发现的 １２ 次和 １８ 次对称软物质准晶和可能发现的 ５ 次、１０ 次和 ８ 次对

称软物质准晶广义流体动力学进行了详细讨论，建立了相应的动力学方程组．从对称性的理论

考虑， ５ 次、１０ 次、８ 次和 １２ 次对称的二维准晶，无论是固体的或软物质的，均属于同一类准周

期对称结构， 其共同特征是： １） 它们需要用 ４ 个独立整数标识倒格矢； ２） 基矢量可以看作

４⁃维镶嵌空间 （Ｖ） 向 ２⁃维镶嵌空间 （ＶＥ） 的投影； ３） 空间 Ｖ是 ＶＥ 与 ＶＩ 的直接和，其中 ＶＩ 为正

交的补空间； ４） 空间 ＶＥ 中的流体动力学自由度为声子场 ｕ，空间 ＶＩ 中的流体动力学自由度为

相位子场ｗ ．称具有这些特征的二维准晶为第一类二维准晶．相反，１８ 次与 ７ 次、９ 次和 １４ 次对

称二维准晶， 无论是固体的或者软物质的，不具有以上特征，而具有另外的特征，它们必须用

６⁃维镶嵌空间才能描写（详见下面介绍），属于另外同一类准周期对称结构，我们称它们为第二

类二维准晶．迄今发现的固体二维准晶（无论是合金准晶或天然准晶），均属于第一类二维准

晶；相反，已经发现的软物质准晶则既包含第一类二维准晶，又包含第二类二维准晶，说明软物

质准晶还可能发现更多新的类别的准晶系，具有很大的发展潜力．
７ 次、１４ 次、９ 次和 １８ 次对称准晶与 ５ 次、１０ 次、８ 次和 １２ 次对称准晶的对称结构不同，导

致了 ６⁃维镶嵌空间概念的诞生［２］，导致了 Ｌａｎｄａｕ⁃Ａｎｄｅｒｓｏｎ［３］ 展开式的扩充［４⁃６］ 以及第二类相

位子元激发（准粒子）的提出，促进了凝聚态物理的发展．目前观察到的 １２ 次和 １８ 次对称软物

质准晶带给了人们许多新的物理和数学内涵，但是它们还有一点美中不足，即它们的声子元激

发和相位子元激发不耦合，失去了若干精彩的特性．相反，７ 次和 １４ 次对称软物质准晶，按照群
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表示理论，不仅第一相位子元激发和第二相位子元激发相互耦合，而且声子元激发和相位子元

激发存在强耦合，将展示许多精彩的特性．本文从对称性、本构关系、动力学和物态方程等几个

层面去揭示可能的 ７ 次、９ 次和 １４ 次对称软物质准晶的物理和数学特征，定量地刻画其物质

分布、变形与运动，为发展软物质广义流体动力学提供一个分析基础．

１　 六维镶嵌空间和第二类相位子元激发

迄今尚未在固体中发现 ７ 次、９ 次、１４ 次和 １８ 次对称准晶以及尚未在软物质中发现的 ７
次、１４ 次和 ９ 次对称的几类准晶，从对称性的角度讨论它们的结构和物理性质（包括力学性

质）是很有意义的，这种讨论不仅对固体准晶有意义，同时为软物质准晶的研究提供基础．本文

仅就可能的 ７ 次、１４ 次和 ９ 次对称软物质准晶开展讨论．这个讨论将导致“六维镶嵌空间”概
念的提出，这是中国科学工作者的首创［２］ ．

上面已经指出 ７ 次、１４ 次、 ９ 次和 １８ 次对称准晶与 ５ 次、１０ 次、８ 次和 １２ 次对称准晶在对

称性上具有原则的不同．这种不同使得准晶学科中使用的平行空间 Ｅ３
‖ 和垂直空间 Ｅ３

⊥ 概念需

要扩充．Ｈｕ（胡承正）等［２］提出，现在需要由平行空间 Ｅ２
‖ 和两个垂直空间 Ｅ２

⊥１ 及 Ｅ２
⊥２ 构成“六

维镶嵌空间”，即
　 　 Ｅ６ ＝ Ｅ２

‖  Ｅ２
⊥１  Ｅ２

⊥２ ． （１）
不妨称 Ｅ２

⊥１ 为第一垂直空间，Ｅ２
⊥２ 为第二垂直空间．基于这一概念，著名的 Ｌａｎｄａｕ⁃Ａｎｄｅｒ⁃

ｓｏｎ 展开式

　 　 ρ（ｒ） ＝ ∑
Ｇ∈ＬＲ

ρＧｅｘｐ { ｉＧ·ｒ } ＝ ∑
Ｇ∈ＬＲ

ρＧ ｅｘｐ { － ｉΦＧ ＋ ｉＧ·ｒ } （２）

中，相位角需要扩充并且表示成

　 　 Φｎ ＝ Ｇ‖
ｎ·ｕ ＋ Ｇ⊥１

ｎ ·ｖ ＋ Ｇ⊥２
ｎ ·ｗ， （３）

其中 Ｇ‖
ｎ 表示平行空间的倒格矢，Ｇ⊥１

ｎ 及Ｇ⊥２
ｎ 分别代表第一和第二垂直空间 Ｅ２

⊥１ 及 Ｅ２
⊥２ 中的倒

格矢，ｕ代表平行空间中的声子场，ｖ及 ｗ 分别代表两个垂直空间中的相位子场，即第一与第二

相位子场．
“六维镶嵌空间”（１）和 Ｌａｎｄａｕ⁃Ａｎｄｅｒｓｏｎ 展开式（２）、（３）是下文讨论的出发点和基础．展

开式（２）、（３）具有丰富的内涵．首先，它们是 Ｌａｎｄａｕ 对称性破缺和元激发（准粒子）原理的应

用．这种原理的实质是对大量原子集体激发的量子力学描述，是量子化的产物．其同时抓住了

从高有序相向低有序相转化时发生的对称性破缺和序参量这些关键点，这里序参量就是方程

（２）中的 ρＧ，而 ρＧ 与相位紧密联系．杨振宁教授［７］指出 ２０ 世纪物理的三大主旋律为量子化、对
称性和相位，在 １９８７ 年波动量子力学创始人 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 诞辰 １００ 周年纪念会的报告中［８］他再

次强调了相位对物理学的重要意义，并特别强调，它是量子力学最本质之处．通过上面简单的

回顾可以发现，准晶弹性和广义流体动力学充分彰显了它们与量子化、对称性和相位的紧密关

联，也就是同 ２０ 世纪物理的三大主旋律紧密关联，这对我们理解基于元激发原理的准晶弹性

和广义流体动力学很有意义．

２　 ７ 次对称软物质准晶广义流体动力学

上一节介绍了准晶的声子元激发，第一相位子和第二相位子元激发的物理基础是对称性

破缺和元激发原理．软物质准晶同固体准晶的最大区别在于软物质准晶是一种固体⁃液体中间

相物质，它是一种复杂液体或有结构的液体，导致它同时具有固体与液体两者的性质．研究其
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变形、运动、结构重组和动力学性质，需要发展广义流体动力学（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ）．由
于这种广义流体动力学本质上不同于固体准晶的流体动力学，需要引进流体声子元激发概念，
这又是源自 Ｌａｎｄａｕ 学派［９］的一个原理．

建立软物质准晶广义流体动力学，就是要建立声子、第一相位子、第二相位子和流体声子

的运动方程，以便定量地描述它们的分布和时⁃空演化，涉及宏观和介观两个层次．它们的本构

关系是宏观层次的，与普通连续介质力学相似，而物态方程或状态方程则属于介观层次，对软

物质而言，此问题尚未很好解决．即使有了以上资料，建立声子、第一相位子、第二相位子和流

体声子的运动方程，也存在一定的困难，因为这种运动方程，并不能完全由寻常的守恒定律确

定，还必须包括相关的耗散定则．由于超出了守恒定律，用广义 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程为基础去建立运

动方程比较适宜，因为它考虑了耗散效应．在推导这些方程时，采用 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号方法是一个首

选，因为它既适合于微观，又适合于宏观，还适合于微观导向宏观的极限过渡，具有很大的灵活

性．Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号方法还可以同 Ｌｉｅ 群理论相结合，使其具有更大的普遍性，因而不仅适合于讨

论复杂体系的弹性和广义流体动力学，还可以用到超流、铁磁体、反铁磁体、自旋玻璃体等更复

杂的体系．Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号方法同代数方法相结合，还发展了它与其他方法的联系，例如同杨振宁⁃
Ｍｉｌｌｓ 方法相结合［１０⁃１１］ ．文献［１］用广义 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程为基础，同时，采用 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号方法对 １２
次、１８ 次对称软物质准晶和可能的 ５ 次、１０ 次以及 ８ 次对称软物质准晶的广义动力学方程组

的建立作了详细论证，该数学描述对 ７ 次、１４ 次和 ９ 次对称软物质准晶的广义动力学方程组

的建立是类似的，因而此处略去细节．
７ 次对称软物质准晶，具有基本的重要性，它包含 ４ 种元激发，并且声子与第二相位子耦

合，第一与第二相位子耦合，其变形能密度由群表示理论得出，为
　 　 ｆｄｅｆ ＝ ｆｕ ＋ ｆｖ ＋ ｆｗ ＋ ｆｕｗ ＋ ｆｖｗ，

　 　 ｆｕ ＝ １
２

Ｌε ｉｉε ｉｉ ＋ Ｍε ｉｊε ｉｊ，

　 　 ｆｖ ＝
１
２

Ｔ１ｖｉｊｖｉｊ ＋ Ｔ２（ｖｘｘｖｙｙ － ｖｘｙｖｘｙ），

　 　 ｆｗ ＝ １
２

Ｋ１ｗ ｉｊｗ ｉｊ ＋ Ｋ２（ｗｘｘｗｙｙ － ｗｘｙｗｘｙ），

　 　 ｆｕｗ ＝ Ｒ［（ε ｘｘ － ε ｙｙ）（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ） ＋ ２ε ｘｙ（ｗｙｘ － ｗｘｙ）］，
　 　 ｆｖｗ ＝ Ｇ［（ｖｘｘ － ｖｙｙ）（ｗｘｘ － ｗｙｙ） ＋ （ｖｙｘ ＋ ｖｘｙ）（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ）］，

　 　 ε ｉｊ ＝
１
２

∂ｕｉ

∂ｘ ｊ

＋
∂ｕ ｊ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｖｉｊ ＝

∂ｖｉ
∂ｘ ｊ

， ｗ ｉｊ ＝
∂ｗ ｉ

∂ｘ ｊ
，

　 　 ｕ ＝ （ｕｘ，ｕｙ）， ｖ ＝ （ｖｘ，ｖｙ）， ｗ ＝ （ｗｘ，ｗｙ） ．
弹性本构关系为

　 　

σ ｉｊ ＝
∂ｆｄｅｆ
∂ε ｉｊ

＝ Ｃ ｉｊｋｌε ｋｌ ＋ ｒｉｊｋｌｖｋｌ ＋ Ｒ ｉｊｋｌｗｋｌ，

τ ｉｊ ＝
∂ｆｄｅｆ
∂ｖｉｊ

＝ Ｔｉｊｋｌｖｋｌ ＋ ｒｋｌｉｊε ｋｌ ＋ Ｇ ｉｊｋｌｗｋｌ，

Ｈｉｊ ＝
∂ｆｄｅｆ
∂ｗ ｉｊ

＝ Ｋ ｉｊｋｌｗｋｌ ＋ Ｒｋｌｉｊε ｋｌ ＋ Ｇｋｌｉｊｖｋｌ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

从而得到
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σ ｘｘ ＝ （Ｌ ＋ ２Ｍ）ε ｘｘ ＋ Ｌε ｙｙ ＋ Ｒ（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ），
σ ｙｙ ＝ Ｌε ｘｘ ＋ （Ｌ ＋ ２Ｍ）ε ｙｙ － Ｒ（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ），
σ ｘｙ ＝ σ ｙｘ ＝ ２Ｍε ｘｙ ＋ Ｒ（ｗｙｘ － ｗｘｙ），
τ ｘｘ ＝ Ｔ１ｖｘｘ ＋ Ｔ２ｖｙｙ ＋ Ｇ（ｗｘｘ － ｗｙｙ），
τ ｙｙ ＝ Ｔ２ｖｘｘ ＋ Ｔ１ｖｙｙ － Ｇ（ｗｘｘ － ｗｙｙ），
τ ｘｙ ＝ Ｔ１ｖｘｙ － Ｔ２ｖｙｘ ＋ Ｇ（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ），
τ ｙｘ ＝ － Ｔ２ｖｘｙ ＋ Ｔ１ｖｙｘ ＋ Ｇ（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ），
Ｈｘｘ ＝ Ｋ１ｗｘｘ ＋ Ｋ２ｗｙｙ ＋ Ｒ（ε ｘｘ － ε ｙｙ） ＋ Ｇ（ｖｘｘ － ｖｙｙ），
Ｈｙｙ ＝ Ｋ２ｗｘｘ ＋ Ｋ１ｗｙｙ ＋ Ｒ（ε ｘｘ － ε ｙｙ） － Ｇ（ｖｘｘ － ｖｙｙ），
Ｈｘｙ ＝ Ｋ１ｗｘｙ － Ｋ２ｗｙｘ － ２Ｒε ｘｙ ＋ Ｇ（ｖｘｙ ＋ ｖｙｘ），
Ｈｙｘ ＝ Ｋ１ｗｙｘ － Ｋ２ｗｘｙ ＋ ２Ｒε ｘｙ ＋ Ｇ（ｖｘｙ ＋ ｖｙｘ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（４）

而流体本构关系为

　 　

σ′ｘｘ ＝ － ｐ ＋ ２η ξ ｘｘ － １
３

ξ ｋｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σ′ｙｙ ＝ － ｐ ＋ ２η ξ ｙｙ － １
３

ξ ｋｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σ′ｘｙ ＝ σ′ｙｘ ＝ ２ηξ ｘｙ，

ξ ｉｊ ＝
１
２

∂Ｖｉ

∂ｘ ｊ

＋
∂Ｖ ｊ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（５）

采用与文献［１］相类似的步骤，从广义 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程出发，用 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号方法，并且在采

用状态方程

　 　 ｐ ＝ ｆ（ρ） ＝ ３
ｋＢＴ
ｌ３ρ ３

０

（ρ ２
０ρ ＋ ρ ０ρ ２ ＋ ρ ３） （６）

的条件下，得到这一准晶系的动力学方程如下：

　 　

∂ρ
∂ｔ

＋ Ñ·（ρＶ） ＝ ０，

∂（ρＶｘ）
∂ｔ

＋
∂（ＶｘρＶｘ）

∂ｘ
＋

∂（ＶｙρＶｘ）
∂ｙ

＝

　 　 － ∂ｐ
∂ｘ

＋ η Ñ２（ρＶｘ） ＋ Ｍ Ñ２ｕｘ ＋

　 　 （Ｌ ＋ Ｍ － Ｂ） ∂
∂ｘ

Ñ·ｕ － （Ａ － Ｂ） １
ρ ０

∂δρ
∂ｘ

，

∂（ρＶｙ）
∂ｔ

＋
∂（ＶｘρＶｙ）

∂ｘ
＋

∂（ＶｙρＶｙ）
∂ｙ

＝

　 　 － ∂ｐ
∂ｙ

＋ η Ñ２（ρＶｙ） ＋ Ｍ Ñ２ｕｙ ＋

　 　 （Ｌ ＋ Ｍ － Ｂ） ∂
∂ｙ

Ñ·ｕ － （Ａ － Ｂ） １
ρ ０

∂δρ
∂ｙ

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（７ａ）
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∂ｕｘ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｕｘ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｕｘ

∂ｙ
＝

　 　 Ｖｘ ＋ Γ ｕ Ｍ Ñ２ｕｘ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ） ∂
∂ｘ

Ñ·ｕ ＋ Ｒ
∂２ｗｘ

∂ｘ２
＋ ２

∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｘ

∂ｙ２
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ç
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ø
÷
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ë

ê
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ù

û

ú
ú
，

∂ｕｙ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｕｙ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｕｙ

∂ｙ
＝

　 　 Ｖｙ ＋ Γ ｕ Ｍ Ñ２ｕｙ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ） ∂
∂ｙ

Ñ·ｕ ＋ Ｒ
∂２ｗｙ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｗｘ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｖｘ
∂ｔ

＋ Ｖｘ

∂ｖｘ
∂ｘ

＋ Ｖｙ

∂ｖｘ
∂ｙ

＝ Γ ｖ Ｔ１ Ñ２ｖｘ ＋ Ｇ Ñ２ｗｘ[ ] ，

∂ｖｙ
∂ｔ

＋ Ｖｘ

∂ｖｙ
∂ｘ

＋ Ｖｙ

∂ｖｙ
∂ｙ

＝ Γ ｖ Ｔ１ Ñ２ｖｙ ＋ Ｇ Ñ２ｗｙ[ ] ，

∂ｗｘ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｗｘ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｗｘ

∂ｙ
＝ Γ ｗ Ｋ１ Ñ２ｗｘ ＋ Ｒ

∂２ｕｘ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｕｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｕｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ Ñ２ｖｘ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｗｙ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｗｙ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｗｙ

∂ｙ
＝ Γ ｗ Ｋ１ Ñ２ｗｙ ＋ Ｒ

∂２ｕｙ

∂ｘ２
＋ ２

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｕｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ Ñ２ｖｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｐ ＝ ｆ（ρ） ＝ ３
ｋＢＴ
ｌ３ρ ３

０

（ρ ２
０ρ ＋ ρ ０ρ ２ ＋ ρ ３），
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（７ｂ）

其中 Ñ＝ ｉ ∂
∂ｘ

＋ ｊ ∂
∂ｙ

，Ｖ ＝ ｉＶｘ ＋ ｊＶｙ，ｕ ＝ ｉｕｘ ＋ ｊｕｙ，Ｌ ＝ Ｃ１２，Ｍ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２为声子弹性常数，Ｔ１，

Ｋ１ 是第一与第二相位子弹性常数，Ｒ，Ｇ 是声子⁃第二相位子和第一⁃第二耦合弹性常数， η 代表

流体动力黏性系数（为了简单起见，这里只考虑 η ｉｊｋｌ 的标量形式）， 而 Γ ｕ，Γ ｖ 和 Γ ｗ 为声子、第
一相位子和第二相位子的耗散系数，Ａ 和 Ｂ 是由于质量密度变化而引进的材料常数．

方程组（７）包含 １０ 个场变量，即声子位移场 ｕ ＝ （ｕｘ，ｕｙ），第一相位子位移场 ｖ ＝ （ｖｘ，ｖｙ）
和第二相位子位移场 ｗ ＝ （ｗｘ，ｗｙ），流体声子速度场 Ｖ ＝ （Ｖｘ，Ｖｙ） 以及质量密度 ρ 和流体压力

ｐ， 方程式也是 １０ 个，其中第 １ 个方程为质量守恒方程，第 ２，３ 个方程为动量守恒方程， 第 ４，５
个方程为声子耗散方程， 第 ６，７ 个方程为第一相位子耗散方程， 第 ８，９ 个方程为第二相位子

耗散方程，第 １０ 个方程为物态方程或状态方程，此状态方程为文献［１］首次解决．方程组（７）
封闭，可以求解．如果没有物态方程或状态方程，那么未知场变量的数目多于场方程的数目，此
种情形下，问题在数学上不相容，无解．可见， 物态方程或状态方程的提出极为关键．

３　 １４ 次对称软物质准晶广义流体动力学

１４ 次对称软物质准晶也非常有趣，它包含 ４ 种元激发，并且声子与第一和第二相位子耦

合，虽然与 ７ 次对称软物质准晶相近，却又不完全相同，由群表示理论得到变形能密度：
　 　 ｆｄｅｆ ＝ ｆｕ ＋ ｆｖ ＋ ｆｗ ＋ ｆｕｗ ＋ ｆｖｗ，

　 　 ｆｕ ＝ １
２

Ｌε ｉｉε ｉｉ ＋ Ｍε ｉｊε ｉｊ，

　 　 ｆｖ ＝
１
２

Ｔ１ｖｉｊｖｉｊ ＋ Ｔ２（ｖｘｘｖｙｙ － ｖｘｙｖｘｙ），
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　 　 ｆｗ ＝ １
２

Ｋ１ｗ ｉｊｗ ｉｊ ＋ Ｋ２（ｗｘｘｗｙｙ － ｗｘｙｗｘｙ），

　 　 ｆｕｗ ＝ Ｒ［（ε ｘｘ － ε ｙｙ）（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ） ＋ ２ε ｘｙ（ｗｙｘ － ｗｘｙ）］，
　 　 ｆｖｗ ＝ Ｇ［（ｖｘｘ ＋ ｖｙｙ）（ｗｘｘ － ｗｙｙ） ＋ （ｖｙｘ － ｖｘｙ）（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ）］ ．

其弹性本构关系由变形能密度得到，为

　 　

σ ｘｘ ＝ （Ｌ ＋ ２Ｍ）ε ｘｘ ＋ Ｌε ｙｙ ＋ Ｒ（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ），
σ ｙｙ ＝ Ｌε ｘｘ ＋ （Ｌ ＋ ２Ｍ）ε ｙｙ － Ｒ（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ），
σ ｘｙ ＝ σ ｙｘ ＝ ２Ｍε ｘｙ ＋ Ｒ（ｗｙｘ － ｗｘｙ），
τ ｘｘ ＝ Ｔ１ｖｘｘ ＋ Ｔ２ｖｙｙ ＋ Ｇ（ｗｘｘ － ｗｙｙ），
τ ｙｙ ＝ Ｔ２ｖｘｘ ＋ Ｔ１ｖｙｙ － Ｇ（ｗｘｘ － ｗｙｙ），
τ ｘｙ ＝ Ｔ１ｖｘｙ － Ｔ２ｖｙｘ ＋ Ｇ（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ），
τ ｙｘ ＝ － Ｔ２ｖｘｙ ＋ Ｔ１ｖｙｘ ＋ Ｇ（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ），
Ｈｘｘ ＝ Ｋ１ｗｘｘ ＋ Ｋ２ｗｙｙ ＋ Ｒ（ε ｘｘ － ε ｙｙ） ＋ Ｇ（ｖｘｘ ＋ ｖｙｙ），
Ｈｙｙ ＝ Ｋ２ｗｘｘ ＋ Ｋ１ｗｙｙ ＋ Ｒ（ε ｘｘ － ε ｙｙ） － Ｇ（ｖｘｘ ＋ ｖｙｙ），
Ｈｘｙ ＝ Ｋ１ｗｘｙ － Ｋ２ｗｙｘ － ２Ｒε ｘｙ ＋ Ｇ（ｖｙｘ － ｖｘｙ），
Ｈｙｘ ＝ Ｋ１ｗｙｘ － Ｋ２ｗｘｙ ＋ ２Ｒε ｘｙ ＋ Ｇ（ｖｙｘ － ｖｘｙ），
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（８）

加上流体本构关系

　 　 σ′ｘｘ ＝ － ｐ ＋ ２η ξ ｘｘ － １
３

ξ ｋｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 σ′ｙｙ ＝ － ｐ ＋ ２η ξ ｙｙ － １
３

ξ ｋｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 σ′ｘｙ ＝ σ′ｙｘ ＝ ２ηξ ｘｙ，
经过与上一节相类似的推导，可以得到 １４ 次对称软物质准晶的广义动力学方程组如下：

　 　

∂ρ
∂ｔ

＋ Ñ·（ρＶ） ＝ ０，

∂（ρＶｘ）
∂ｔ

＋
∂（ＶｘρＶｘ）

∂ｘ
＋

∂（ＶｙρＶｘ）
∂ｙ

＝

　 　 － ∂ｐ
∂ｘ

＋ η Ñ２（ρＶｘ） ＋ Ｍ Ñ２ｕｘ ＋

　 　 （Ｌ ＋ Ｍ － Ｂ） ∂
∂ｘ

Ñ·ｕ － （Ａ － Ｂ） １
ρ ０

∂δρ
∂ｘ

，

∂（ρＶｙ）
∂ｔ

＋
∂（ＶｘρＶｙ）

∂ｘ
＋

∂（ＶｙρＶｙ）
∂ｙ

＝

　 　 － ∂ｐ
∂ｙ

＋ η Ñ２（ρＶｙ） ＋ Ｍ Ñ２ｕｙ ＋

　 　 （Ｌ ＋ Ｍ － Ｂ） ∂
∂ｙ

Ñ·ｕ － （Ａ － Ｂ） １
ρ ０

∂δρ
∂ｙ

，
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（９ａ）
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∂ｕｘ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｕｘ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｕｘ

∂ｙ
＝

　 　 Ｖｘ ＋ Γ ｕ Ｍ Ñ２ｕｘ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ） ∂
∂ｘ

Ñ·ｕ ＋ Ｒ
∂２ｗｘ

∂ｘ２
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∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
－
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∂ｙ２
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ù
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∂ｕｙ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｕｙ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｕｙ

∂ｙ
＝

　 　 Ｖｙ ＋ Γ ｕ Ｍ Ñ２ｕｙ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ） ∂
∂ｙ

Ñ·ｕ ＋ Ｒ
∂２ｗｙ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｗｘ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｙ
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（９ｂ）

　 　

∂ｖｘ
∂ｔ

＋ Ｖｘ

∂ｖｘ
∂ｘ

＋ Ｖｙ

∂ｖｘ
∂ｙ

＝ Γ ｖ Ｔ１ Ñ２ｖｘ ＋ Ｇ
∂２ｗｘ

∂ｘ２
－

∂２ｗｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２Ｇ

∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
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ê
ê

ù

û

ú
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，

∂ｖｙ
∂ｔ

＋ Ｖｘ

∂ｖｙ
∂ｘ

＋ Ｖｙ

∂ｖｙ
∂ｙ

＝ Γ ｖ Ｔ１ Ñ２ｖｙ ＋ ２Ｇ
∂２ｗｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｇ

∂２ｗｙ

∂ｘ２
－

∂２ｗｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｗｘ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｗｘ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｗｘ

∂ｙ
＝

　 　 Γ ｗ Ｋ１ Ñ２ｗｘ ＋ Ｒ
∂２ｕｘ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｕｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｕｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ

∂２ｖｘ
∂ｘ２

－
∂２ｖｘ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２Ｇ

∂２ｖｙ
∂ｘ∂ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｗｙ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｗｙ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｗｙ

∂ｙ
＝

　 　 Γ ｗ Ｋ１ Ñ２ｗｙ ＋ Ｒ
∂２ｕｙ

∂ｘ２
＋ ２

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｕｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２Ｇ

∂２ｖｘ
∂ｘ∂ｙ

－ Ｇ
∂２ｖｙ
∂ｘ２

－
∂２ｖｙ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｐ ＝ ｆ（ρ） ＝ ３
ｋＢＴ
ｌ３ρ ３

０

ρ ２
０ρ ＋ ρ ０ρ ２ ＋ ρ ３( ) ，
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（９ｃ）

其中 Ñ＝ ｉ ∂
∂ｘ

＋ ｊ ∂
∂ｙ

，Ｖ ＝ ｉＶｘ ＋ ｊＶｙ，ｕ ＝ ｉｕｘ ＋ ｊｕｙ，Ｌ ＝ Ｃ１２，Ｍ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２为声子弹性常数，Ｔ１，

Ｋ１ 是第一与第二相位子弹性常数，Ｒ，Ｇ 是声子⁃第二相位子和第一⁃第二耦合弹性常数， η 代表

流体动力粘性系数（为了简单起见，这里只考虑 η ｉｊｋｌ 的标量形式）， 而 Γ ｕ，Γ ｖ 和 Γ ｗ 为声子、第
一相位子和第二相位子的耗散系数，Ａ 和 Ｂ 是由于质量密度变化而引进的材料常数．

方程组（９）包含 １０ 个场变量，即声子位移场 ｕ ＝ （ｕｘ，ｕｙ），第一相位子位移场 ｖ ＝ （ｖｘ，ｖｙ）
和第二相位子位移场 ｗ ＝ （ｗｘ，ｗｙ），流体声子速度场 Ｖ ＝ （Ｖｘ，Ｖｙ） 以及质量密度 ρ 和流体压力

ｐ， 方程式也是 １０ 个，其中第 １ 个方程为质量守恒方程，第 ２，３ 个方程为动量守恒方程， 第 ４，５
个方程为声子耗散方程， 第 ６，７ 个方程为第一相位子耗散方程， 第 ８，９ 个方程为第二相位子

耗散方程，第 １０ 个方程为物态方程或状态方程，文献［１］首次解决了这里的物态方程或状态

方程．方程组（９）封闭，可以求解．如果没有物态方程或状态方程，那么未知场变量的数目多于

场方程的数目，此种情形下，问题在数学上不相容，无解．可见， 物态方程或状态方程的提出极

为关键．
这个方程组与方程组（７）非常接近，仅仅在第 ７～９ 个方程有所不同．

４　 ９ 次对称软物质准晶广义流体动力学

９ 次对称软物质准晶与 ７ 次和 １４ 次对称软物质准晶不同，它和 １８ 次对称准晶更相近．它
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包含 ４ 种元激发，并且声子与相位子不耦合，而第一和第二相位子耦合．由群表示理论有变形

能密度为

　 　 ｆｄｅｆ（ｕ，ｖ，ｗ） ＝ ｆｄｅｆ（ε ｉｊ，ｖｉｊ，ｗ ｉｊ） ＝ ｆｕ ＋ ｆｖ ＋ ｆｗ ＋ ｆｖｗ，

　 　 ｆｕ ＝ １
２

Ｌ（Ñ·ｕ） ２ ＋ Ｍε ｉｊε ｉｊ，

　 　 ｆｖ ＝ Ｔ１［（ｖ１１ ＋ ｖ２２） ２ ＋ （ｖ２１ － ｖ１２） ２］ ＋ Ｔ２［（ｖ１１ － ｖ２２） ２ ＋ （ｖ２１ ＋ ｖ１２） ２］，
　 　 ｆｗ ＝ Ｋ１［（ｗ１１ ＋ ｗ２２） ２ ＋ （ｗ２１ － ｗ１２） ２］ ＋ Ｋ２［（ｗ１１ － ｗ２２） ２ ＋ （ｗ２１ ＋ ｗ１２） ２］，
　 　 ｆｖｗ ＝ Ｇ［（ｖ１１ － ｖ２２）（ｗ１１ ＋ ｗ２２） ＋ （ｖ２１ ＋ ｖ１２）（ｗ２１ － ｗ１２）］，
　 　 ｘ ＝ ｘ１， ｙ ＝ ｘ２， ｉ ＝ １，２， ｊ ＝ １，２，

可以得到弹性本构关系为

　 　

σ ｘｘ ＝ （Ｌ ＋ ２Ｍ）ε ｘｘ ＋ Ｌε ｙｙ，
σ ｙｙ ＝ Ｌε ｘｘ ＋ （Ｌ ＋ ２Ｍ）ε ｙｙ，
σ ｘｙ ＝ σ ｙｘ ＝ ２Ｍε ｘｙ，
τ ｘｘ ＝ Ｔ１ｖｘｘ ＋ Ｔ２ｖｙｙ ＋ Ｇ（ｗｘｘ － ｗｙｙ），
τ ｙｙ ＝ Ｔ２ｖｘｘ ＋ Ｔ１ｖｙｙ － Ｇ（ｗｘｘ － ｗｙｙ），
τ ｘｙ ＝ Ｔ１ｖｘｙ － Ｔ２ｖｙｘ ＋ Ｇ（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ），
τ ｙｘ ＝ － Ｔ２ｖｘｙ ＋ Ｔ１ｖｙｘ ＋ Ｇ（ｗｙｘ ＋ ｗｘｙ），
Ｈｘｘ ＝ Ｋ１ｗｘｘ ＋ Ｋ２ｗｙｙ ＋ Ｇ（ｖｘｘ － ｖｙｙ），
Ｈｙｙ ＝ Ｋ２ｗｘｘ ＋ Ｋ１ｗｙｙ － Ｇ（ｖｘｘ － ｖｙｙ），
Ｈｘｙ ＝ Ｋ１ｗｘｙ － Ｋ２ｗｙｘ ＋ Ｇ（ｖｘｙ ＋ ｖｙｘ），
Ｈｙｘ ＝ Ｋ１ｗｙｘ － Ｋ２ｗｘｙ ＋ Ｇ（ｖｘｙ ＋ ｖｙｘ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１０）

由上述本构关系，从广义 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程出发，用 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号方法，可以得到 ９ 次对称软物

质准晶广义动力学方程组如下：

　 　

∂ρ
∂ｔ

＋ Ñ·（ρＶ） ＝ ０，

∂（ρＶｘ）
∂ｔ

＋
∂（ＶｘρＶｘ）

∂ｘ
＋

∂（ＶｙρＶｘ）
∂ｙ

＝ － ∂ｐ
∂ｘ

＋ η Ñ２（ρＶｘ） ＋

　 　 １
３

η ∂
∂ｘ

Ñ·Ｖ ＋ Ｍ Ñ２ｕｘ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ － Ｂ） ∂
∂ｘ

Ñ·ｕ － （Ａ － Ｂ） １
ρ ０

∂δρ
∂ｘ

，

∂（ρＶｙ）
∂ｔ

＋
∂（ＶｘρＶｙ）

∂ｘ
＋

∂（ＶｙρＶｙ）
∂ｙ

＝ － ∂ｐ
∂ｙ

＋ η Ñ２（ρＶｙ） ＋

　 　 １
３

η ∂
∂ｙ

Ñ·Ｖ ＋ Ｍ Ñ２ｕｙ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ － Ｂ） ∂
∂ｙ

Ñ·ｕ － （Ａ － Ｂ） １
ρ ０

∂δρ
∂ｙ

，

∂ｕｘ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｕｘ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｕｘ

∂ｙ
＝ Ｖｘ ＋ Γ ｕ Ｍ Ñ２ｕｘ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ） ∂

∂ｘ
Ñ·ｕé

ë
êê

ù

û
úú ，

∂ｕｙ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｕｙ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｕｙ

∂ｙ
＝ Ｖｙ ＋ Γ ｕ Ｍ Ñ２ｕｙ ＋ （Ｌ ＋ Ｍ） ∂

∂ｙ
Ñ·ｕé

ë
êê

ù

û
úú ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１ａ）
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∂ｖｘ
∂ｔ

＋ Ｖｘ

∂ｖｘ
∂ｘ

＋ Ｖｙ

∂ｖｘ
∂ｙ

＝ Γ ｖ Ｔ１ Ñ２ｖｘ ＋ Ｇ
∂２ｗｘ

∂ｘ２
－

∂２ｗｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２Ｇ

∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｖｙ
∂ｔ

＋ Ｖｘ

∂ｖｙ
∂ｘ

＋ Ｖｙ

∂ｖｙ
∂ｙ

＝ Γ ｖ Ｔ１ Ñ２ｖｙ ＋ ２Ｇ
∂２ｗｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｇ

∂２ｗｙ

∂ｘ２
－

∂２ｗｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｗｘ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｗｘ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｗｘ

∂ｙ
＝ Γ ｗ Ｋ１ Ñ２ｗｘ ＋ Ｇ

∂２ｖｘ
∂ｘ２

－
∂２ｖｘ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２Ｇ

∂２ｖｙ
∂ｘ∂ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

∂ｗｙ

∂ｔ
＋ Ｖｘ

∂ｗｙ

∂ｘ
＋ Ｖｙ

∂ｗｙ

∂ｙ
＝ Γ ｗ Ｋ１ Ñ２ｗｙ － ２Ｇ

∂２ｖｘ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｇ
∂２ｖｙ
∂ｘ２

－
∂２ｖｙ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｐ ＝ ｆ（ρ） ＝ ３
ｋＢＴ
ｌ３ρ ３

０

（ρ ２
０ρ ＋ ρ ０ρ ２ ＋ ρ ３），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１１ｂ）

其中 Ñ＝ ｉ ∂
∂ｘ

＋ ｊ ∂
∂ｙ

，Ｖ ＝ ｉＶｘ ＋ ｊＶｙ，ｕ ＝ ｉｕｘ ＋ ｊｕｙ，Ｌ ＝ Ｃ１２，Ｍ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２为声子弹性常数，Ｔ１，

Ｋ１ 是第一与第二相位子弹性常数，Ｒ，Ｇ 是声子⁃第二相位子和第一⁃第二耦合弹性常数， η 代表

流体动力粘性系数（为了简单起见，这里只考虑 η ｉｊｋｌ 的标量形式）， 而 Γ ｕ，Γ ｖ 和 Γ ｗ 为声子、第
一相位子和第二相位子的耗散系数，Ａ 和 Ｂ 是由于质量密度变化而引进的材料常数．

方程组（１１）包含 １０ 个场变量，即声子位移场 ｕ ＝ （ｕｘ，ｕｙ），第一相位子位移场 ｖ ＝ （ｖｘ，ｖｙ）
和第二相位子位移场 ｗ ＝ （ｗｘ，ｗｙ），流体声子速度场 Ｖ ＝ （Ｖｘ，Ｖｙ） 以及质量密度 ρ 和流体压力

ｐ， 方程式也是 １０ 个，其中第 １ 个方程为质量守恒方程，第 ２，３ 个方程为动量守恒方程， 第 ４，５
个方程为声子耗散方程， 第 ６，７ 个方程为第一相位子耗散方程， 第 ８，９ 个方程为第二相位子

耗散方程，第 １０ 个方程为物态方程或状态方程，物态方程为文献［１］首次解决．方程组（１１）封
闭，可以求解．如果没有物态方程或状态方程，那么未知场变量的数目多于场方程的数目，此种

情形下，问题在数学上不相容，无解．可见， 物态方程或状态方程的提出极为关键．
方程组（１１）与文献［１］中得到的 １８ 次对称软物质准晶的广义动力学方程很接近，唯一的

不同仅仅在第一相位子与第二相位子的耦合弹性能密度有所差别，因而终态控制方程有少许

不同．

５　 结论与讨论

本文讨论了软物质第二类二维准晶中的 ７ 次、１４ 次和 ９ 次准晶和它们的广义流体动力学

方程组，就内容来说，它们是文献［１］讨论的扩充，但是 ７ 次和 １４ 次对称准晶比文献［１］讨论

的 １８ 次对称软物质准晶的意义更大，因为 ７ 次和 １４ 次对称准晶的声子与相位子存在强耦合，
能够揭示更深刻的物理本质．９ 次软物质准晶与 １８ 次对称软物质准晶由于对称性很接近，因而

其动力学方程的数学结构很接近．
由于文献［１］和本文的工作，软物质第一类和第二类二维准晶全部都被讨论了．由于迄今

发现的软物质准晶都是二维准晶，从这种意义上讲，全部已经发现的和可能发现的软物质准晶

都被文献［１］和本文从对称性理论和广义流体动力学理论角度上描写了．
总起来看，动力学方程组（７），（９）和（１１）和文献［１］得到的动力学方程组在数学上虽然

有差别，但是存在很大的一致性，其数学求解步骤和方法很接近，我们可以借鉴求解软物质第

一类二维准晶广义流体动力学方程组的方法来求解现在的新方程组和新的边值和初值问题，

７９１软物质第二类二维准晶广义流体动力学



这些具体计算和结果，将在随后的文章中报导．
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