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摘要：　 急动度（ｊｅｒｋ）在工程实践中具有重要的意义．将径向基函数逼近与配点法相结合，发展了

一种能够有效求解动力响应的数值算法．该方法使用径向基函数插值来逼近真实的运动规律，能够

用于急动度和急动度（三阶）方程的计算，弥补了传统的数值方法无法计算急动度的不足．并针对

微分方程的特点，提出了改进的多变量联合插值函数，同时添加与微分方程同阶的初值条件，可显

著减小数值震荡．算例表明，该方法具有计算过程简单、精度高的特点，同时对急动度方程也有很好

的适用性．
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引　 　 言

急动度定义为加速度对时间的变化率，其相应的动力学量为力对时间的变化率．目前，国
内外学者对急动度的研究还比较少，但也不难从中发现其重要的理论意义和应用价值．谈开孚

等［１］以凸轮⁃从动杆系统分析了急动度的工程意义，提出过大的急动度相当于脉冲性的循环荷

载，材料会发生“疲劳”破坏，且绝对值很大的负急动度会造成脱离接触的现象．梅凤翔等［２］ 给

出了完整系统关于广义速度的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，这是一个描写变加速运动的三阶微分方程．黄沛

天等［３］认为急动度也应成为一种新的高层建筑抗风、抗地震设计依据．Ｃｈａｓｅ 等［４］ 提出了一种

基于急动度的结构动力响应控制和损伤控制方法．杨学山等［５］ 设计出了一种性能良好的急动

度测量传感器．何浩祥等［６］建立了地震动下急动度反应谱的求解方法，研究发现急动度对中短

周期的结构作用明显，适当提高延性将有助于降低急动度造成的冲击．急动度在现代技术的众

多领域中有很多应用，如高动态飞行器的跟踪测量、 结构抗震新机理研究、 高速机械加工的

自动控制、 高速列车和电梯舒适度的测量、 通信设备的抗震性能检测、 结构损伤定位与控

制［７⁃９］等．因此提出一种能有效计算急动度的算法是非常必要的．
目前求解结构动力响应的方法主要有振型叠加法、直接积分法以及变二阶微分方程为一

阶微分方程组的方法等．振型叠加法仅针对线性体系，且只采用前若干阶振型．直接积分法对
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线性系统和非线性系统均适用，如差分法、线性加速度法、改进的线性加速度法，这些方法均基

于以下两点假设：① 将连续的时间过程离散为有限个点，只要求运动微分方程在这些离散的

时间点上满足，求得的结果是位移、速度、加速度在这些时间点上的值； ② 在时间间隔内假定

位移、速度、加速度满足某种简单的关系．这种方法计算效率高，但存在难以控制的算法阻尼，
计算精度较低，且由于理论上的基本假设，无法用于求解急动度．Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法是一类降阶的

方法，精度令人满意，但出于数值稳定性的考虑，被设计成自身耗散的，即存在算法阻尼［１０］ ．精
细积分法［１１］为动力响应的求解开辟了新的方向，但在求解非齐次方程时，也必须要对时间间

隔内荷载的变化规律做出某种假设，此时其计算精度取决于非齐次项的拟合精度（例如，地震

作用下）．

１　 径向基函数逼近方法

径向基函数［１２⁃１３］（ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）是一类以距离为变量的基函数集合．基本插值

形式如下：

　 　 ｙ（ ｒ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉφ（‖ｒ － ｒｉ‖）， （１）

其中， ｙ（ ｒ） 是插值函数；ｎ 是插值所用的径向基函数总数目，当节点的影响范围为整个求解区

域时，ｎ等于节点数目；φ（‖ｒ － ｒｉ‖） 是径向基函数的一般形式，ｒｉ 为某一插值节点，ｒ为求解区

域内任意一点；‖ｒ － ｒｉ‖ （通常取 ２范数） 是任意点到 ｉ节点的距离；αｉ 为与第 ｉ 节点对应的权

重系数．由此可见，不论空间维数，径向基函数本质上均为一元（距离）函数，简单的形式为存储

和计算带来了诸多方便．另一个重要的优点是径向基函数逼近能力非常强，几乎可以逼近所有

的函数［１２］ ．
径向基函数按照作用范围可分为全局支撑和局部紧支撑两类．全局支撑径向基函数，在计

算过程中经常会产生病态稠密矩阵，限制了它们在大型结构计算中的应用．近年来提出的正定

紧支撑径向基函数［１４⁃１６］（ｃｏｍｐａｃｔｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ＲＢＦ，ＣＳ⁃ＲＢＦ），可以使系数矩阵具有带状稀疏的

特点，这类函数适用于处理大规模计算．
将 ＲＢＦ 和配点法结合起来求解微分方程具有很多优点，如无网格、形式简单、不需要数值

积分、计算效率高等．但是从目前国内外应用径向基函数求解微分方程的范围来看，几乎都是

为了求解边值问题，主要原因在于径向基函数将空间距离作为自变量．笔者已经提出用“时间

间隔”来替代“空间距离”作为径向基函数的自变量［１７］，将“动力问题”转化为“静力问题”，基
于这种思想就可以用于初值问题的求解．

以单自由度动力系统（２）为例来说明本文所构造的数值求解方法：

　 　
ｍｕ ＋ ｃｕ ＋ ｋｕ ＝ ｐ（ ｔ），
ｕ（０） ＝ ｕ０， ｕ（０） ＝ ｕ０，{ （２）

式中，ｍ，ｃ，ｋ分别表示质量、阻尼和刚度；ｐ（ ｔ） 为外荷载，在地震作用下等于 － ｍｕｇ（ ｔ）；ｕｇ（ ｔ） 为

地震产生的地面加速度（牵连加速度），通常被记录为时间间隔 ０．０２ ｓ 的一系列离散数据．
将所求解时间区域 Ω 用 ｎ 个节点 ｔｉ（ ｉ ＝ １， ２， …， ｎ） 离散，函数 ｕ（ ｔ） 在区域 Ω 里的近似

函数 ｕｈ（ ｔ） 可由一组以各节点 ｔｉ 为中心的径向基函数 φ（‖ｔ － ｔｉ‖） 的线性组合表示为

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉφ（‖ｔ － ｔｉ‖） ＝ ΦＴ（ ｔ）α ． （３）

由于传统配点法存在较大的数值振荡，针对动力系统（２）的求解目标为 ｕ 的二阶导数，提
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出位移、速度联合插值的径向基函数表达式：

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α ｉφ（‖ｔ － ｔｉ‖） ＋ β １

ｄφ（‖ｔ － ｔ１‖）
ｄｔ

． （４）

式（４）中，增加了初始时刻径向基函数的一阶导数的线性组合．根据笔者的实际计算经验［１８］，
在式（４）的基础上添加二阶导数项，同时添加二阶导数的初始条件进行约束，可大大减小数值

振荡，这个初始条件有明确的物理意义（初始时刻的加速度）和数学意义（使二阶导数满足初

始时刻的微分方程），则

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α ｉφ（‖ｔ － ｔｉ‖） ＋ β １

ｄφ（‖ｔ － ｔ１‖）
ｄｔ

＋ β ２

ｄ２φ（‖ｔ － ｔ１‖）
ｄｔ２

． （５）

可以发现，式（５）要求插值基函数具有高阶连续性，由于对 ＣＳ⁃ＲＢＦ 进行高阶求导会造成

系数矩阵的病态，当微分方程的阶数较高时更加明显．因此，最终提出用辅助函数来代替高阶

导数项

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α ｉφ（‖ｔ － ｔｉ‖） ＋ β １

ｄφ（‖ｔ － ｔ１‖）
ｄｔ

＋ β ２ξ（‖ｔ － ｔ１‖） ＝ ΦＴ（ ｔ）α， （６）

式（６）中， β １，β ２ 为附加系数；ξ（‖ｔ － ｔ１‖） 为辅助函数，可取为其他紧支撑径向基函数．
将各时间节点 ｔｉ（ ｉ ＝ １， ２， …， ｎ， １， １） 代入插值函数（６），则可以得到有 ｎ ＋ ２ 个方程的

线性方程组

　 　 Ａα ＝ ｕ， （７）
其中

Ａ ＝

　 　

φ（‖ｔ１ － ｔ１‖） φ（‖ｔ１ － ｔ２‖） … φ（‖ｔ１ － ｔｎ‖）
ｄφ（‖ｔ１ － ｔ１‖）

ｄｔ
ξ（‖ｔ１ － ｔ１‖）

φ（‖ｔ２ － ｔ１‖） φ（‖ｔ２ － ｔ２‖） … φ（‖ｔ２ － ｔｎ‖）
ｄφ（‖ｔ２ － ｔ１‖）

ｄｔ
ξ（‖ｔ２ － ｔ１‖）

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙

φ（‖ｔｎ － ｔ１‖） φ（‖ｔｎ － ｔ２‖） … φ（‖ｔｎ － ｔｎ‖）
ｄφ（‖ｔｎ － ｔ１‖）

ｄｔ
ξ（‖ｔｎ － ｔ１‖）

ｄφ（‖ｔ１ － ｔ１‖）
ｄｔ

ｄφ（‖ｔ１ － ｔ２‖）
ｄｔ

…
ｄφ（‖ｔ１ － ｔｎ‖）

ｄｔ
ｄ２φ（‖ｔ１ － ｔ１‖）

ｄｔ２
ｄξ（‖ｔ１ － ｔ１‖）

ｄｔ

ｄ２φ（‖ｔ１ － ｔ１‖）
ｄｔ２

ｄ２φ（‖ｔ１ － ｔ２‖）
ｄｔ２

…
ｄ２φ（‖ｔ１ － ｔｎ‖）

ｄｔ２
ｄ３φ（‖ｔ１ － ｔ１‖）

ｄｔ３
ｄ２ξ（‖ｔ１ － ｔ１‖）

ｄｔ２
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；

ｕ ＝ ［ｕ１， ｕ２， …， ｕｎ， ｖ１， ｖ２］ Ｔ，ｖ１，ｖ２ 为附加未知量，在此分别代表初始时刻的速度和加速度．
由式（７）解出系数矩阵 α ＝ Ａ －１ｕ， 并将其代入式（６）得
　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ΦＴ（ ｔ）Ａ －１ｕ ＝ Ｎ（ ｔ）ｕ， （８）

令 Ｎ（ ｔ） ＝ ΦＴ（ ｔ）Ａ －１ ．定义：Ａ 为动力特征矩阵；Ｎ（ ｔ） 为时间特征函数，类似于有限元中的形函

数．由于 ｕｈ（ ｔ） 是解析表达式，故可对其求各阶导数得

　 　
ｕ（ ｔ） ＝ Ｎ′（ ｔ）ｕ；
ｕ（ ｔ） ＝ Ｎ″（ ｔ）ｕ ．{ （９）

注　 式（９）中对 Ｎ 求导时，仅取前 ｎ 行，矩阵 Ｎ 的第 ｎ ＋ １ 和 ｎ ＋ ２ 行为之后引入初始速度条件和初始加

速度条件而设置．
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将式（８）、（９）代入动力系统（２）中，并代入对应时刻的外荷载 ｐ（ ｔ）， 整理得

　 　 （ｍＮ″ ＋ ｃＮ′ ＋ ｋＩ）ｕ ＝ ｐ ． （１０）
根据速度和加速度的初始条件有

　 　 φ′（‖ｔ１ － ｔ１‖）， φ′（‖ｔ１ － ｔ２‖）， …， φ′（‖ｔ１ － ｔｎ‖），{

　 　 　 　 φ″（‖ｔ１ － ｔ１‖）， ξ′（‖ｔ１ － ｔ１‖）} Ａ －１ｕ ＝ ｕ（０）； （１１ａ）
　 　 φ″（‖ｔ１ － ｔ１‖）， φ″（‖ｔ１ － ｔ２‖）， …， φ″（‖ｔ１ － ｔｎ‖），{

　 　 　 　 φ‴（‖ｔ１ － ｔ１‖）， ξ″（‖ｔ１ － ｔ１‖）} Ａ －１ｕ ＝ ｕ（０） ． （１１ｂ）
式（１１ｂ）中， ｕ（０） 可由式（２）代入初始位移和初始速度得到；若为多自由度系统，初始位移和

初始速度已知，初始加速度可由解线性方程组求得；若为地震荷载，则初始加速度等于 ｕｇ（０） ．
联合式（１０）、（１１），组成 ｎ ＋ ２ 维线性方程组，式（１１ａ）和（１１ｂ）分别为初始速度和初始加

速度的约束条件，二阶微分方程即被离散为代数方程组．并代入初始位移的约束条件（可用有

限元中的划零置一法）， 求解此方程组即得 ｕ， 将 ｕ 回代到式（９）分别求得各个时刻的速度和

加速度．
一般情况下，位移和荷载的变化总是连续的，在实际工程应用中认为位移的三阶导数和荷

载的一阶导数总是存在的，对式（２）求导得

　 　 ｍｕ… ＋ ｃｕ ＋ ｋｕ ＝ － ｍｕ…ｇ（ ｔ），
整理得

　 　 ｕ…ａｂｓ ＝ ｕ… ＋ ｕ…ｇ ＝ － ｍ －１（ｃｕ ＋ ｋｕ）， （１２）
式（１２）中， ｕ…ａｂｓ 表示绝对急动度，ｕ… 表示相对急动度；ｕ…ｇ 为牵连急动度．

由上述步骤可知，径向基函数逼近的方法在求解方程（２）时，根据物理力学方程，先使用

径向基函数插值来逼近真实的运动规律，然后在这个逼近真实的运动规律基础上对位移求导

得速度和加速度，因此速度和加速度的解也趋近于真实的运动，基于此可以用式（１２）来计算

急动度．而传统方法，如 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法、 Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法等，计算的基础是预先将加速度的变化规

律假定为简单的线性变化，这种假设并不一定符合真实的运动，因此不能再用该种方法所求得

的速度和加速度来计算急动度．

２　 算 例 分 析

２．１　 两自由度振动体系

两自由度振动体系［１９］动力方程如式（１３）所示
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ｓｉｎ（πｔ）， ０ ≤ ｔ ≤ １．０，
０， ０ ．{ （１４）

取时间步长为 ０．０１ ｓ 和 ０．０５ ｓ，分别应用精细积分法（ＰＴＳＩＭ）、 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法（ＮＭ，取 β ＝
０．２５）、Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ法（ＷＮ，取 θ ＝ １．４） 以及本文方法（ＲＢＦ⁃Ａ）进行求解．用本文方法计算时，采用

式（６）作为插值函数，同时径向基函数采用文献［１２］中函数 φ （ ｒ） ＝ （１ － ｒ） ５（１ ＋ ５ｒ ＋ ９ｒ２ ＋ ５ｒ３

＋ ｒ４） 和辅助函数 ξ（ ｒ） ＝ （１ － ｒ） ６（６ ＋ ３６ｒ ＋ ８２ｒ２ ＋ ７２ｒ３ ＋ ３０ｒ４ ＋ ５ｒ５） ．将式（１４） 代入式（１３）
解得初始加速度为 ｘ１（０） ＝ ｘ２（０） ＝ ０． 表 １ 给出了部分计算结果和相对误差．图 １ 给出了时间间

隔取 ０．０５ ｓ 时加速度和急动度的求解结果．结果表明该方法的计算精度是令人满意的．
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表 １　 两自由度体系的位移反应

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ ｓｙｓｔｅｍ

ｍｅｔｈｏｄ Δｔ ／ ｓ ｄｉｓｐｌ．
ｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ

０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０

ｍａｘｉｍｕｍ
ｅｒｒｏｒ ｅ ／ ％

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
　 ｘ１ ０．０００ ４７０ ０．００７ ８８５ ０．０３９ ５０５ ０．１１６ ９７６ ０．２５３ ４３９ －

　 ｘ２ ０．０３９ ５４８ ０．２８２ ３５７ ０．８００ ６４７ １．４８９ ８９２ ２．１０６ ２７６ －

ＲＢＦ⁃Ａ

０．０１
ｘ１ ０．０００ ４７１ ０．００７ ８８６ ０．０３９ ５０６ ０．１１６ ９７５ ０．２５３ ４３７ ０．１７８ ５
ｘ２ ０．０３９ ５５０ ０．２８２ ３６１ ０．８００ ６５３ １．４８９ ８９７ ２．１０６ ２７７ ０．００３ ９

０．０５
ｘ１ ０．０００ ４７１ ０．００７ ８８０ ０．０３９ ４８６ ０．１１６ ９３６ ０．２５３ ３７７ ０．２７９ ６
ｘ２ ０．０３９ ４４９ ０．２８２ １７７ ０．８００ ４２３ １．４８９ ６５８ ２．１０６ ０２６ ０．２５２ ２

ＰＴＳＩＭ ０．０１
ｘ１ ０．０００ ４２６ ０．００７ ５３２ ０．０３８ ４３４ ０．１１４ ９１６ ０．２５０ ５７１ ９．４１０ ２
ｘ２ ０．０３６ ９１６ ０．２７４ ２６０ ０．７８８ ７９４ １．４７９ ７４９ ２．１０４ ５２７ ６．６５７ １

ＮＭ

０．０１
ｘ１ ０．０００ ４７２ ０．００７ ８９５ ０．０３９ ５１９ ０．１１６ ９７８ ０．２５３ ３９９ ０．５３２ ２
ｘ２ ０．０３９ ５８５ ０．２８２ ３６７ ０．８００ ５４１ １．４８９ ５６９ ２．１０５ ６７９ ０．０９１ ７

０．０５
ｘ１ ０．０００ ５３４ ０．００８ １２９ ０．０３９ ８９３ ０．１１７ ２２４ ０．２５３ ０７２ １３．７７５ ０
ｘ２ ０．４０４ ５６０ ０．２８２ ６８２ ０．７９８ ６４４ １．４８４ ６４０ ２．０９８ ３７７ ２．２９５ ０

ＷＮ

０．０１
ｘ１ ０．０００ ４７４ ０．００７ ９００ ０．０３９ ５２４ ０．１１６ ９７２ ０．２５３ ３７１ ０．９５８ ０
ｘ２ ０．０３９ ５２９ ０．２８２ ２６０ ０．８００ ３９６ １．４８９ ４１９ ２．１０５ ５０８ ０．０４９ ０

０．０５
ｘ１ ０．０００ ５５９ ０．００８ ２３７ ０．０４０ ０１７ ０．１１７ １４８ ０．２５２ ５２８ １９．０３３ ２
ｘ２ ０．０３９ １４６ ０．２８０ ２３５ ０．７９５ ７７６ １．４８２ ５１８ ２．０９８ ２４９ １．０１７ ０

（ａ） 加速度 （ｂ） 急动度

（ａ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ （ｂ） Ｊｅｒｋ
图 １　 时间间隔为 ０．０５ ｓ 时本文方法求得的加速度和急动度

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｊｅｒｋ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Δｔ ＝ ０．０５ ｓ

２．２　 地震荷载作用下的七自由度结构

七自由度结构［２０］的动力方程如下：

　 　
ＭＵ ＋ ＣＵ ＋ ＫＵ ＝ Ｐ（ ｔ），
Ｕ（０） ＝ ０， Ｕ（０） ＝ ０ ．{ （１５）

其质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵分别为

　 　 Ｍ ＝ ｄｉａｇ １５３ １７０ １７０ １７０ １７０ １７０ １８３[ ] ，
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　 　 Ｃ ＝

３ ５１０ － ５ ７８０ １ ８３０ ４２５ １２１ ２９．６ ８．７４
－ ５ ７８０ １３ ５００ － ８ ９５０ １ ０９０ ２１５ ６９．４ １６．５
１ ８３０ － ８ ９５０ １４ ５００ － ８ ７４０ １ １６０ ２３１ ７８．５
４２５ １ ０９０ － ８ ７４０ １４ ６００ － ８ ７２０ １ １７０ ２５１
１２１ ２１５ １ １６０ － ８ ７２０ １４ ６００ － ８ ７１０ １ ２３０
２９．６ ６９．４ ２３１ １ １７０ － ８ ７１０ １４ ６００ － ８ ４３０
８．７４ １６．５ ７８．５ ２５１ １２３０ － ８ ４３０ １３ ９００

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｋ ＝ １０４ ×

２０４ － ３５０ １１１ ２５．７ ７．３ １．７９ ０．５２９
－ ３５０ ８０８ － ５４２ ６６．２ １３ ４．２ １
１１１ － ５４２ ８７０ － ５２９ ７０．３ １４ ４．７５
２５．７ ６６．２ － ５２９ ８７４ － ５２８ ７０．７ １５．２
７．３ １３ ７０．３ － ５２８ ８７５ － ５２７ ７４．６
１．７９ ４．２ １４ ７０．７ － ５２７ ８７６ － ５１０
０．５２９ １ ４．７５ １５．２ ７４．６ － ５１０ ８３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

（ａ） 水平加速度 （ｂ） 相对位移

（ａ） Ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

（ｃ） 绝对加速度 （ｄ） 绝对急动度

（ｃ） Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ （ｄ） Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｊｅｒｋ
图 ２　 地震荷载及部分计算结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｅｉｓｍｉｃ ｌｏａｄ ａｎｄ ｓｏｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ
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结构受如图 ２（ａ）所示水平加速度的地震荷载．计算历时取 ｔ ＝ １８．２４ ｓ， 时间间隔 Δｔ ＝ ０．０２
ｓ ．应用本文方法进行求解，式（６）作为插值函数， φ（ ｒ） 和 ξ（ ｒ） 采用与 ２．１ 小节相同的形式，同
时添加二阶导数的初始条件 ｕ（０） ＝ － ｕｇ（０） ＝ － ０．０１４ ｍ ／ ｓ２ ．图 ２（ｂ） ～ （ｄ）给出了第一个自由度

的部分计算结果．本文方法能够便捷地应用于复杂荷载作用下的动力响应分析和急动度计算，
如地震、风等复杂荷载，无需拟合荷载变化．
２．３　 表征非线性振动的三阶微分方程

Ｇｏｔｔｌｉｅｂ［２１］给出了一类急动度（三阶）方程：

　 　
ｘ… ＝ － γｘ － αｘ３ － βｘ２ｘ ＋ δｘｘｘ － εｘｘ２，
ｘ（０） ＝ ａ， ｘ（０） ＝ ｂ， ｘ（０） ＝ ｃ ．{ （１６）

本算例中考虑 α ＝ β ＝ １， δ ＝ γ ＝ ε ＝ ０，ａ ＝ ｃ ＝ ０，ｂ ＝ ０．５ 的情况，则有

　 　
ｘ… ＝ － ｘ３ － ｘ２ｘ，
ｘ（０） ＝ ０， ｘ（０） ＝ ０．５， ｘ（０） ＝ ０ ．{ （１７）

数学领域的一些学者们致力于研究该方程的近似解析解，他们都把四阶精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
法并取 ０．００１ 的步长求得的数值解奉为“精确解” ［２１⁃２３］ ．

（ａ） 位移 （ｂ） 急动度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｊｅｒｋ
图 ３　 本文方法取 Δｔ ＝ ０．１ 和四阶精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法取步长 ０．００１ 的计算结果比较

及本文方法计算的急动度

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＲＢＦ⁃Ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Δｔ ＝ ０．１ ａｎｄ ｔｈｅ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ｐｒｅｃｉｓｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Δｔ ＝ ０．００１， ａｎｄ ｔｈｅ ｊｅｒｋ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

针对该算例，可以类似地提出位移、速度、加速度、急动度联合插值表达式：

　 　 ｘｈ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α ｉφ（‖ｔ － ｔｉ‖） ＋ β １

ｄφ（‖ｔ － ｔ１‖）
ｄ（ ｔ）

＋

　 　 　 　 　 β ２ξ（‖ｔ － ｔ１‖） ＋ β ３

ｄξ（‖ｔ － ｔ１‖）
ｄ（ ｔ）

， （１８）

同时在已有约束条件的基础上，添加三阶导数的初始条件 ｘ…（０） ＝ － ０．５３ ．则方程（１６）被离散为

一组非线性代数方程组，由于采用迭代算法，因此可十分便捷地代入约束条件，只需用约束条

件取代对应时刻的非线性方程即可．用本文方法，取计算时间段为 ２０，时间间隔为 ０．１， φ（ ｔ） 和

ξ（ ｔ） 采用与算例 １ 相同的形式，求得解的周期为 １０．２４２ ２，与四阶精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求得的

１０．２１０ ８ 相差 ０．３０８％，其他计算结果如图 ３ 所示．结果表明该方法对高阶微分方程也具有很好

８２９ 结构动力响应中急动度的计算



的适用性．

３　 结　 　 论

本文将径向基函数与配点法相结合，构造了一种能够有效求解动力响应和急动度的数值

方法．此外本文方法还具有以下优点：
１） 根据物理力学方程，使用径向基函数插值来逼近真实的运动规律，能够有效求解结构

的急动度，突破了传统的步进式直接积分方法由于理论上的假设缺陷而造成的求解困难．
２） 基于配点法，无需数值积分，计算效率高．与步进式直接积分法不同，本文方法是在计

算时间段内对结构运动进行整体求解，没有递推格式，不存在误差累积和算法阻尼．
３） 提出并改进了各阶导数联合插值的表达式，添加与微分方程同阶导数的初值条件进行

约束是必要的，能够大大减小数值振荡．
本文所构造的数值算法适用范围广，针对不同的微分方程，可灵活构造相应的插值函数，

对线性、非线性以及高阶微分方程都能够达到不错的求解效果，完全可以发展成为一种急动度

计算的通用方法．
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