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摘要：　 对于 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵正定的情形，在求解二次函数模型信赖域子问题的隐式分段折线算法的

基础上，提出一种求解信赖域子问题的改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法，并分析该路径的性质．数值实验

表明新算法是有效可行的，且较原算法具有迭代次数少、计算时间短等优点．
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引　 　 言

随着计算机的发展及应用，非线性最优化理论与方法成为运筹学的重要分支，且在自然科

学、系统工程、经济管理、优化设计等领域有广泛的应用．在非线性优化中，信赖域方法因具有

很好的性质而成为了研究的热点．目前，它和线搜索法并列为求解非线性优化问题的两类主要

方法．
信赖域方法的关键是求解如下形式的信赖域子问题：

　 　 ｍｉｎ ｑ（δ） ＝ ｇＴδ ＋ １
２

δ ＴＢδ，　 　 ｓ．ｔ． ‖δ‖２ ≤ Δ， （１）

其中， ｇ∈ Ｒｎ 是目标函数在当前迭代点 ｘ（ｋ） 的梯度，Ｂ∈ Ｒｎ×ｎ 是目标函数在当前迭代点 ｘ（ｋ） 的

Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵近似， Δ ＞ ０是信赖域半径，δ ∈Ｒｎ 是待求的变量．随着Δ的不断变化，信赖域子问

题（１） 的解 δ∗ 构成空间曲线，即最优曲线．
目前，求解子问题（１）的方法主要有精确求解方法、折线法和截断共轭梯度法．而当 Ｈｅｓ⁃

ｓｉａｎ 矩阵正定时，折线法相对更有效且经济．常用的折线法有单折线法［１］、双折线法［２］、切线单

折线法［３］、不定折线法［４⁃５］、双割线折线法［６］等．２０１５ 年王希云、李亮等根据最优曲线的参数方

程提出一个微分方程模型［７］，并针对该模型利用文献［８］中的方法构造了一条隐式分段折线，
进而提出一种求解子问题（１）的隐式分段折线算法［９］ ．数值实验表明该算法取得了较好的数

值效果，但其缺点是选用的步长形式较复杂，计算时间相对较长，并且文献［９］中定理 ４．１ 的条
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件还可以进一步改善．

１　 步　 　 长

文献［９］运用定理 ４．１ 的假设条件可证明构造的折线满足引理 ６．４．１［１０］，但前提又要利用

引理 ４．１ 的结论［９］ ．为了证明该结论，构造了较为繁琐的步长，导致迭代次数多，计算时间较

长．本文为简化步长形式，将文献［９］的假设条件修正为

　 　 － ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ － δ Ｔ

ｎ－１Ｂ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ ≥ ０， （２）

并在该条件下证明了算法的适定性，也不需利用结论［９］ ．且步长可简化为

　 　 ｈ′ｎ ＝ ｍｉｎ
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ （ｎ ＋ １）γＩ） －１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－２δ ｎ

， γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

　 　 ｈｎ ＝ ｍｉｎ ｈ′ｎ，
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１

δ Ｔ
ｎ＋１（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－２δ ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

其中 ｎ ＝ ０，１，２，…；γ 为限制每次迭代所能达到的最大步长值．从而提出了一种求解子问题（１）
的改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法．数值结果表明新算法较隐式分段折线法具有迭代次数少、运算时

间短等优点．

２　 改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线路径的性质分析

由文献［８］得求解微分方程的隐式 Ｅｕｌｅｒ 公式为

　 　 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１ 　 　 （ｎ ＝ ０，１，２，…）， （５）

其中

　 　 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈ′ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ 　 　 （ｎ ＝ ０，１，２，…） ． （６）

记改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线 Γ ＝ ［Ｍ０，Ｍ１，…，ＭＮ］ 为

　 　 δ（τ） ＝

δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １， τ ∈ ［β ０，β １］，

δ １ － （τ － β １）（Ｂ ＋ μ ２Ｉ）
－１δ ２， τ ∈ （β １，β ２］，

δ ２ － （τ － β ２）（Ｂ ＋ μ ３Ｉ）
－１δ ３， τ ∈ （β ２，β ３］，

︙
δ Ｎ－１ － （τ － βＮ－１）（Ｂ ＋ μＮＩ）

－１δ Ｎ， τ ∈ （βＮ－１，βＮ］，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

其中

　 　 β ０ ＝ ０， β ｉ ＋１ ＝ β ｉ ＋ ｈｉ， ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １．
定理 １　 设 Ｂ 对称正定，则当 ｎ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １ 时，如下不等式成立：
　 　 δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１ ≥ ０． （８）

证　 当 ｎ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １ 时，有
　 　 δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１ ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ － ｈ′ｎδ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ，

由式（３）得

　 　 ｈ′ｎ≤
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ （ｎ ＋ １）γＩ） －１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－２δ ｎ

≤
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ

，
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故有

　 　 δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ ≥ ０．
定理 ２　 设 Ｂ 对称正定，当 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ 时，式（２） 成立．则 δ（τ） 满足

１） ‖δ（τ）‖２ 关于 τ 为单调减函数；
２） ｑ［δ（τ）］ 关于 τ 为单调增函数．
证

１） 对 ∀τ ∈ ［β ｉ，β ｉ ＋１］，即（τ － β ｉ） ∈ ［０，ｈｉ］，ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １ 时有

　 　 ‖δ（τ）‖２
２ ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
ｉ δ ｉ － ２（τ － β ｉ）δ Ｔ

ｉ （Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋ （τ － β ｉ） ２δ Ｔ

ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－２δ ｉ ＋１ ．

求导得

　 　 （‖δ（τ）‖２
２） ′ ＝ － ２δ Ｔ

ｉ （Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋ ２（τ － β ｉ）δ Ｔ

ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－２δ ｉ ＋１ ．

由式（４）得

　 　 ｈｉ ≤
δ Ｔ

ｉ （Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１

δ Ｔ
ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－２δ ｉ ＋１

．

故对 ∀τ ∈ ［β ｉ，β ｉ ＋１］，ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １ 时，‖δ（τ）‖２ 关于 τ 为单调减函数．
２） 对 ∀τ ∈ ［β ｉ，β ｉ ＋１］，即（τ － β ｉ） ∈ ［０，ｈｉ］，ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １ 时有

　 　 ｑ［δ（τ）］ ＝ ｇＴδ ｉ － （τ － β ｉ）ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋

　 　 　 　 １
２

δ Ｔ
ｉ Ｂδ ｉ － （τ － β ｉ）δ Ｔ

ｉ Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋

　 　 　 　 １
２
（τ － β ｉ） ２δ Ｔ

ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１δ ｉ ＋１ ．

求导得

　 　 （ｑ［δ（τ）］） ′ ＝ － ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ － δ Ｔ

ｉ Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋

　 　 　 　 （τ － β ｉ）δ Ｔ
ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ≥

　 　 　 　 － ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ － δ Ｔ

ｉ Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ≥ ０．

故对 ∀τ ∈ ［β ｉ，β ｉ ＋１］，ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １ 时，ｑ［δ（τ）］ 关于 τ 为单调增函数．

３　 算　 　 法

改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线算法的具体步骤如下：
步 １　 给定梯度 ｇ，正定矩阵 Ｂ，信赖域半径 Δ ．
步 ２　 计算 δ ０ ＝ － Ｂ －１ｇ ．
步 ３　 若 ‖δ ０‖２ ≤ Δ，则取 δ∗ ＝ δ ０， 停止计算．否则，转步 ４．
步 ４　 令

　 　 δ １ ＝ δ ０ － ｈ′０（Ｂ ＋ μ ０Ｉ）
－１δ ０，δ １ ＝ δ ０ － ｈ０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １，

其中 μ ０ ＝ ０，ｈ′０如式（３）， μ １ ＝ ｈ′０，ｈ０ 如式（４） ．若‖δ １‖２ ≤ Δ，则取 δ∗ ＝ δ ０ － ρ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １，

其中

　 　 ρ ＝ （ｂ － ｂ２ － ａｃ）ａ －１， ａ ＝ δ Ｔ
１（（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１） ２δ １，
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　 　 ｂ ＝ δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １， ｃ ＝ ‖δ ０‖２
２ － Δ２，

停止计算．否则，令 ｎ １， 转步 ５．
步 ５　 令

　 　 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈ′ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ， δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１，
其中 μ ｎ ＝ μ ｎ－１ ＋ ｈ′ｎ－１，ｈ′ｎ如式（３），ｈｎ 如式（４）．转步 ６．

步 ６　 若 ‖δ ｎ＋１‖２ ≤ Δ，则取 δ∗ ＝ δ ｎ － ρ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１， 其中

　 　 ρ ＝ （ｂ － ｂ２ － ａｃ）ａ －１， ａ ＝ δ Ｔ
ｎ＋１（（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１） ２δ ｎ＋１，

　 　 ｂ ＝ δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１， ｃ ＝ ‖δ ｎ‖２
２ － Δ２，

停止计算．否则，令 ｎ ｎ ＋ １， 转步 ５．

４　 数 值 实 验

将本文中改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线算法，运用 ＭＡＴＬＡＢ 进行数值实验．采用文献［９］中的测

试函数 １ 和测试函数 ２，针对不同的信赖域半径 Δ，选取 γ ＝ ０．３，并与文献［９］中提出的隐式分

段折线法进行数值结果比较，结果分别列在表 １～４ 中．
其中， Δ 表示信赖域半径，ｔ表示求解子问题所用的时间，ｎ 表示迭代次数，ｑ 表示最优解的

函数值，ＩＰＤ 表示隐式分段折线法，ＩＩＰＤ 表示改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法， ｔＩＰＤ 表示隐式分段折线

法所用的时间，ｔＩＩＰＤ 表示改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法所用的时间， ｎＩＰＤ 表示隐式分段折线法的迭

代次数，ｎＩＩＰＤ 表示改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法的迭代次数， ｑＩＰＤ 表示隐式分段折线法求得的最优

解的函数值，ｑＩＩＰＤ 表示改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法求得的最优解的函数值．测试函数为

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ １：　 ｍｉｎ ｑｋ（ｓ） ＝
－ １０
－ １０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

ｓ ＋ １
２

ｓＴ
１ ０
０ ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｓ，　 　 ｓ．ｔ．‖ｓ‖２ ≤ Δ； （９）

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２：　 ｍｉｎ ｑｋ（ｓ） ＝

－ １０
０
０

－ １０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

ｓ ＋ １
２

ｓＴ

１ ０ ０ ０
０ ５ ０ ０
０ ０ １０ ０
０ ０ ０ ２０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｓ，

　 　 ｓ．ｔ．‖ｓ‖２ ≤ Δ ． （１０）
对于式（９），

　 　 ‖Ｂ －１ｇ‖２ ＝ １０．２０；
对于式（１０），

　 　 ‖Ｂ －１ｇ‖２ ＝ １０．０２．
由表 １～４ 可以得出，在信赖域半径较小时，本文提出的改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法要比隐式

分段折线法的计算速度快，迭代次数少，且在计算结果的精确度上与之相近．对于式（９），当信

赖域半径 ４ ≤ Δ ≤ ７．２ 时，改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法求得的信赖域子问题（１）的最优值要比隐

式分段折线法的好，当信赖域半径 １ ≤ Δ ≤２．３６ 及 ８ ≤ Δ ≤８．５ 时，本文算法不如隐式分段折

线法的结果好；对于式（１０），当 ３ ≤ Δ ≤ ７ 时，本文算法比隐式分段折线法的结果好，当 ０．３ ≤
Δ ≤ １ 及 ７．３ ≤ Δ ≤ ８．３ 时，隐式分段折线法的结果较好．
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表 １　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ １ 最优解的数值结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ １

Δ
ｑ

ｑＩＰＤ ｑＩＩＰＤ ｑＩＰＤ － ｑＩＩＰＤ

１ －１２．７０６ ４９２ －９．９８４ ０２０ －２．７２２ ４７２

１．５ －１８．２０９ ８２６ －１６．９９５ ４８２ －１．２１４ ３４４

２．３６ －２６．６０５ ４０２ －２６．３４９ ３０４ －０．２５６ ０９８

４ －３９．５３６ ８７４ －３９．５６２ ０８５ ０．０２５ ２１１

４．３ －４１．５２０ ２８０ －４１．５４９ ７８７ ０．０２９ ５０７

５ －４５．７２５ ８４５ －４５．７５４ ３７０ ０．０２８ ５２５

５．４ －４７．８７１ ６９６ －４７．８９５ ２６９ ０．０２３ ５７３

６．３ －５２．０３６ ９５２ －５２．０４７ ８９７ ０．０１０ ９４５

６．５ －５２．８４０ ７５４ －５２．８４８ ７１９ ０．００７ ９６５

７ －５４．６５８ ４６８ －５４．６６０ ７２２ ０．００２ ２５４

７．２ －５５．３０９ ８５５ －５５．３１０ １６２ ０．０００ ３０７

８ －５７．４８６ ７４６ －５７．４８５ ６２９ －０．００１ １１７

８．５ －５８．５０２ ３８０ －５８．５０２ ２４２ －０．０００ １３８

９．５ －５９．７４７ ８２１ －５９．７４８ １２６ ０．０００ ３０５

≥１０．２０ －６０ －６０ ０

表 ２　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ １ 的运行时间及迭代次数结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ １

Δ
ｔ

ｔＩＰＤ ｔＩＩＰＤ ｔＩＰＤ － ｔＩＩＰＤ

ｎ
ｎＩＰＤ ｎＩＩＰＤ

１ ０．０３６ ７０４ ０．０１８ ８６３ ０．０１７ ８４１ ５２ １４

１．５ ０．０４０ ３５０ ０．０１９ ６７６ ０．０２０ ６７４ ３３ １０

２．３６ ０．０４２ ４９４ ０．０２０ １８３ ０．０２２ ３１１ １９ ８

４ ０．０４３ ５７９ ０．０２０ ５６０ ０．０２３ ５１９ １０ ６

４．３ ０．０４４ ４７０ ０．０２０ ９３５ ０．０２３ ５３５ ９ ６

５ ０．０４５ ２２９ ０．０２１ ２４８ ０．０２３ ９８１ ７ ５

５．４ ０．０４５ ８４４ ０．０２１ ５５９ ０．０２４ ２８５ ６ ５

６．３ ０．０４６ ２９５ ０．０２１ ８０９ ０．０２４ ４８６ ５ ４

６．５ ０．０４６ ８５７ ０．０２２ ０５９ ０．０２４ ７９８ ５ ４

７ ０．０４７ ２１８ ０．０２２ ３０９ ０．０２４ ９０９ ４ ４

７．２ ０．０４７ ５５１ ０．０２２ ５５９ ０．０２４ ９９２ ４ ４

８ ０．０４８ ６８７ ０．０２３ ３２０ ０．０２５ ３６７ ３ ３

８．５ ０．０４８ ９５９ ０．０２３ ５２０ ０．０２５ ４３８ ３ ３

９．５ ０．０４９ ９３２ ０．０２４ ２２４ ０．０２５ ７０８ ２ ２

１０．２０ ０．０４９ ９８９ ０．０２４ ２６８ ０．０２５ ７２１ １ １

　 　 而当信赖域半径 Δ ＝ ‖Ｂ －１ｇ‖２ 时，两种方法求得的结果一样．因此，本文提出的改进的隐

式 Ｅｕｌｅｒ 切线法很好地近似了最优曲线，且比隐式分段折线法的迭代次数少，计算时间短，是

１５３一种改进的隐式 Ｅｕｌｅｒ 切线法



有效可行的．
表 ３　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２ 最优解的数值结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２

Δ
ｑ

ｑＩＰＤ ｑＩＩＰＤ ｑＩＰＤ － ｑＩＩＰＤ
０．３ －３．８２５ ６４９ －２．１０１ ７１７ －１．７２３ ９３２
１ －１１．１８６ ９０５ －１１．０４５ ９９１ －０．１４０ ９１４
３ －２７．７３３ ２４３ －２７．７３３ ６６１ ０．０００ ４１８
３．５ －３１．１５８ ７０４ －３１．１６０ ０８６ ０．００１ ３８２
４ －３４．３２２ ８０５ －３４．３２４ ２６２ ０．００１ ４５７
４．５ －３７．２２９ ０１７ －３７．２３０ ２６８ ０．００１ ２５１
５ －３９．８７９ ４９０ －３９．８８０ ４３６ ０．０００ ９４６
５．７ －４３．１６３ １８９ －４３．１６３ ７１６ ０．０００ ５２７
５．８ －４３．５９１ ７４９ －４３．５９２ ２３４ ０．０００ ４８５
６．３ －４５．５８３ ０２３ －４５．５８３ ２６６ ０．０００ ２４３
６．５ －４６．３０８ ８８１ －４６．３０９ ０３８ ０．０００ １５７
７ －４７．９４７ １１９ －４７．９４７ １３０ ０．０００ ０１１
７．３ －４８．８０９ ２５８ －４８．８０９ ２０８ －０．０００ ０５０
８．３ －５１．０２９ ４５４ －５１．０２９ ４５０ －０．０００ ００４
９ －５１．９８６ ０６３ －５１．９８６ ０７４ ０．０００ ０１１

≥１０．０２ －５２．５ －５２．５ ０

表 ４　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２ 的运行时间及迭代次数结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２

Δ
ｔ ／ ｓ

ｔＩＰＤ ｔＩＩＰＤ ｔＩＰＤ － ｔＩＩＰＤ

ｎ
ｎＩＰＤ ｎＩＩＰＤ

０．３ ０．０３６ ７７６ ０．００６ ０８１ ０．０３０ ６９５ １７３ ３６
１ ０．０４３ ２８８ ０．００７ ７４４ ０．０３５ ５４４ ４６ １０
３ ０．０４５ ０９１ ０．００８ ８５５ ０．０３６ ２３６ １３ ７
３．５ ０．０４６ ５５１ ０．００９ ８０２ ０．０３６ ７４９ １１ ６
４ ０．０４７ ７０１ ０．０１０ ７３９ ０．０３６ ９６２ ９ ６
４．５ ０．０４８ ７１０ ０．０１１ ５５０ ０．０３７ １６０ ８ ５
５ ０．０４９ ６０２ ０．０１２ ４２７ ０．０３７ １７５ ７ ５
５．７ ０．０５０ ２３３ ０．０１３ １２１ ０．０３７ １１２ ５ ４
５．８ ０．０５０ ８５７ ０．０１３ ７６４ ０．０３７ ０９３ ５ ４
６．３ ０．０５１ ４６４ ０．０１４ ４０５ ０．０３７ ０５９ ５ ４
６．５ ０．０５１ ９５８ ０．０１５ ０３４ ０．０３６ ９２４ ４ ４
７ ０．０５２ ４９９ ０．０１５ ６６２ ０．０３６ ８３７ ４ ４
７．３ ０．０５３ ２０２ ０．０１６ １１３ ０．０３７ ０８９ ４ ３
８．３ ０．０５３ ５５１ ０．０１６ ５６５ ０．０３６ ９８６ ３ ３
９ ０．０５３ ８４８ ０．０１６ ９８６ ０．０３６ ８６２ ２ ２

１０．０２ ０．０５３ ８９９ ０．０１７ ０６６ ０．０３６ ８３３ １ １

　 　 本文值得进一步研究的内容：
 只从计算结果好坏的角度来看，整体上本文算法要比文献［９］提出的算法计算结果优，

且在信赖域半径相对较小时尤为明显，但也有一些情况本文算法的计算结果较劣．对于出现上

述结果的原因可以从以下几个方面进行分析探讨：
① 可从文中的假设条件着手，考虑是否与所选取的测试函数有关，不同的测试函数有不

２５３ 王　 希　 云　 　 　 贾　 新　 辉　 　 　 王　 子　 豪



同的梯度 ｇ 和 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵 Ｂ， 研究不同的测试函数的假设条件右端值的不同，从而研究造成

上述结果的原因；
② 可选取不同的 γ 值进行数值实验，分析是否为原因．
 本文算法最大的优势是计算速度快，对于求解大型信赖域子问题时可节约成本，可考

虑对于信赖域整体算法是否更具优势，值得进一步研究．
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