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摘要：　 提出了一种新型无网格法，即无网格介点（ＭＩＰ）法．ＭＩＰ 法采用移动最小二乘核近似，有利

于提高数值方法的计算稳定性，而且算法更为简便．ＭＩＰ 法采用局部介点近似技术，使得这种方法

不仅具有一般的 ｈ 适应性，而且具有 ｐ⁃ｄ 适应性，从而使方法在数值实施上更具有灵活性．数值算

例结果表明，ＭＩＰ 法具有计算简单，效率高，精度高的优点，而且显示出对多种求解问题具有广泛

适用的特性．
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引　 　 言

无网格法是一种基于散点信息求解偏微分方程问题的数值方法．相比于有限元法、差分法

等传统的基于网格求解的数值方法，无网格法可减少、甚至完全免除对网格的依赖．该方法的

近似函数通过节点构造，节点单元的增减更为自由灵活，其数值求解在自适应分析、大变形、结
构破坏等问题中体现出独特的优越性［１］ ．无网格法的起源可追溯到 ２０ 世纪 ７０ 年代［２］，早期研

究较为活跃的方法有广义有限差分法（ＧＦＤＭ） ［３⁃５］ 和光滑粒子流体动力学（ＳＰＨ）法［６⁃７］ ．无网

格法作为一类独立的数值方法研究分支，直到 ２０ 世纪末的最后几年才真正开始被关注，Ｂｅ⁃
ｌｙｔｓｃｈｋｏ 等于 １９９６ 年发表的一篇关于无网格法研究的综述［８］，引起了计算力学界的普遍关注，
并直接引发了一轮无网格法研究的热潮．

当代无网格法的研究以弱式方法的兴起为主要特征，其中以扩散单元法（ＤＥＭ） ［９］、无网

格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）（ＥＦＧ）法［１０］和无网格局部 Ｐｅｔｒｏｖ（彼得洛夫）⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ＭＬＰＧ）法［１１］最具

代表性．弱式无网格法采用积分运算，降低了对近似函数的求导运算阶数，可避免高阶导数近

似误差，从而有效提高了数值方法的求解精度和稳定性．然而弱式方法也有其自身的局限性，
比如以 ＥＦＧ 法为代表的全局弱式方法，需要依赖背景网格，这不仅丧失了无网格特征的纯粹
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性，也增加了其数值实施的复杂性．以 ＭＬＰＧ 法为代表的局部弱式法，不需要背景网格，这体现

了弱式方法的一大进步．然而局部弱式法需要在局部域及其与全局域相交互的边界上执行积

分运算，这不仅计算量大，在数值实施上较为复杂，而且难以处理具有不规则边界的问题［１２］ ．
基于配点技术的强式无网格法具有数值实施简单，计算高效，易于处理不规则边界问题等

优点．然而强式方法的精确性和稳定性在一些特殊问题中有时难以保证，其计算“普适性”一直

是需要解决的问题．新近的研究结果表明，合理应用介点，可提高无网格法的收敛性［１］ ．基于该

介点原理的阐述，本文将提出一种具有 ｈ⁃ｐ⁃ｄ 适应性的无网格法，即无网格介点法，并将通过

一些数值验证，检验其计算效果及求解适应性．

１　 移动最小二乘核近似（ＭＬＳｃ）
移动最小二乘近似（ＭＬＳ）法被广泛应用于构造无网格近似函数［９⁃１０］ ．然而，进一步研究表

明，ＭＬＳ 法具有潜在的不稳定性，一种简单而有效的改进方法就是用核基函数 ｐ（ｘ － ｘ∗） 代替

普通基函数 ｐ（ｘ） ．为了与传统的 ＭＬＳ 法相区别，这种使用核基函数的 ＭＬＳ 近似被称为 ＭＬＳ
核近似（ＭＬＳｃ） ［１３］ ．由多项式核基函数 ｐ（ｘ － ｘ∗） 重构的 ＭＬＳｃ 近似函数 ｕ（ξ） ≡ ｕ（ｘ － ｘ∗） 将

具有更为纯粹的局部近似特性，如图 １ 所示．

图 １　 移动最小二乘核近似（ＭＬＳｃ）图示

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｖｉｎｇ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｃｏｒｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ （ＭＬＳｃ）

ＭＬＳｃ 中用完备多项式表示的近似公式写为

　 　 ｕ∗（ｘ） ≈ ｕ∗（ｘ － ｘ∗） ＝ ｐＴ
∗（ｘ － ｘ∗）ａ（ｘ － ｘ∗），　 　 ∀ｘ ∈ ΩＳ（ｘ∗）， （１）

式中， ｘ∗ 表示目标点或计算点，ｕ∗（ｘ） ≡ ｕ（ｘ∗） 为目标场函数，ｕ∗（ｘ － ｘ∗） 为近似函数，
ｐＴ

∗（ｘ － ｘ∗） 为多项式核基函数向量，ａ（ｘ － ｘ∗） 为系数向量．ＭＬＳｃ 基于散点集 { ｘＪ } Ｎ
Ｊ ＝ １（∀ｘＪ

∈ ΩＳ（ｘ∗）） 构造如下离散加权 Ｌ２ 范数：

　 　 Ｆ（ａ） ＝ ∑Ｎ

Ｊ ＝ １
ｗＪ（ｘ － ｘ∗）［ｐＴ

Ｊ（ｘ － ｘ∗）ａ（ｘ － ｘ∗） － ｕＪ］ ２， （２）

式中， ｕＪ ≡ ｕＪ（ｘ），ｗＪ（ｘ － ｘ∗） 为权函数，可以选用的权函数有多种形式，本文中选用 Ｇａｕｓｓ 型
权函数，即

　 　 ｗ（ｘ － ｘ∗） ＝ ｅｘｐ － α·
‖ｘ － ｘ∗‖

ｒＳ
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其中， ｒＳ 为局部域ΩＳ 的半径尺度，α为形状参数，本文对其取值为α ＝ ２．５．对式（２） 定义的范数

求其最小值，即令 ∂Ｆ ／ ∂ａ ＝ ０， 则可解得

　 　 ａ（ｘ － ｘ∗） ＝ Ａ －１（ｘ － ｘ∗）Ｂ（ｘ － ｘ∗）ｕ， （３）
其中
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Ａ（ｘ － ｘ∗） ＝ ∑Ｎ

Ｊ ＝ １
Ａ
－

Ｊ（ｘ － ｘ∗），

Ａ
－

Ｊ（ｘ － ｘ∗） ＝ ｗＪ（ｘ － ｘ∗）ｐＪ（ｘ － ｘ∗）ｐＴ
Ｊ（ｘ － ｘ∗），

{ （４）

　 　 Ｂ（ｘ － ｘ∗） ＝ ［Ｂ
－

Ｊ（ｘ － ｘ∗）］ Ｎ
Ｊ ＝ １， Ｂ

－

Ｊ（ｘ － ｘ∗） ＝ ｗＪ（ｘ － ｘ∗）ｐＪ（ｘ － ｘ∗）， （５）
式中 ［·］ Ｎ

Ｊ ＝ １ 表示按脚标符号 Ｊ 从 １ 到 Ｎ 顺序排列的行矩阵，并有 ｕＴ ＝ ［ｕＪ］ Ｎ
Ｊ ＝ １ ．

将式（３）代入式（１），则得到 ＭＬＳｃ 的近似函数公式，写为

　 　 ｕ∗（ｘ － ｘ∗） ＝ ｐＴ
∗（ｘ － ｘ∗）Ａ －１（ｘ － ｘ∗）Ｂ（ｘ － ｘ∗）ｕ ＝ ∑Ｎ

Ｊ ＝ １
ϕＪ（ｘ）ｕＪ， （６）

其中， ϕＪ（ｘ） 即为 ＭＬＳｃ 形函数，并定义为

　 　 ϕＪ（ｘ） ≡ ϕＪ（ｘ － ｘ∗） ＝ ｐＴ
∗（ｘ － ｘ∗）［Ａ

－ －１
Ｊ （ｘ － ｘ∗）Ｂ

－

Ｊ（ｘ － ｘ∗）］， （７）
其一阶导数 ϕＪ，ｉ 和二阶导数 ϕＪ，ｉｉ 分别写为

　 　
ϕＪ，ｉ（ｘ）
ϕＪ，ｉｉ（ｘ）{ } ＝

ｐＴ
∗，ｉ（ｘ － ｘ∗）

ｐＴ
∗，ｉｉ（ｘ － ｘ∗）{ } ［Ａ

－ －１
Ｊ （ｘ － ｘ∗）Ｂ

－

Ｊ（ｘ － ｘ∗）］， （８）

更一般的形式， ϕＪ（ｘ） 的 ｄ 阶导数写为

　 　 ϕ（ｄ）
Ｊ （ｘ） ＝ ［ｐＴ

∗（ｘ － ｘ∗）］ （ｄ）［Ａ
－ －１
Ｊ （ｘ － ｘ∗）Ｂ

－

Ｊ（ｘ － ｘ∗）］， （９）
由式（８）和（９）可看出，在该导数计算公式中，系数函数 ａ（ｘ － ｘ∗） 不必参与导数运算．这种处

理不仅使算法更为简洁，而且更适用于本文的方法．

２　 局部介点近似技术

无网格介点法的核心策略就是使用了一种“局部介点近似技术”，如图 ２ 所示．对计算节点

ｘＩ，根据周边场节点信息严格定义其局部域 Ω Ｉ
Ｌ ．数值实施中，局部介点云（图 ２（ｂ）中“＋”表示

的点集）采用标准模板的方式通过局部坐标平移、尺度缩放和全局边界裁剪的方式布设在局

部域 Ω Ｉ
Ｌ 上．局部介点云模板通过合理设计，在满足文献［１３］给出的“第二几何条件”基础上可

实现效率与精确性的平衡．此外，局部介点云的疏密设置是相对自由的，其对应于ＭＬＳｃ 的核基

函数 ｐ（ｘ － ｘ∗） 次数可更为灵活地选用，即赋予其具有 ｐ适应性，对一般 ２阶偏微分方程问题，
建议局部域 Ω Ｉ

Ｌ上近似采用 ３ 次核基函数 ｐ（ｘ － ｘ∗） ．
局部介点近似中，计算节点 ｘＩ 的场变量通过其局部域 Ω Ｉ

Ｌ 上的介点执行近似，即

　 　 ｕＩ（ｘ） ＝ ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １
ϕｐ（ｘ）ｕｐ，　 　 ｏｎ Ω Ｉ

Ｌ， （１０）

而任意一介点 ｘｐ 的场变量通过其覆盖域 Ω ｐ
Ｃ 上的场节点集 { ｘＪ } 执行近似，即

　 　 ｕｐ ≈ ｕｐ（ｘ） ＝ ∑ＮＪ

Ｊ ＝ １
ϕＪ（ｘ）ｕＪ，　 　 ｏｎ Ω ｐ

Ｃ ． （１１）

将式（１１）代入式（１０），则有

　 　 ｕＩ（ｘ） ＝ ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ϕｐ（ｘ）ϕＪ（ｘ）ｕＪ， （１２）

对于一般的低阶导数近似，其 ｄ 阶导数近似公式写为

　 　 ｕ（ｄ）
Ｉ （ｘ） ＝ ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ϕ（ｄ）

ｐ （ｘ）ϕＪ（ｘ）ｕＪ ． （１３）

由式（１２）的构造特点，对于高阶导数问题或一些特殊问题，还可以建立其导数分配机制，即将

导数运算分别作用于局部域 Ω Ｉ
Ｌ 上的近似函数和覆盖域 Ω ｐ

Ｃ 上的近似函数．本文将这种导数运

算较为自由地分配在不同近似空间的计算规则定义为 “ｄ 适应性”，其 ｄ 阶导数近似公式更一

般的形式应改写为
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　 　 ｕ（ｄ）
Ｉ （ｘ） ＝ ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ϕ（ｄ－α）

ｐ （ｘ）ϕ（α）
Ｊ （ｘ）ｕＪ，　 　 α ≤ ｄ ／ ２． （１４）

可见，计算节点 ｘＩ 的场变量的近似是在其支撑域 Ω Ｉ
Ｓ 上分两步完成，如图 ２（ｂ）所示，而支撑域

Ω Ｉ
Ｓ 是各介点 ｘｐ 对应的覆盖域 Ω ｐ

Ｃ 的并集，即 Ω Ｉ
Ｓ ＝∪Ｎｐ

Ω ｐ
Ｃ ．

（ａ） 近似逻辑链 （ｂ） 局部近似的覆盖

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏｇｉｃａｌ ｌｉｎｋ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｖｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

图 ２　 局部介点近似

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｉｎｔｅｒｖｅｎｔｉｏｎ⁃ｐｏｉｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

此外，需提及的是，Ｂｒｅｉｔｋｏｐｆ 等提出双网格扩散配点（ＤＧＤＣ）法［１４］时，采用了“两步近似”
技术，这与前述的局部介点近似技术有一定相似性．这两种近似技术主要体现为两点区别： １）
局部介点近似中介点是局部而临时设置的，而两步近似中其“赋值点”是全局而固定设置的；
２） 局部介点近似中有严格的局部域设定，而两步近似中并没有严格的局部域概念．相比于两

步近似，局部介点近似采用合理设计的介点云模板和严格的局部域尺度设定，一方面更有利于

保证其近似精确性和稳定性，另一方面可以赋予数值方法具有 ｐ⁃ｄ 适应性，使数值方法更具灵

活性和适用性，此外，近似计算中不需要全局搜索邻近的介点，从而有利于提高计算效率．

３　 无网格介点（ＭＩＰ）法
无网格介点法（ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｉｎｔｅｒｖｅｎｔｉｏｎ⁃ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＭＩＰ ｍｅｔｈｏｄ）正是基于上述 ＭＬＳｃ 近似

法和局部介点近似技术而实现．为了进一步阐述其数值实施过程，考虑一般 ２Ｄ 弹性体静力学

问题，在问题域 Ω 上的平衡方程为

　 　 ＬＴσ（ｘ） ＝ ｂ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω， （１５）
给定边界条件为

　 　
ｎ·σ（ｘ） ＝ ｔ－（ｘ）， ｘ ∈ Γ ｔ，

ｕ（ｘ） ＝ ｕ－（ｘ）， ｘ ∈ Γｕ，
{ （１６）

式中， Γ ｔ 为应力边界，Γｕ 为位移边界，σ（ｘ） ＝ ［σ ｘ σ ｙ τ ｘｙ］ Ｔ 为应力向量，ｂ（ｘ） 为已知的体

力向量，ｕ（ｘ） 为位移向量，ｎ为边界的外法向向量，ｔ－（ｘ） 为给定的外力向量，ｕ－（ｘ） 为给定的位

移约束向量，Ｌ 为微分算子，并有

　 　 Ｌ ＝
∂ ／ ∂ｘ ０ ∂ ／ ∂ｙ
０ ∂ ／ ∂ｙ ∂ ／ ∂ｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

．
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对应于本问题，ＭＩＰ 法的数值离散如图 ３ 所示．可见，局部介点近似技术仅用于问题域内

和应力边界上的导数近似问题，而位移边界上无需采用这种特别的近似技术．用 Ｄ 表示材料常

数矩阵，ε（ｘ） ＝ ［ε ｘ ε ｙ γ ｘｙ］ Ｔ 表示应变向量．将本构方程 σ（ｘ） ＝ Ｄε（ｘ） 和应变⁃位移方程

ε（ｘ） ＝ Ｌｕ（ｘ）， 以及式（１２）代入式（１５）左边， 则有

　 　 ＬＴσ（ｘ） ＝ ＬＴＤε（ｘ） ＝ ＬＴＤＬｕ（ｘ） ＝

　 　 　 　 ＬＴＤＬ
ｕｘ（ｘ）

ｕｙ（ｘ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≈ ＬＴＤＬ

∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ϕｐ（ｘ）ϕＪ（ｘ）ｕｘＪ

∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ϕｐ（ｘ）ϕＪ（ｘ）ｕｙＪ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

　 　 　 　 ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ＬＴＤＬϕｐ（ｘ）üþ ýï ï ï ï

Ａｐ

ϕＪ（ｘ）
ｕｘＪ

ｕｙＪ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１７）

由上式可发现，微分算子 Ｌ两次作用于局部域 Ω Ｉ
Ｌ 上，Ａｐ 矩阵中将产生 ２ 阶导数运算．而在覆盖

域 Ω ｐ
Ｃ 上，不会执行导数运算，故可将该离散形式称为“Ｌ２Ｃ０”型，Ｌ 表示局部域 Ω Ｉ

Ｌ， 紧随其后

的数字表示该域上的导数运算阶数，Ｃ 表示覆盖域 Ω ｐ
Ｃ， 紧随其后的数字亦表示该域上的导数

运算阶数．由式（１４）定义的 ｄ 适应性，还可给出式（１７）的对应的“Ｌ１Ｃ１”型离散形式，即

　 　 ＬＴσ（ｘ） ＝ ＬＴＤＬ
ｕｘ（ｘ）

ｕｙ（ｘ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≈ ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ＬＴϕｐ（ｘ）}

ＢＴｐ

Ｄ ＬϕＪ（ｘ）}

ＢＪ

ｕｘＪ

ｕｙＪ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１８）

同理，式（１６）中的应力边界方程等号左边可推导出：

　 　 ｎ·σ（ｘ） ＝ ｎＤε（ｘ） ＝ ｎＤＬｕ（ｘ） ≈ ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ｎＤ Ｌϕｐ（ｘ）}

Ｂｐ

ϕＪ（ｘ）
ｕｘＪ

ｕｙＪ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１９）

图 ３　 ＭＩＰ 法图示

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ＭＩＰ ｍｅｔｈｏｄ

对于此问题，ＭＩＰ 法的求解系统方程写为

　 　 Ｋ［２ｎ×２ｎ］·Ｕ［２ｎ×１］ ＝ Ｆ［２ｎ×１］， （２０）
式中， Ｋ 为系统刚度矩阵，Ｕ 为待求位移矩阵，Ｆ 为荷载矩阵，脚标表示对应矩阵的维度，其中，
ｎ 表示离散域的场节点数量．据式（１７） ～ （１９），可给出按场节点逐行组装的离散系统方程：

７１０１无网格介点法：一种具有 ｈ⁃ｐ⁃ｄ 适应性的无网格法



　 　 ＫＩＪ ＝

∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ＡｐϕＪ（ｘ）， Ｌ２Ｃ０，ｘＩ ∈ Ω，

ｏｒ　 ∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ＢＴ

ｐＤＢＪ， Ｌ１Ｃ１，ｘＩ ∈ Ω，

∑Ｎｐ

ｐ ＝ １∑
ＮＪ

Ｊ ＝ １
ｎＩＤＢｐϕＪ（ｘ）， ｘＩ ∈ Γ ｔ，

∑ＮＪ

Ｊ ＝ １
ＩＪ， ｘＩ ∈ Γｕ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２１ａ）

　 　 ＦＩ ＝

［ｂｘ（ｘ） ｂｙ（ｘ）］ Ｔ， ｘＩ ∈ Ω，

［ ｔ－ｘ（ｘ） ｔ－ｙ（ｘ）］
Ｔ， ｘＩ ∈ Γ ｔ，

［ｕ－ ｘ（ｘ） ｕ－ ｙ（ｘ）］
Ｔ， ｘＩ ∈ Γｕ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１ｂ）

式中

　 　 Ａｐ ＝ ＬＴＤＬϕｐ（ｘ） ＝

　 　 　 　 Ｅ
１ － ν ２

∂２ϕｐ（ｘ）
∂ｘ２

＋ １ － ν
２

∂２ϕｐ（ｘ）
∂ｙ２

１ ＋ ν
２

∂２ϕｐ（ｘ）
∂ｘ∂ｙ

１ ＋ ν
２

∂２ϕｐ（ｘ）
∂ｘ∂ｙ

∂２ϕｐ（ｘ）
∂ｙ２

＋ １ － ν
２

∂２ϕｐ（ｘ）
∂ｘ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （２２）

　 　 Ｂｐ ＝ Ｌϕｐ（ｘ） ＝
∂ϕｐ（ｘ） ／ ∂ｘ ０ ∂ϕｐ（ｘ） ／ ∂ｙ

０ ∂ϕｐ（ｘ） ／ ∂ｙ ∂ϕｐ（ｘ） ／ ∂ｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

， （２３）

　 　 ＢＪ ＝ ＬϕＪ（ｘ） ＝
∂ϕＪ（ｘ） ／ ∂ｘ ０ ∂ϕＪ（ｘ） ／ ∂ｙ

０ ∂ϕＪ（ｘ） ／ ∂ｙ ∂ϕＪ（ｘ） ／ ∂ｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

， （２４）

　 　 ＩＪ ＝
ϕＪ（ｘ） ０

０ ϕＪ（ｘ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｎＩ ＝

ｎｘ ０ ｎｙ

０ ｎｙ ｎｘ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ

， Ｄ ＝ Ｅ
１ － ν ２

１ ν ０
ν １ ０
０ ０ （１ － ν） ／ ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，

（２５）
其中， Ｅ，ν 分别为弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．从以上 ＭＩＰ 法离散系统方程的推演可以看出，
其离散方程很容易从原始平衡方程得到，整体求解系统方程的组装简单而直接，程序结构非常

简洁，在实际应用和数值实施中很容易实现．

４　 数 值 算 例

４．１　 悬臂梁问题

先考虑一经典的悬臂梁算例， 如图 ４（ａ）所示．该问题存在如下解析解［１５］：

　 　

ｕｘ ＝ －
Ｐｙ
６ＥＩ

（６Ｌ － ３ｘ）ｘ ＋ （２ ＋ ν） ｙ２ － Ｄ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｕｙ ＝
Ｐ

６ＥＩ
３νｙ２（Ｌ － ｘ） ＋ （４ ＋ ５ν） Ｄ２ｘ

４
＋ （３Ｌ － ｘ）ｘ２é

ë
êê

ù

û
úú ，

σ ｘ ＝ －
Ｐ（Ｌ － ｘ）ｙ

Ｉ
，

σ ｙ ＝ ０，

τ ｘｙ ＝
Ｐ
２Ｉ

Ｄ２

４
－ ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２６）
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式中 Ｉ 为截面惯性矩， 并有 Ｉ ＝ Ｄ３ ／ １２．计算参数取值为

　 　 Ｄ ＝ ２， Ｌ ＝ １２， Ｐ ＝ ６ ， Ｅ ＝ １０４， ν ＝ １ ／ ３．
问题域采用 ９×２５ 个规则布点方案，共 ２２５ 个节点，如图 ４（ｂ）所示．

图 ５ 给出了数值解与精确解的比较计算结果，其中图 ５（ａ）为竖向位移解，图 ５（ｂ）为 ｘ 方

向的应力解．图中不仅给出 ＭＩＰ 法的 Ｌ２Ｃ０ 和 Ｌ１Ｃ１ 两种计算格式的比较，同时也给出了一般

配点方法的求解结果［１６］ ．由计算结果可以看出，在稀疏的规则场节点离散条件下，本文方法的

两种计算格式均能给出较为精确的数值求解结果，而且计算精度明显高于直接配点法．

（ａ） 结构模型 （ｂ） 节点布置

（ａ） Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｏｄａｌ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ
图 ４　 悬臂梁结构

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

（ａ） 竖向位移解 （ｂ） ｘ 方向的应力解

（ａ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｘ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｓｔｒｅｓｓ
图 ５　 悬臂梁问题数值解的比较

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｐｒｏｂｌｅｍ

４．２　 带圆孔的无限板问题

考虑一带圆孔的无限大板， 在 ｘ 方向受集度为 ｑ 的均布拉伸荷载．该问题存在如下解析

解［１５］：

　 　

ｕｒ ＝
ｑ
４η

ｒ κ － １
２

＋ ｃｏｓ（２θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　
ａ２

ｒ
１ ＋ （１ ＋ κ）ｃｏｓ（２θ）[ ] － ａ４

ｒ３
ｃｏｓ（２θ） ù

û
ú
ú ，

ｕθ ＝ ｑ
４η

（１ － κ） ａ２

ｒ
－ ｒ － ａ４

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｓｉｎ（２θ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２７）

９１０１无网格介点法：一种具有 ｈ⁃ｐ⁃ｄ 适应性的无网格法



　 　

σ ｘ（ｘ，ｙ） ＝ ｑ １ － ａ２

ｒ２
３
２

ｃｏｓ（２θ） ＋ ｃｏｓ（４θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３ａ４

２ｒ４
ｃｏｓ（４θ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

σ ｙ（ｘ，ｙ） ＝ － ｑ
ａ２

ｒ２
１
２

ｃｏｓ（２θ） － ｃｏｓ（４θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３ａ４

２ｒ４
ｃｏｓ（４θ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

τ ｘｙ（ｘ，ｙ） ＝ － ｑ
ａ２

ｒ２
１
２

ｓｉｎ（２θ） ＋ ｓｉｎ（４θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３ａ４

２ｒ４
ｓｉｎ（４θ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２８）

式中　 　 η ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

， κ ＝ ３ － ν
１ ＋ ν

．

利用该问题的结构对称特性，取有限结构的 １ ／ ４ 进行求解，结构参数及场节点离散方案如

图６（ａ）所示．本文计算参数取为： ｑ ＝ １．０，ａ ＝ １，ｂ ＝ ５，Ｅ ＝ １０３，ν ＝ ０．３．图 ６（ｂ）给出板中应力 σ ｘ

的数值求解结果和分布形态．
图 ７ 给出了应力的数值解与精确解的比较计算结果，从图 ７（ａ）的计算结果可以看出，ＭＩＰ

法的两种计算格式求解精度要明显高于普通配点法．为了便于分析数值解的求解误差，特给出

本文采用的误差函数

　 　 ｅ（ξ） ＝ （１ ／ Ｎ） ∑Ｎ

Ｉ ＝ １
（ξ ｎｕｍ － ξ ｅｘａ） ２

Ｉ ／∑Ｎ

Ｉ ＝ １
（ξ ｅｘａ） ２

Ｉ ， （２９）

式中，角标 Ｉ 表示分析路径上的场节点序列号，Ｎ 表示分析路径上的场节点数量，ξ ｎｕｍ 表示数值

解，ξ ｅｘａ 表示精确解．平均场节点间距用式 ｈ ＝ Ａａｒｅａ ／ （ ｎｎｏｄｅ － １） 确定，其中Ａａｒｅａ 表示求解域的

面积，ｎｎｏｄｅ 表示场节点数量．图 ７（ｂ）给出了数值法的求解误差比较，并据此分析其收敛性．从图

中可以看出，ＭＩＰ 法的收敛率线总是位于直接配点法的下面，说明 ＭＩＰ 法相比于普通配点法

具有更高的求解精度和更好的收敛性．计算结果初步表明，ＭＩＰ 法的两种求解格式中，Ｌ２Ｃ０ 求

解格式的计算精度和收敛性通常要优于 Ｌ１Ｃ１ 求解格式．

（ａ） 节点布置 （ｂ） 板中 ｘ 方向应力的分布

（ａ） Ｔｈｅ ｎｏｄａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｘ ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ
图 ６　 带圆孔无限板问题的离散模型和求解结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｈｏｌｅ

４．３　 轴对称薄板问题

考虑一周边简支圆板， 圆板上表面施加集度为 ｑ， 指向 ｚ 轴负方向的轴向均布荷载， 如图

８（ａ）所示．该问题具有轴对称性，可以简化为平面问题求解分析，即求解域的离散只需选取一

个对称面即可，如图中给出的任意轴对称面 Ｓ， 该求解域的节点离散如图 ８（ｂ）所示．
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（ａ） 应力解的比较 （ｂ） 求解误差和收敛性

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
图 ７　 带孔无限板问题的数值解比较

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｈｏｌｅ

（ａ） 结构模型 （ｂ） 轴对称面节点离散

（ａ） Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｎｏｄａｌ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｒｅａ
图 ８　 轴对称薄板问题的结构模型和离散方案

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａｎ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ

此处，需特别说明，轴对称问题的控制方程为［１７⁃１９］

　 　

１
ｒ

∂（ ｒσ ｒ）
∂ｒ

－
σ θ

ｒ
＋

∂τ ｒｚ

∂ｚ
＋ ｂｒ ＝ ０，

∂σ ｚ

∂ｚ
＋ １

ｒ
∂（ ｒτ ｒｚ）

∂ｒ
＋ ｂｚ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３０）

可见上式不同于式（１５），因此，其对应的 ＭＩＰ 法离散方程也不同于式（２１），但很容易通过式

（３０）推导出，此处不予赘述．该轴对称薄板问题存在解析解［１５］：

　 　
ｕｚ ＝

３ｑ（１ － ν ２）
１２８Ｅｃ３

ｒ４ － ３ ＋ ν
１ ＋ ν

２ａ２ｒ２ ＋ ５ ＋ ν
１ ＋ ν

ａ４é

ë
êê

ù

û
úú ，

σ ｒ ＝ ｑ
２ ＋ ν

８
ｚ３

ｃ３
－ ３（３ ＋ ν）

３２
ｒ２ｚ
ｃ３

－ ３
８

２ ＋ ν
５

ｚ
ｃ

＋ ３（３ ＋ ν）
３２

ａ２ｚ
ｃ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３１）

本文对该问题的计算参数取值为： ａ ＝ ２，２ｃ ＝ ０．１２， Ｅ ＝ ７．０ × １０５， ν ＝ １ ／ ３， ｑ ＝ １００．对于该问

题，弱式方法通常能给出理想的解答［１７⁃１９］，但一般强式方法很难处理该问题．
ＭＩＰ 法求解这一问题，应当采用 Ｌ１Ｃ１ 计算格式．为了更全面了解本文方法对于该问题的

求解精度和计算效率，故将 ＭＬＰＧ 法的求解结果也列入比较［１９］，如图 ９ 所示．由计算结果可以

看出，ＭＩＰ 法对该问题能够给出精确解答，其求解精度与 ＭＬＰＧ 法相当，然而，直接配点法求解

该问题是严重失真的．实际上，即便采用更稠密的节点离散方案，直接配点法的求解都是完全

１２０１无网格介点法：一种具有 ｈ⁃ｐ⁃ｄ 适应性的无网格法



发散和不收敛的，可以说对于此类问题，直接配点法是不适用的．

（ａ） 位移解 （ｂ） 应力解

（ａ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｚ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｓｔｒｅｓｓ
图 ９　 轴对称薄板的数值解

Ｆｉｇ． ９　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａｎ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ

为了进一步考察 ＭＩＰ 法的计算效率，表 １ 给出了 ＭＩＰ 法和 ＭＬＰＧ 法在求解该问题时的计

算机 ＣＰＵ 运算时间的比较，可以看出，ＭＩＰ 法的计算效率远高于 ＭＬＰＧ 法．
表 １　 ＭＩＰ 法与 ＭＬＰＧ 法数值求解耗时成本比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｃｏｓｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＩＰ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＭＬＰＧ ｍｅｔｈｏｄ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆｉｅｌｄ ｎｏｄｅｓ
ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｔ ／ ｓ

ＭＩＰ ｍｅｔｈｏｄ ＭＬＰＧ ｍｅｔｈｏｄ

１４７ ０．９３６ ７２５ ４．４８１ ７８５

２７３ １．８６４ ５３６ １０．１０１ ９４０

５３３ ３．９６３ ０８２ ２３．０４６ ０４７

７９３ ６．２３８ ０１５ ３７．７１６ ７９１

４．４　 Ｅｕｌｅｒ 梁问题

ＭＩＰ 法具有 ｐ 自适应性，这意味着该方法在求解高阶偏微分方程问题中有理论上的可能

性，为了验证这一设想，故引入该算例进行初步检验．受均布荷载作用的 Ｅｕｌｅｒ 梁问题如图 １０
所示．该问题是一个 ４ 阶微分方程问题，其平衡方程写为

　 　 ＥＩ·∂４ｕ（ｘ）
∂ｘ４

＝ ｑ（ｘ）， （３２）

式中， ｕ（ｘ） 表示 Ｅｕｌｅｒ 梁的挠度函数， ＥＩ 表示梁的弯曲劲度．该问题有如下解析解：

　 　 ｕ（ｘ） ＝ － ｑｘ
２４ＥＩ

（Ｌ３ － ２Ｌｘ２ ＋ ｘ３）， （３３）

式中的计算参数取值为

　 　 ＥＩ ＝ １０５， ｑ ＝ １， Ｌ ＝ １００．
其边界条件为 ｕｘ ＝ Ｌ（ｘ） ＝ ０，∂ｕ ／ ∂ｘ ｘ ＝ ０ ＝ － ｑＬ３ ／ （２４ＥＩ） ．另引入求解控制条件∂ｕ ／ ∂ｘ ｘ ＝ Ｌ ／ ２ ＝ ０．

本文求解该问题使用 ５１ 个节点进行 １Ｄ 离散．对于该 ４ 阶微分方程问题，利用 ＭＩＰ 的 ｄ 适

应性，可以有更多的计算格式，此处考虑 Ｌ２Ｃ２， Ｌ３Ｃ１ 和 Ｌ４Ｃ０ 这 ３ 种求解格式，计算结果如图

１１ 所示．可以看出，本文方法能对该问题给出较为合理的解答．而对这种高阶微分方程问题，通
常方法是不能直接进行求解的．
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图 １０　 Ｅｕｌｅｒ 梁
Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ

（ａ） 挠度解 （ｂ） 斜度解

（ａ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ （ｂ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ
图 １１　 Ｅｕｌｅｒ 梁的数值解

Ｆｉｇ．１１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｐｒｏｂｌｅｍ

５　 结论与讨论

无网格介点（ＭＩＰ）法的关键特征有两点，其一是使用了移动最小二乘核近似（ＭＬＳｃ）法来

构造无网格法形函数，其二是使用了“局部介点近似技术”来进行数值离散．ＭＬＳｃ 的使用，不仅

使近似计算更为简单，而且可显著提高近似计算的稳定性，有关理论阐释可参考文献［１３］．局
部介点近似技术的使用，使得局部域上近似计算可以更自由的选择基函数，并可构造出高阶连

续的近似函数，即近似计算是 ｐ 适应的；而且导数运算可在局部域和覆盖域上的近似计算中更

为自由地分配，即导数运算是 ｄ 适应的．所以，ＭＩＰ 法具有 ｈ⁃ｐ⁃ｄ 适应性，不仅增强了求解灵活

性，也意味着其求解适应能力更强．此外，对 ＭＬＳ 稳定和高效计算的研究中，复变量移动最小

二乘法是一项需要关注的研究进展［２０⁃２１］，将其代替 ＭＬＳｃ 用于本文的方法也是可以考虑的一

项后续研究内容．
ＭＩＰ 法是一种真正的无网格法，其离散系统方程的构造类似于配点法，仅需按节点组装，

数值实施简单而直接．ＭＩＰ 法相比于弱式方法，无需积分计算，无需任何背景网格或背景单元，
计算更加高效，而且很容易处理不规则边界问题，这一点是显然的．ＭＩＰ 法相比于一般配点法，
其求解精度更高．特别是对一些特殊问题，比如轴对称问题，一般配点法是不适用的，而 ＭＩＰ 法

却没有任何求解障碍．甚至于对一般数值方法无能为力的高阶微分方程求解问题，ＭＩＰ 法也有

获得合理解答的可能性．经过数值验证，表明 ＭＩＰ 法不仅具有计算简单、效率高、精度高的优

点，而且对多类求解问题具有“广泛适用”的潜在优势．

致谢　 作者衷心感谢道路结构与材料交通行业重点实验室（长沙）开放基金重点项目

（ＫＦＪ１２０２０１）对本文的资助．
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