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摘要：　 基于局部 Ｇａｕｓｓ 积分和梯形外推公式， 速度 ／压力空间采用最低等阶非协调元 ＮＣＰ１ ⁃Ｐ１ 逼

近， 针对非定常 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优控制问题，建立了一种全离散的非协调有限元局部稳定化

格式．该格式绕开了 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件的束缚，且在每一时间步上，只需要做线性计算，减少了计算量．证
明了该格式是无条件稳定的，给出了详细的误差分析．误差结果表明，该线性格式在时间上具有二

阶精度．
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引　 　 言

粘性不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ（简称 Ｎ⁃Ｓ）方程是流体运动的基本模型方程，有着极其重要

的实际应用背景，其数值模拟一直是计算流体力学热点问题．Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问题数值解在

海洋工程、天气预报、水利水电、地质勘探和航空航天等诸多领域同样具有重要物理意义，近年

来也受到了广泛关注［１］ ．
混合有限元方法是求解 Ｎ⁃Ｓ 方程的重要方法，由于 Ｎ⁃Ｓ 方程的复杂性决定了其数值模拟

存在许多困难，主要体现在两个方面： １） 要求速度 ／压力的逼近空间必须满足 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 稳定性

条件，而工程上计算方便的等阶元或低阶线性常数组合却不满足 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件； ２） Ｎ⁃Ｓ 方程为

非线性抛物方程，强烈的非线性容易引发非物理震荡，因此恰当的离散格式的选择尤为重要．
Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问题的混合有限元求解同样会遇到这些问题，而且由于控制变量的引入会

变得更加困难．
为了克服上述困难，近 ３０ 多年来，许多学者做了大量研究．针对第一方面的困难，为了绕

开 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件的束缚，许多稳定化方法相继被提出［２⁃１１］，如：最小二乘法、ＳＵＰＧ 方法、ＲＦＢ 方
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法、涡旋子格粘性法、投影（局部投影）稳定化方法等．最近 Ｌｉ 和 Ｈｅ［１２⁃１４］ 等基于局部 Ｇａｕｓｓ 积

分，提出了一类新的局部稳定化方法．该类稳定化方法，由于简单、高效且不需要引入稳定化参

数而受到关注［１２⁃１４］ ．然而，这些研究主要是针对最低等阶协调有限元空间 Ｐ １⁃Ｐ １ 或 Ｑ１⁃Ｑ１ ．相对

于协调元，非协调有限元由于单元自由度较小，满足局部守恒条件，且变量之间的关联仅在相

邻边的中点，所形成的方程未知数较少，进而更加利于并行求解．通常的非协调 Ｃｒｏｕｚｅｉｘ⁃Ｒａｖｉ⁃
ａｒｔ（Ｃ⁃Ｒ）元满足 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件，相比之下非协调 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 元在计算上，具有更加精确的优点，但
是却不满足 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件．因此文献［１５⁃１６］分别针对 Ｓｔｏｋｅｓ 方程和 Ｎ⁃Ｓ 方程，速度和压力离散

空间采用非协调 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 元进行逼近，结合局部 Ｇｕａｓｓ 积分，建立了新的非协调有限元局部稳

定化格式，成功地绕开了 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件对非协调 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 元的束缚．在文献［１５⁃１６］的基础上，
本文进一步将非协调有限元 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 进行拓展，结合局部 Ｇｕａｓｓ 积分，针对非定常 Ｎ⁃Ｓ 方程最

优控制问题，给出非协调有限元局部稳定化方法．
目前，有关 Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问题的有限元方法的研究工作主要是围绕数值解法和约束

条件展开的［１７⁃２１］，而相对来说其稳定化方法的研究较少．最近 Ｃｈｅｎ（陈刚）等［２２］ 针对 Ｏｓｅｅｎ 方

程最优控制问题，利用 ＳＵＰＧ 方法，给出了一种全离散稳定化方法．针对 Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问

题的有限元稳定化方法的研究较少，主要有 Ｂｒａａｃｋ［２３］ 和 Ｙｉｌｍａｚ［２４］ ．Ｂｒａａｃｋ［２３］ 用通常的局部投

影稳定化方法，只对定常 Ｎ⁃Ｓ 最优控制问题建立了离散格式，而未做稳定性分析和误差估计．
Ｙｉｌｍａｚ［２４］则是对非定常的 Ｎ⁃Ｓ 最优控制问题只给出了半离散格式．特别地，文献［２３⁃２４］中，速
度 ／压力空间都是采用协调有限元进行逼近．本文的目的在于：将非协调 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 元，应用于

Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问题，研究其非协调有限元稳定化方法．
针对第二方面的困难，许多精确高效的数值格式被给出， 如：Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式［２５］、

Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 外推格式［２６］和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 外推两级格式［２７］等．这些格式在时间上达到二阶

精度，但这些格式仍是非线性的，在很多情况下仍然失效．本文首次将外推公式用于全离散的

非定常 Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问题，建立的线性系统在时间上仍然具有二阶精度．
受上面讨论启发，本文结合局部 Ｇｕａｓｓ 积分，对速度 ／压力空间上采用在计算上表现更为

精确的非协调 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 元进行逼近，时间上首次采用外推公式进行离散，针对非定常 Ｎ⁃Ｓ 方程

最优控制问题，建立了一种全离散的非协调有限元局部稳定化格式．该格式成功地绕开了 ｉｎｆ⁃
ｓｕｐ 条件对非协调等阶元的限制，且在每一时间步上，只需要做线性计算，减少了计算量．给出

了详细的稳定性分析和误差估计．结果表明： 本文所建立的格式是无条件稳定的，且具有二阶

精度．

１　 预　 　 备

设 Ω ⊂ ＲＲ ２，ΩＵ ⊂ ＲＲ ２是有界的多边形区域，边界分别为 Γ ＝ ∂Ω，ΓＵ ＝ ∂ΩＵ ．用 ‖·‖ｍ 和

（·）ｍ 分别表示空间 Ｈｍ（Ω） 的范数和内积，‖·‖ｍ，Ｕ 和（·）ｍ，Ｕ 分别表示空间 Ｈｍ（ΩＵ） 的范数和

内积．特别地，（·，·） ＝ （·，·） ０，（·，·） Ｕ ＝ （·，·） ０，Ｕ ．
为了简单起见，记 Ｙ ＝ （Ｈ１

０（Ω）） ２，Ｒ ＝ Ｌ２
０（Ω），Ｕ ＝ （Ｌ２（ΩＵ）） ２，Ｖ ⊂ Ｕ 为有界凸集．

本文考虑如下的最优控制问题：

　 　 ｍｉｎ
（ｙ，ｕ）

Ｊ（ｙ，ｕ） ＝ １
２ ∫Ｑ（（ｙ（ｘ，ｔ） － ｙｄ（ｘ，ｔ）） ２ ＋ α（ｕ（ｘ，ｔ）） ２）ｄｘｄｔ， （１）

其状态方程为非定常 Ｎ⁃Ｓ 方程
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ｙｔ － λΔｙ ＋ （ｙ·Ñ）ｙ ＋ Ñｒ ＝ ｆ ＋ Ｂｕ， ｉｎ Ｑ，
Ñ·ｙ ＝ ０， ｉｎ Ｑ，
ｙ ＝ ０， ｏｎ ［０，Ｔ］ × Γ，
ｙ（ｘ，０） ＝ ｙ０（ｘ）， ｉｎ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

其中 Ｑ ＝ ［０，Ｔ］ × Ω，Ｔ ＞ ０，α 为正常数，ｙｄ ∈ Ｌ２（０，Ｔ；（Ｌ２（Ω）） ２） 为目标函数，ｙ（ｘ，ｔ） ∈ＲＲ ｄ为

速度，ｒ（ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ 为压力，ｕ ∈ （Ｌ２（ΩＵ）） ２ 为控制变量， ｆ（ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ ｄ为体力，λ ＝ Ｒｅ －１ 为黏性

系数，Ｒｅ 为 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ（雷诺） 数，Ｂ 是（Ｌ２（ΩＵ）） ２ 到（Ｌ２（Ω）） ２ 的连续线性算子．
仿照文献［２４］的方法，引入连续的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数

　 　 Ｌ（ｙ，ｕ，ｚ） ＝ Ｊ（ｙ，ｕ） － 〈ｙｔ － λΔｙ ＋ （ｙ·Ñ）ｙ ＋ Ñｒ － ｆ － Ｂｕ，ｚ〉
可得到一阶最优条件为

　 　

－ ｚｔ － λΔｚ － （ｙ·Ñ）ｚ ＋ （Ñｙ） Ｔｚ ＋ Ñｑ ＝ ｙ － ｙｄ， ｉｎ Ｑ，
Ñ·ｚ ＝ ０， ｉｎ Ｑ，
ｚ ＝ ０， ｏｎ ［０，Ｔ］ × Γ，
ｚ（ｘ，Ｔ） ＝ ０， ｉｎ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３）

且 （ｕ，ｚ） 满足

　 　 （αｕ ＋ Ｂ∗ｚ，ｕ － ｕ） Ｕ ≥ ０，　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ， （４）
其中 Ｂ∗ 是 Ｂ 的伴随算子，且 ｚ 有界．

根据以上记号和一阶最优条件（３）、（４），最优控制问题（１）、（２）的解，可以转化为求解如

下最优系统：求 （ｙ，ｒ，ｕ） ∈ Ｙ × Ｒ × Ｖ，（ｚ，ｑ） ∈ Ｙ × Ｒ，对任意的（ｗ，ϕ，ｕ） ∈ Ｙ × Ｒ × Ｖ， 使得

　 　

（ｙｔ，ｗ） ＋ Ａ（ｙ，ｒ；ｗ，ϕ） ＋ ｂ（ｙ；ｙ，ｗ） ＝ （ ｆ ＋ Ｂｕ，ｗ），
－ （ｚｔ，ｗ） ＋ Ａ（ｚ，ｑ；ｗ，ϕ） ＋ ｂ（ｚ；ｙ，ｗ） ＋ ｂ（ｙ；ｚ，ｗ） ＝ （ｙ － ｙｄ，ｗ），

（αｕ ＋ Ｂ∗ｚ，ｕ － ｕ） Ｕ ≥ ０，
（ｙ（ｘ，０），ｗ） ＝ （ｙ０，ｗ）， （ｚ（ｘ，Ｔ），ｗ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

其中 ｂ（ｗ，ｕ，ｖ） ＝ （ｗ·Ñｕ，ｖ） ／ ２ － （ｗ·Ñｖ，ｕ） ／ ２， 且

　 　 Ａ（ｙ，ｒ；ｗ，ϕ） ＝ ａ（ｙ，ｗ） ＋ ｄ（ｗ，ｒ） － ｄ（ｙ，ϕ），
　 　 ａ（ｙ，ｗ） ＝ λ（Ñｙ，Ñｗ）， ｄ（ｗ，ｒ） ＝ － （Ñ·ｗ，ｒ） ．
引理 １　 对任意的 ｗ，ｕ，ｖ ∈ Ｙ， 有

　 　
｜ ｂ（ｗ，ｕ，ｖ） ｜ ≤ Ｃ‖Ñｗ‖‖Ñｕ‖０‖Ñｖ‖０，

｜ ｂ（ｗ，ｕ，ｖ） ｜ ≤ Ｃ‖Ñｗ‖１ ／ ２
０ ‖ｗ‖１ ／ ２

０ ‖Ñｕ‖１ ／ ２
０ ‖ｕ‖１ ／ ２

０ ‖Ñｖ‖０ ．
{ （６）

由 Ｔａｙｌｏｒ 公式容易得到

引理 ２　 令 ｔｉ ＝ ｉΔｔ， Δｔ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ， ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ － １，Ｎ ＝ Ｔ ／ Δｔ， 记 ｔｉ ＋１ ／ ２ ＝ （ ｔｉ ＋１ ＋ ｔｉ） ／ ２．若
ψ（·，ｔ） 满足 ψ ｔ ∈ Ｌ２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）），则存在 θ １ ∈ （０，１） 使得

　 　
ψ（·，ｔｉ ＋１） － ψ（·，ｔｉ）

Δｔ ０

≤ ｃ‖ψ ｔ（·，ｔｎ＋θ１）‖０ ．

若 ψ ｔｔ ∈ Ｌ２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）），则存在 θ ２，θ ３ ∈ （０，１）， 使得

　 　
ψ（·，ｔｉ ＋１） ＋ ψ（·，ｔｉ）

２
－ ψ（·，ｔｉ ＋１ ／ ２）

０

≤ ｃ（Δｔ） ２‖ψ ｔｔ（·，ｔｉ ＋θ２）‖０，

和
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　 　 ３
２

ψ（·，ｔｉ ＋１） － １
２

ψ（·，ｔｉ） － ψ（·，ｔｉ ＋３ ／ ２）
０
≤ ｃ（Δｔ） ２‖ψ ｔｔ（·，ｔｉ ＋θ３）‖０ ．

引理 ３（Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式）　 设 { ａｎ } ， { ｂｎ } ， { ｃｎ } ， { ｄｎ } 是非负实数列，ｋ，Ｂ ≥ ０，对任意

的整数 Ｎ ≥ １， 如果

　 　 ａＮ ＋ ｋ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｂｎ ≤ ｋ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｄｎａｎ ＋ ｋ∑

Ｎ

ｎ ＝ ０
ｃｎ ＋ Ｂ，

则

　 　 ａＮ ＋ ｋ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｂｎ ≤ ｅｘｐ ( ｋ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｄｎ ) ( ｋ∑

Ｎ

ｎ ＝ ０
ｃｎ ＋ Ｂ ) ．

２　 全离散的非协调有限元方法

假设 ｈ ＞ ０，τ ｈ ＝ {Ｋ ｊ } 和 τ ｈ
Ｕ ＝ {ＫＵｊ } 分别是区域 Ω和 ΩＵ 的正则三角形剖分，ｈＫ 和 ｈＵＫ 分

别表示单元 Ｋ ｊ 和 ＫＵｊ 的直径，且
　 　 ｈ ＝ ｍａｘ

Ｋ ｊ∈τｈ
ｈＫ， ｈＵ ＝ ｍａｘ

ＫＵｊ∈τｈＵ
ｈＵＫ，

　 　 Ω
－
＝∪ Ｋ

－

ｊ， Γ ｊ ＝ ∂Ω ∩ ∂Ｋ ｊ， Γ ｊｋ ＝ ∂Ｋ ｊ ∩ ∂Ｋｋ，
ξ ｋ 和 ξ ｊｋ 分别为 Γｋ 和 Γ ｊｋ 的中点；［ｙ］ ＝ ｙ ｜ Γ ｊｋ

－ ｙ ｜ Γｋｊ
表示跳量．

速度和压力的非协调有限元空间定义为

　 　 Ｙｈ ＝ { ｙ ∈ （Ｌ２（Ω）） ２：ｙ ｜ Ｋ ｊ
∈ （Ｐ１（Ｋ ｊ）） ２， ｙ（ξ ｊｋ） ＝ ｙ（ξ ｋｊ）， ｙ（ξ ｋ） ＝ ０，

∀Ｋ ｊ， Ｋｋ ∈ τ ｈ } ，
　 　 Ｒｈ ＝ Ｐ１ ＝ { ｒ ∈ Ｈ１（Ω） ∩ Ｒ： ｒ ｜ Ｋ ｊ

∈ Ｐ１（Ｋ ｊ）， ∀ Ｋ ｊ ∈ τ ｈ } ，
而

　 　 Ｕｈ ＝ { ｕｈ ∈ Ｕ ∩ （Ｈ１（ΩＵ）） ２： ｕｈ ｜ ＫＵｊ
∈ Ｐ１（ＫＵｊ）， ∀ＫＵｊ ∈ τ ｈ

Ｕ } ， Ｖｈ ＝ Ｕｈ ∩ Ｖ ．
这里 Ｙｈ 是非协调 ＮＣＰ １ 元， Ｐｎ（Ｋ ｊ） 和Ｐｎ（ＫＵｊ） 分别表示单元Ｋ ｊ 和ＫＵｊ 上所有次数小于等于 ｎ的

多项式集合．
非协调空间 Ｙｈ 满足下列相容性条件

　 　 ∫
Γｊｋ
［ｙ］ｄｓ ＝ ０， ∫

Γｊ
ｙｄｓ ＝ ０

和如下逼近性质：对于任意的 （ｙ，ｒ） ∈ Ｙ × Ｒ，存在（Π（ｙ），Π（ ｒ）） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ， 使得

　 　 ‖ｙ － Π（ｙ）‖１，ｈ ＋ ‖ｒ － Π（ ｒ）‖０ ≤ Ｃｈ（‖ｙ‖１ ＋ ‖ｒ‖０），
对于任意的 （ｙ，ｒ） ∈ （（Ｈ２（Ω）） ２ ∩ Ｙ） × （Ｈ１（Ω） ∩ Ｒ），存在（Π（ｙ），Π（ ｒ）） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ， 使得

　 　 ‖ｙ － Π（ｙ）‖０ ＋ ｈ（‖ｙ － Π（ｙ）‖１，ｈ ＋ ‖ｒ － Π（ ｒ）‖０） ≤
　 　 　 　 Ｃｈ２（‖ｙ‖２ ＋ ‖ｒ‖１），

其中 ‖·‖１，ｈ ＝ （∑ ｊ
· ２

１，Ｋ ｊ
） １ ／ ２ 为能量范数．

由于非协调元 ＮＣＰ １⁃Ｐ １ 不满足离散 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 稳定性条件，因此引入稳定项 Ｇｈ（·，·）：

　 　 Ｇｈ（ｐ，ｑ） ＝ ∑
Ｋ ｊ∈τｈ

{ ∫
Ｋ ｊ，２

ｐｑｄｘ － ∫
Ｋ ｊ，１

ｐｑｄｘ } ，　 　 ∀ｐ，ｑ ∈ Ｌ２（Ω），

其中 ∫
Ｋ ｊ，ｉ

ｇ（ｘ）ｄｘ 表示单元 Ｋ ｊ 上的 Ｇｕａｓｓ 积分，且当多项式次数 ｉ ≤ ２ 时，准确成立，ｇ（ｘ） ＝

ｐ（ｘ）ｑ（ｘ） 的次数小于等于 ２．进而，定义 π ｈ：Ｌ２（Ω） → Ｗ０（Ｗ０ 表示单元 Ｋ ｊ 上的分片常数集合）
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为标准的 Ｌ２ 投影，满足如下性质［１５⁃１６］：

　 　

（π ｈ（ ｒ），ｓ） ＝ （ ｒ，ｓ）， ∀ｓ ∈ Ｒ，
‖π ｈ（ ｒ）‖０ ≤ Ｃ‖ｒ‖０， ∀ｒ ∈ Ｒ，

‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒ）‖０ ≤ Ｃｈ‖ｒ‖１， ∀ｒ ∈ Ｈ１（Ω） ∩ Ｒ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

记

　 　 ａｈ（ｙ，ｗ） ＝ λ∑
ｊ
（Ñｙ，Ñｗ） Ｋ ｊ

， ｄｈ（ｙ，ｒ） ＝ ∑
ｊ
（Ñ·ｙ，ｒ） Ｋ ｊ

，

　 　 Ｇｈ（ ｒ，ｓ） ＝ ∑
ｊ
（（ Ｉ － π ｈ）（ ｒ），（ Ｉ － π ｈ）（ ｓ）） Ｋ ｊ

，

　 　 ｂｈ（ｙ，ｖ，ｗ） ＝ １
２ ∑ｊ

（（（ｙ·Ñ）ｖ，ｗ） Ｋ ｊ
－ （（ｙ·Ñ）ｗ，ｖ） Ｋ ｊ

），

　 　 Ａｈ（ｙ，ｒ；ｗ，ϕ） ＝ ａｈ（ｙ，ｗ） ＋ ｄｈ（ｙ，ｒ） － ｄｈ（ｗ，ϕ） ＋ Ｇｈ（ ｒ，ϕ） ．
引理 ４［１５⁃１６］ 　 存在与 ｈ， λ， Δｔ 无关的正常数 β，对任意的（ｙｈ， ｒｈ）， （ｗｈ， ϕｈ） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ，

使得

　 　 ｜ Ａｈ（ｙｈ，ｒｈ；ｗｈ，ϕｈ） ｜ ≤ Ｃ（‖ｙｈ‖１，ｈ ＋ ‖ｒｈ‖０）（‖ｗｈ‖１，ｈ ＋ ‖ϕｈ‖０），

　 　 β（‖ｙｈ‖１，ｈ ＋ ‖ｒｈ‖０） ≤ ｓｕｐ
（ｗｈ，ϕｈ）∈Ｙｈ×Ｒｈ

Ａｈ（ｙｈ，ｒｈ；ｗｈ，ϕｈ）
‖ｗｈ‖１，ｈ ＋ ‖ϕｈ‖０

，

　 　 ｜ Ｇｈ（ ｒｈ，ϕｈ） ｜ ≤ Ｃ‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｈ）‖０‖（ Ｉ － π ｈ）（ϕｈ）‖０ ．
记 ｙｎ＋１

ｈ ，ｚｎ＋１ｈ ，ｒｎ＋１ｈ 和ｑｎ＋１
ｈ 分别是 ｙｎ＋１，ｚｎ＋１，ｒｎ＋１ 和ｑｎ＋１ 的空间逼近，且

　 　 ｇｎ＋１ ／ ２
ｈ

ｇｎ
ｈ ＋ ｇｎ＋１

ｈ

２
，　 　 ｇ ＝ ｙ，ｚ，ｒ，ｑ， ｆ，ｕ； ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １． （８）

基于以上记号，将局部投影 π ｈ 应用到该最优控制问题可以得到式（５）的一个全离散的非

协调稳定格式为：求 （ｙｎ＋１
ｈ ，ｒｎ＋１ｈ ；ｚｎ＋１ｈ ，ｑｎ＋１

ｈ ；ｕｎ＋１
ｈ ） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ × Ｙｈ × Ｒｈ × Ｖｈ，对任意（ｗｈ，ϕｈ，ｕｈ） ∈

Ｙｈ × Ｒｈ × Ｖｈ， 满足

　 　

∑
ｊ

ｙｎ＋１
ｈ － ｙｎ

ｈ

Δｔ
，ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ Ａｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ｒｎ＋１ ／ ２ｈ ；ｗｈ，ϕｈ） ＋ ｂｈ（Ｅ［ｙｎ

ｈ，ｙｎ－１
ｈ ］；ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ ，ｗｈ） ＝

　 　 （ ｆ（ｘ，ｔｎ＋１ ／ ２） ＋ Ｂｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ｗｈ），

－ ∑
ｊ

ｚｎ＋１ｈ － ｚｎｈ
Δｔ

，ｗｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ Ａｈ（ｚｎ
＋１ ／ ２

ｈ ，ｑｎ＋１ ／ ２
ｈ ；ｗｈ，ϕｈ） ＋ ｂｈ（ｚｎ

＋１ ／ ２
ｈ ；ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ ，ｗｈ） ＋

　 　 ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ；ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ，ｗｈ） ＝ （ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｄ ，ｗｈ），

（αｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ＋ Ｂ∗ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ，ｕｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ） Ｕ ≥ ０，

（ｙ０
ｈ，ｗｈ） ＝ （ｙ０，ｗｈ）， （ｚＮｈ ，ｗｈ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（９）

其中

　 　 ｔｎ＋１ ／ ２ ＝
ｔｎ ＋ ｔｎ＋１

２
， Ｅ［ｙｎ

ｈ，ｙｎ－１
ｈ ］ ＝ ３ｙｎ

ｈ ／ ２ － ｙｎ－１
ｈ ／ ２，　 　 （ｎ ＝ １，２，…，Ｎ － １）

为外推公式．特别地，当 ｎ ＝ ０ 时，令 ｙ －１
ｈ ＝ ０．

注记 １　 格式 （ ９） 中，时间上采用的 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式，由于外推公式的引入，将通常非线性项

ｂｈ（ｙｎ
＋１ ／ ２

ｈ ；ｙｎ＋１ ／ ２ｈ ，ｗｈ） 改进为线性格式 ｂｈ（Ｅ［ｙｎｈ，ｙｎ
－１

ｈ ］；ｙｎ＋１ ／ ２ｈ ，ｗｈ）， 进而减少了计算量，也避免了由于非线性引

发的非物理震荡．

６４８ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优控制问题的一种非协调有限元局部稳定化方法



３　 误 差 分 析

３．１　 稳定性

定理 １　 格式（９）是稳定的，即对任意的 ｈ ＞ ０，Δｔ ＞ ０，ｎ ≥ ０， 满足

　 　 ｍａｘ
０≤ｉ≤Ｎ－１

‖ｙｎ＋１
ｈ ‖２

０ ＋ Δｔ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（λ‖ｙｉ ＋１ ／ ２

ｈ ‖２
１，ｈ ＋ ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｉ

＋１ ／ ２
ｈ ）‖２

０） ≤

　 　 　 　 ‖ｙｈ（０）‖２
０，Ｋ ｊ

＋ Ｃ
λ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（‖ｆ（ ｔｉ ＋１ ／ ２）‖２

－１ ＋ ‖ｕｉ ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

－１）， （１０）

和

　 　 ｍａｘ
０≤ｉ≤Ｎ－１

‖ｚｎ＋１ｈ ‖２
０ ＋ Δｔ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（λ‖ｚｉ ＋１ ／ ２ｈ ‖２

１，ｈ ＋ ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ｑｉ ＋１ ／ ２
ｈ ）‖２

０） ≤

　 　 　 　 Ｃ
λ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
‖ｙｉ ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｄ
ｉ ＋１ ／ ２‖２

－１ ． （１１）

证明　 在式（９）的第一个式子中，取 （ｗｈ，ϕｈ） ＝ （ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ｒｎ＋１ ／ ２ｈ ），由 ｂｈ（·；ｙ，ｙ） ＝ ０ 可得

　 　 １
２Δｔ

（‖ｙｎ＋１
ｈ ‖２

０ － ‖ｙｎ
ｈ‖２

０） ＋ λ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ ‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｎ
＋１ ／ ２

ｈ ）‖２
０ ≤

　 　 　 　 Ｃ
λ
（‖ｆ（ ｔｉ ＋１ ／ ２）‖２

－１ ＋ ‖ｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

－１） ＋ λ
２
‖ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ ‖２
１，ｈ，

将上式两边同时积分，可得式（１０）．
同理，在式（９）的第二个式子中，取 （ｗｈ，ϕｈ） ＝ （ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ，ｑｎ＋１ ／ ２

ｈ ），由 ｂｈ（·；ｚｈ，ｚｈ） ＝ ０ 可得

　 　 － １
２Δｔ

（‖ｚｎ＋１ｈ ‖２
０ － ‖ｚｎｈ‖２

０） ＋ λ‖ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖２
１，ｈ ＋ ‖（ Ｉ － π ｈ）（ｑｎ＋１ ／ ２

ｈ ）‖２
０ ≤

　 　 　 　 Ｃ
λ
‖ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｄ ‖２

－１ ＋ λ
４
‖ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖２

１，ｈ ＋｜ ｂｈ（ｚｎ
＋１ ／ ２

ｈ ；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ） ｜ ， （１２）

用 Ｙｏｕｎｇ 不等式可得

　 　 ｜ ｂｈ（ｚｎ
＋１ ／ ２

ｈ ；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ） ｜ ≤

　 　 　 　 ‖ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖１ ／ ２
０ ‖ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖３ ／ ２

１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖１ ／ ２

１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖１ ／ ２

０ ≤

　 　 　 　 Ｃ
λ
‖ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖２

０‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

０ ＋ λ
４
‖ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖２

１，ｈ ． （１３）

结合式（１２）和式（１３），对其两边同时积分，并根据 ｚｈ（Ｔ） ＝ ０， 可得

　 　 ｍａｘ
０≤ｉ≤Ｎ－１

‖ｚｉ ＋１ｈ ‖２
０ ＋ Δｔ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（λ‖ｚｉ ＋１ ／ ２ｈ ‖２

１，ｈ ＋ ‖（ Ｉ － π ｈ）（ｑｉ ＋１ ／ ２
ｈ ）‖２

０） ≤

　 　 　 　 Ｃ
λ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（‖ｙｉ ＋１ ／ ２ － ｙｉ ＋１ ／ ２

ｄ ‖２
－１ ＋ ‖ｚｉ ＋１ ／ ２ｈ ‖２

０‖ｙｉ ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ‖ｙｉ ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

０） ． （１４）

根据式（１０），可知

　 　 Ｃ
λ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
‖ｙｉ ＋１ ／ ２

ｈ ‖２
１，ｈ‖ｙｉ ＋１ ／ ２

ｈ ‖２
０ ＜ ∞，

因此结合引理 ３，可得式（１１）．证毕．
３．２　 误差估计

为了给出数值解的误差分析，需要引入辅助问题：
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∑
ｊ

ｙｎ＋１
ｈ （ｕ） － ｙｎ

ｈ（ｕ）
Δｔ

，ｗｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ Ａｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｒｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ）；ｗｈ，ϕｈ） ＋

　 　 ｂｈ（Ｅ［ｙｎ
ｈ（ｕ），ｙｎ－１

ｈ （ｕ）］；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｗｈ） ＝ （ ｆ（ｘ，ｔｎ＋１ ／ ２） ＋ Ｂｕｎ＋１ ／ ２，ｗｈ），

－ ∑
ｊ

ｚｎ＋１ｈ （ｕ） － ｚｎｈ（ｕ）
Δｔ

，ｗｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ Ａｈ（ｚｎ
＋１ ／ ２

ｈ （ｕ），ｑｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）；ｗｈ，ϕｈ） ＋

　 　 ｂｈ（ｚｎ
＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｗｈ） ＋ ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）；ｚｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ），ｗｈ） ＝

　 　 （ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｄ ，ｗｈ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１５）

这里，当 ｎ ＝ ０ 时，ｙ －１
ｈ （ｕ） ＝ ０．

再引入投影算子 （Ｐｈ，Ｑｈ）：
定义 １　 对任意 （ｗ，ϕ） ∈ Ｙ × Ｒ， （ｗｈ，ϕｈ） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ，令投影算子（Ｐｈ，Ｑｈ）：Ｙ × Ｒ→ Ｙｈ ×

Ｒｈ 满足如下关系：
　 　 Ａｈ（Ｐｈ（ｗ，ϕ），Ｑｈ（ｗ，ϕ）；ｗｈ，ϕｈ） ＝ Ａ（ｗ，ϕ；ｗｈ，ϕｈ），

这里 Ａ（ｗ，ϕ；ｗｈ，ϕｈ） ＝ Ａｈ（ｗ，ϕ；ｗｈ，ϕｈ） － Ｇｈ（ϕ，ϕｈ） ．
引理 ５［１５⁃１６］ 　 投影算子 （Ｐｈ，Ｑｈ） 满足如下性质：对任意的 ｗ，ϕ ∈ Ｙ × Ｒ， 则

　 　 ‖ｗ － Ｐｈ（ｗ，ϕ）‖１，ｈ ＋ ‖ϕ － Ｑｈ（ｗ，ϕ）‖０ ≤ ｃ（‖ｗ‖１ ＋ ‖ϕ‖０），
对任意的 ｗ，ϕ ∈ （（Ｈ２（Ω）） ２ ∩ Ｙ） × （Ｈ１（Ω） ∩ Ｒ）， 则

　 　 ‖ｗ － Ｐｈ（ｗ，ϕ）‖０ ＋ ｈ（‖ｗ － Ｐｈ（ｗ，ϕ）‖１，ｈ ＋ ‖ϕ － Ｑｈ（ｗ，ϕ）‖０） ≤
　 　 　 　 ｃｈ２（‖ｗ‖２ ＋ ‖ϕ‖１） ．
假设 １　 假设 （ｙ，ｒ；ｚ，ｑ；ｕ） ∈ Ｙ × Ｒ × Ｙ × Ｒ × Ｖ 是问题（５）的解，且满足如下正则性条件：
　 　 ｍａｘ（‖ｙ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，ｗ１，∞ （Ω）），‖ｙ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，Ｈ２（Ω）），‖ｙｔ‖Ｌ２（０，Ｔ，Ｈ１（Ω）），‖ｙｔｔ‖Ｌ２（０，Ｔ，Ｈ１（Ω）），
　 　 　 　 ‖ｙｔｔｔ‖Ｌ２（０，Ｔ，Ｌ２（Ω）），‖ｚ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，ｗ１，∞ （Ω）），‖ｚ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，Ｈ２（Ω）），‖ｚｔ‖Ｌ２（０，Ｔ，Ｈ１（Ω）），
　 　 　 　 ‖ｚｔｔ‖Ｌ２（０，Ｔ，Ｈ１（Ω）），‖ｚｔｔｔ‖Ｌ２（０，Ｔ，Ｌ２（Ω）），‖ｒ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，Ｈ１（Ω）），‖ｑ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，Ｈ１（Ω）），
　 　 　 　 ‖ｕ‖Ｌ∞ （０，Ｔ，Ｈ１（ΩＵ））） ≤ Ｃ ． （１６）
引理 ６　 若 （ｙｈ（ｕ），ｒｈ（ｕ）；ｚｈ（ｕ），ｑｈ（ｕ）） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ × Ｙｈ × Ｒｈ 是问题（１５）的解，且假设 １

成立，则有估计：

　 　 ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

‖ ｙｉ
ｈ（ｕ） － ｙｉ‖２

０ ＋ Δｔ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（‖ ｙｉ ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ） － ｙｉ ＋１ ／ ２‖２
１，ｈ ＋

　 　 　 　 ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｉ
＋１ ／ ２
ｈ （ｕ） － ｒｉ ＋１ ／ ２）‖２

０） ≤ Ｃ
λ
［ｈ２ ＋ （Δｔ） ４］， （１７）

和

　 　 ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

‖ｚｉｈ（ｕ） － ｚｉ‖２
０ ＋ Δｔ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（‖ｚｉ ＋１ ／ ２ｈ （ｕ） － ｚｉ ＋１ ／ ２‖２

１，ｈ ＋

　 　 　 　 ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ｑｉ ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ） － ｑｉ ＋１ ／ ２）‖２

０） ≤ Ｃ
λ
［ｈ２ ＋ （Δｔ） ４］ ． （１８）

证明　 在最优控制问题（５）中，取 ｔ ＝ ｔｎ＋１ ／ ２，利用 Ｇｒｅｅｎ 公式，可得对任意的 （ｗｈ，ϕｈ） ∈ Ｙｈ

× Ｒｈ， 有

　 　 （ｙｔ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＋ Ａｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２）；ｗｈ，ϕｈ） ＋ ｂｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＝
　 　 　 　 － ｒ１ｎ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） － ｒ２ｎ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＋ Ｇｈ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ϕｈ） ＋
　 　 　 　 （ ｆ（ｘ，ｔｎ＋１ ／ ２） ＋ Ｂｕ（ｘ，ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ）， （１９）
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其中

　 　 ｒ１ｎ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＝ λ∑
ｊ

∂ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２）
∂ｎ ｊ

，ｗｈ ∂Ｋ ｊ
，

　 　 ｒ２ｎ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＝ ∑
ｊ
〈 ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ·ｎ ｊ〉 ∂Ｋ ｊ

．

用式（１９）减去辅助问题（１５）的第一式，可得对任意的 （ｗｈ，ϕｈ） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ， 有

　 　 ∑
ｊ

ｙｔ（ ｔｎ＋１ ／ ２） －
ｙｎ＋１
ｈ （ｕ） － ｙｎ

ｈ（ｕ）
Δｔ

，ｗｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋

　 　 　 　 Ａｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｒｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ）；ｗｈ，ϕｈ） ＋

　 　 　 　 ｂｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） － ｂｈ（Ｅ［ｙｎ
ｈ（ｕ），ｙｎ－１

ｈ （ｕ）］；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｗｈ） ＝

　 　 　 　 － ｒ１ｎ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） － ｒ２ｎ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＋ Ｇｈ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ϕｈ） ＋
　 　 　 　 （Ｂ（ｕ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｕｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ． （２０）

在式（２０）左右两边同时加入

　 　 ∑
ｊ

ｙｎ＋１ － ｙｎ

Δｔ
，ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ ａｈ（ｙｎ＋１ ／ ２，ｗｈ） ＋ ｄｈ（ｙｎ＋１ ／ ２，ϕｈ） － ｄｈ（ｗｈ，ｒｎ
＋１ ／ ２） ＋

　 　 　 　 ｂｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），Ｅ［ｙｎ，ｙｎ－１］ ＋ Ｅ［ｙｎ
ｈ（ｕ），ｙｎ－１

ｈ （ｕ）］；ｙｎ＋１ ／ ２，ｗｈ），
可得

　 　 ∑
ｊ

ｅｙ
ｎ＋１ － ｅｎ

ｙ

Δｔ
，ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ ａｈ（ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ，ｗｈ） ＋ ｄｈ（ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ，ϕｈ） － ｄｈ（ｗｈ，ｅｎ
＋１ ／ ２

ｒ ） －

　 　 　 　 Ｇｈ（ ｒｎ
＋１ ／ ２

ｈ （ｕ），ϕｈ） ＝ （Ｄｎ＋１ ／ ２
１ ，ｗｈ） － ｂｈ（Ｅ［ｙｎ

ｈ（ｕ），ｙｎ－１
ｈ （ｕ）］，ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ，ｗｈ） －
　 　 　 　 ｂｈ（Ｅ［ｅｎ

ｙ，ｅｎ－１
ｙ ］，ｙｎ＋１ ／ ２，ｗｈ）， （２１）

其中

　 　 （Ｄｎ＋１ ／ ２
１ ，ｗｈ） ＝ ∑

ｊ

ｙｎ＋１ － ｙｎ

Δｔ
－ ｙｔ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ ａｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｙｎ＋１ ／ ２，ｗｈ） －

　 　 　 　 ｄｈ（ｗｈ，ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｒｎ＋１ ／ ２） － ｒ１ｎ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） － ｒ２ｎ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＋
　 　 　 　 （Ｂ（ｕ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｕｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＋ ｂｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２）；ｙｎ＋１ ／ ２ － ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ｗｈ） ＋
　 　 　 　 ｂｈ（Ｅ［ｙｎ，ｙｎ－１］ － ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２）；ｙｎ＋１ ／ ２，ｗｈ） ．
引入记号：
　 　 ｅｎ

ｙ ｙｎ － ｙｎ
ｈ（ｕ） ＝ （ｙｎ － Ｐｈ（ｙｎ，ｒｎ）） ＋ （Ｐｈ（ｙｎ，ｒｎ） － ｙｎ

ｈ（ｕ）） ＝ η ｎ ＋ ξ ｎ
ｈ，

　 　 ｅｎｒ ｒｎ － ｒｎｈ（ｕ） ＝ （ ｒｎ － Ｑｈ（ｙｎ，ｒｎ）） ＋ （Ｑｈ（ｙｎ，ｒｎ） － ｒｎｈ（ｕ）） ＝ θ ｎ ＋ γ ｎ
ｈ，

　 　 ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ

ｅｎ
ｙ ＋ ｅｎ＋１

ｙ

２
＝ ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ＋ η ｎ＋１ ／ ２，

　 　 ｅｎ＋１ ／ ２ｒ

ｅｎｒ ＋ ｅｎ＋１ｒ

２
＝ γ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ＋ θ ｎ＋１ ／ ２ ．

利用定义 １，容易知道 ａｈ（η ｎ＋１ ／ ２，ｗｈ） ＋ ｄｈ（η ｎ＋１ ／ ２，ϕｈ） － ｄｈ（ｗｈ，θ ｎ＋１ ／ ２） ＝ Ｇｈ（Ｑｈ（ｗｈ，ϕ），ϕｈ）， 于

是结合以上记号有

　 　 ∑
ｊ

ξ ｎ＋１
ｈ － ξ ｎ

Δｔ
，ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋ Ａｈ（ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ，γ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ；ｗｈ，ϕｈ） ＝

　 　 　 　 － ∑
ｊ

η ｎ＋１ － η ｎ

Δｔ
，ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

－ ｂｈ（Ｅ［ｙｎ
ｈ（ｕ），ｙｎ－１

ｈ （ｕ）］，ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ，ｗｈ） －

９４８覃　 燕　 梅　 　 　 李　 　 辉　 　 　 冯　 民　 富



　 　 　 　 ｂｈ（Ｅ［ｅｎ
ｙ，ｅｎ－１

ｙ ］，ｙｎ＋１ ／ ２，ｗｈ） ＋ （Ｄｎ＋１ ／ ２
１ ，ｗｈ） ． （２２）

在式（２２）中取 （ｗｈ，ϕｈ） ＝ （ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ，γ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ）， 可得

　 　 １
２Δｔ

（‖ξ ｎ＋１
ｈ ‖２

０ － ‖ξ ｎ
ｈ‖２

０） ＋ λ‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ ‖（ Ｉ － π ｈ）（γ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ）‖２

０ ≤

　 　 　 　 － ∑
ｊ

η ｎ＋１ － η ｎ

Δｔ
，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋｜ － ｂｈ（Ｅ［ｙｎ
ｈ（ｕ），ｙｎ－１

ｈ （ｕ）］，ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） －

　 　 　 　 ｂｈ（Ｅ［ｅｎ
ｙ，ｅｎ－１

ｙ ］，ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ＋ （Ｄｎ＋１ ／ ２

１ ，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ＝

　 　 　 　 Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ． （２３）
用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式可得

　 　 Ｉ１ ≤ Ｃ
λ

η ｎ＋１ － η ｎ

Δｔ

２

－１
＋ λ
􀆠１

‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ． （２４）

对于 Ｉ２， 由三角不等式，Ｙｏｕｎｇ 不等式，逆不等式和 ｂｈ（·；ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ＝ ０ 可得

　 　 Ｉ２ ≤｜ ｂｈ（Ｅ［ｙｎ
ｈ（ｕ），ｙｎ－１

ｈ （ｕ）］，η ｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂｈ（Ｅ［ξ ｎ
ｈ，ξ ｎ－１

ｈ ］，ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ＋ ｜ ｂｈ（Ｅ［η ｎ，η ｎ－１］，ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ｂｈ（Ｅ［ｙｎ，ｙｎ－１］，η ｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ｜ ＋ ｜ ｂｈ（Ｅ［η ｎ，η ｎ－１］，η ｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂｈ（Ｅ［ξ ｎ
ｈ，ξ ｎ－１

ｈ ］，η ｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ＋ ｜ ｂｈ（Ｅ［ξ ｎ

ｈ，ξ ｎ－１
ｈ ］，ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ ｂｈ（Ｅ［η ｎ，η ｎ－１］，ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ｜ ≤

　 　 　 　 ５λ
􀆠１

‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ Ｃ
λ
‖η ｎ＋１ ／ ２‖２

１，ｈ［１ ＋ ‖η ｎ‖２
１，ｈ ＋ ‖η ｎ－１‖２

１，ｈ ＋

　 　 　 　 ｈ －１（‖ξ ｈ
ｎ‖２

０ ＋ ‖ξ ｈ
ｎ－１‖２

０）］ ＋

　 　 　 　 Ｃ
λ
（‖η ｎ‖２

１，ｈ ＋ ‖η ｎ－１‖２
１，ｈ ＋ ‖ξ ｈ

ｎ‖２
０ ＋ ‖ξ ｈ

ｎ－１‖２
０） ． （２５）

现在考虑 Ｉ３ ＝｜ （Ｄｎ＋１ ／ ２
１ ，ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ｜ ， 由 Ｙｏｕｎｇ 不等式，引理 ２ 和假设 １，可得

　 　

ｙｎ＋１ － ｙｎ

Δｔ
－ ｙｔ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 λ
􀆠１

‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ Ｃ（Δｔ） ４

λ
‖ｙｔｔｔ（ ｔｎ＋θ１）‖

２
０，

｜ ａｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） － ｄｈ（ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ，ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｒｎ＋１ ／ ２） ｜ ≤

　 　 λ
􀆠１

‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ Ｃ（Δｔ） ４（λ‖ｙｔｔ（ ｔｎ＋θ２）‖
２
１，ｈ ＋ λ －１‖ｒｔｔ（ ｔｎ＋θ３）‖

２
０），

｜ － ｒ１ｎ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） － ｒ２ｎ（ ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ξ ｎ＋１ ／ ２

ｈ ） ｜ ≤

　 　 ２λ
􀆠１

‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ Ｃｈ２

λ
（‖ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２）‖２

２ ＋ ‖ｒ（ ｔｎ＋１ ／ ２）‖２
１），

｜ （Ｂ（ｕ（ ｔｎ＋１ ／ ２） － ｕｎ＋１ ／ ２），ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ≤

　 　 ‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

０ ＋ Ｃ（Δｔ） ４‖ｕｔｔ（ ｔｎ＋１ ／ ２）‖２
０，Ｕ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２６）

和

　 　 ｜ ｂｈ（ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２）；ｙｎ＋１ ／ ２ － ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２），ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ＋

　 　 　 　 ｂｈ（Ｅ［ｙｎ，ｙｎ－１］ － ｙ（ ｔｎ＋１ ／ ２）；ｙｎ＋１ ／ ２，ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ） ｜ ≤
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　 　 　 　 ２λ
􀆠１

‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ Ｃλ（Δｔ） ４（‖ｙｔｔ（ ｔｎ＋θ４）‖
２
１，ｈ ＋ ‖ｙｔｔ（ ｔｎ－１＋θ５）‖

２
１，ｈ）， （２７）

其中

　 　 θ １，θ ２，θ ３，θ ４，θ ５ ∈ （０，１） ．
综合式（１９） ～ （２７），取 􀆠１ ＝ ２４，从 １ 到 ｎ 相加，并乘以 ２Δｔ， 再由假设 １，可得

　 　 ‖ξ ｎ＋１
ｈ ‖２

０ ＋ λ‖ξ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ ２‖（ Ｉ － π ｈ）（γ ｎ＋１ ／ ２
ｈ ）‖２

０ ≤

　 　 　 　 ‖ξ １
ｈ‖２

０ ＋ Ｃ
λ
［ｈ２ ＋ （Δｔ） ４］ ＋ Ｃ １ ＋ （１ ＋ ｈ）Δｔ

λ
é

ë
êê

ù

û
úú ∑

ｎ

ｉ ＝ １
‖ξ ｉ

ｈ‖２
０ ． （２８）

当 ｎ ＝ ０时，取 ｙ －１
ｈ （ｕ） ＝ ０，上述式（１９） ～ （２７）的证明中只有三线性项的估计有所不同．事实上，

注意到只需要将式（２５）的最后一行估计中取 η －１ ＝ ｅｙ
－１ ＝ ０， 即可．因此有

　 　 ‖ξ １
ｈ‖２

０ ＋ λ‖ξ １ ／ ２
ｈ ‖２

１，ｈ ＋ ２‖（ Ｉ － π ｈ）（γ １ ／ ２
ｈ ）‖２

０ ≤

　 　 　 　 Ｃ
λ
［ｈ２ ＋ （Δｔ） ４］ ＋ Ｃ １ ＋ （１ ＋ ｈ）Δｔ

λ
é

ë
êê

ù

û
úú ‖ξ １

ｈ‖２
０ ． （２９）

最后综合式（２８）和（２９），用三角不等式和引理 ３ 可得式（１７）．同理可以证明得到式（１８）．
证毕．

引理 ７　 若 （ｙｈ（ｕ），ｒｈ（ｕ）；ｚｈ（ｕ），ｑｈ（ｕ）） ∈Ｙｈ × Ｒｈ × Ｙｈ × Ｒｈ 是问题（１５） 的解，而（ｙｈ，ｒｈ；
ｚｈ，ｑｈ；ｕｈ） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ × Ｙｈ × Ｒｈ × Ｖｈ 是问题（９）的解，可以得到如下估计：

　 　 ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

‖ ｙｉ
ｈ － ｙｉ

ｈ（ｕ）‖２
０ ＋ Δｔ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（‖ ｙｉ ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｉ ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）‖２

１，ｈ ＋

　 　 　 　 ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｉ
＋１ ／ ２
ｈ － ｒｉ ＋１ ／ ２ｈ （ｕ））‖２

０） ≤ Ｃ
λ

Δｔ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
‖ｕｉ ＋１ ／ ２

ｈ － ｕｉ ＋１ ／ ２‖２
０，Ｕ， （３０）

和

　 　 ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

‖ｚｉｈ － ｚｉｈ（ｕ）‖２
０ ＋ Δｔ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（‖ｚｉ ＋１ ／ ２ｈ － ｚｉ ＋１ ／ ２ｈ （ｕ）‖２

１，ｈ ＋

　 　 　 　 ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ｑｉ ＋１ ／ ２
ｈ － ｑｉ ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ））‖２
０） ≤ Ｃ

λ
Δｔ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
‖ｕｉ ＋１ ／ ２

ｈ － ｕｉ ＋１ ／ ２‖２
０，Ｕ ． （３１）

证明　 用式（９）中第一式减去式（１５）中第一式，可得，

　 　 ∑
ｊ

（ｙｎ＋１
ｈ － ｙｎ＋１

ｈ （ｕ）） － （ｙｎ
ｈ － ｙｎ

ｈ（ｕ））
Δｔ

，ｗｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋ ｊ

＋

　 　 　 　 Ａｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ），ｒｎ＋１ ／ ２ｈ － ｒｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ）；ｗｈ，ϕｈ） ＝
　 　 　 　 － ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ ；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ，ｗｈ） ＋ ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｗｈ） －

　 　 　 　 （Ｂ（ｕｎ＋１ ／ ２ － ｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ），ｗｈ） ． （３２）

在式（３２）中，取 （ｗｈ，ϕｈ） ＝ （ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ），ｒｎ＋１ ／ ２ｈ － ｒｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ）），根据 ｂｈ（ｗ；ｖ，ｖ） ＝ ０， 可得

　 　 １
２Δｔ

（‖ｙｎ＋１
ｈ － ｙｎ＋１

ｈ （ｕ）‖２
０ － ‖ｙｎ

ｈ － ｙｎ
ｈ（ｕ）‖２

０） ＋ λ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）‖２
１，ｈ ＋

　 　 　 　 ‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｎ
＋１ ／ ２

ｈ － ｒｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ））‖２
０ ≤

　 　 　 　 ｜ ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ ；ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ ，ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）） －
　 　 　 　 ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ （Ｂ（ｕｎ＋１ ／ ２ － ｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ），ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）） ｜ ≤

　 　 　 　 ｜ ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）） ｜ ＋

１５８覃　 燕　 梅　 　 　 李　 　 辉　 　 　 冯　 民　 富



　 　 　 　 ｜ （Ｂ（ｕｎ＋１ ／ ２ － ｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ），ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）） ｜ ． （３３）

利用引理 １，Ｙｏｕｎｇ 不等式和 ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ） ＝ ｙｎ＋１ ／ ２ － ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ， 可得

　 　 ｜ ｂｈ（ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）；ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ），ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）） ｜ ≤

　 　 　 　 Ｃ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）‖３ ／ ２
１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）‖１ ／ ２

０ （‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２
１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２

０ ＋
　 　 　 　 ‖ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ‖１ ／ ２
１，ｈ‖ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ‖１ ／ ２
０ ） ≤

　 　 　 　 λ
２
‖ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）‖２

１，ｈ ＋ Ｃ
λ
（‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２

１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２
０ ＋

　 　 　 　 ‖ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ‖１ ／ ２

１，ｈ‖ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ‖１ ／ ２

０ ）‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）‖２
０ ． （３４）

结合式（３３）和式（３４）可得

　 　 １
２Δｔ

（‖ｙｎ＋１
ｈ － ｙｎ＋１

ｈ （ｕ）‖２
０ － ‖ｙｎ

ｈ － ｙｎ
ｈ（ｕ）‖２

０） ＋ λ‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）‖２
１，ｈ ＋

　 　 　 　 ‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｎ
＋１ ／ ２

ｈ － ｒｎ＋１ ／ ２ｈ （ｕ））‖２
０ ≤

　 　 　 　 λ
２
‖ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ （ｕ）‖２

１，ｈ ＋ ‖ｕｎ＋１ ／ ２ － ｕｎ＋１ ／ ２
ｈ ‖２

０，Ｕ ＋

　 　 　 　 Ｃ
λ
（１ ＋ ‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２

１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２
０ ＋

　 　 　 　 ‖ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ‖１ ／ ２

１，ｈ‖ｅｎ＋１ ／ ２
ｙ ‖１ ／ ２

０ ）‖ｙｎ＋１ ／ ２
ｈ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ （ｕ）‖２
０ ． （３５）

根据引理 ６ 可知

　 　 １
λ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（１ ＋ ‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２

１，ｈ‖ｙｎ＋１ ／ ２‖１ ／ ２
０ ＋ ‖ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ‖１ ／ ２
１，ｈ‖ｅｎ＋１ ／ ２

ｙ ‖１ ／ ２
０ ）

有界，因此将式（３５）两边同时求和，并用引理 ３，可得式（３０）．同理可得式（３１）．证毕．
引理 ８［２４］ 　 设 （ｕ，ｙ） 和（ｕｈ，ｙｈ） 分别是问题（５）和问题（９）的解，则有

　 　 ‖ｕ － ｕｈ‖０，Ｕ ≤ ‖ｕ － ｕ‖２
０，Ｕ ＋ １

α
‖ｚ（ｕ） － ｚｈ（ｕ）‖２

０，Ｕ，

其中 ｕ 是 ｕ 在空间Ｕ 的最优插值．
定理 ２　 若 （ｙｈ，ｒｈ；ｚｈ，ｑｈ；ｕｈ） ∈ Ｙｈ × Ｒｈ × Ｙｈ × Ｒｈ × Ｖｈ 是问题（９）的解，且假设 １ 成立，则

有估计：

　 　 ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ－１

‖ ｙｎ＋１ － ｙｎ＋１
ｈ ‖２

０ ＋ Δｔ∑
Ｎ－１

ｎ ＝ ０
（λ‖ ｙｎ＋１ ／ ２ － ｙｎ＋１ ／ ２

ｈ ‖２
１，ｈ ＋

　 　 　 　 ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ ｒｎ
＋１ ／ ２ － ｒｎ＋１ ／ ２ｈ ）‖２

０） ≤ Ｃ
λ
［ｈ２ ＋ ｈＵ

２ ＋ （Δｔ） ４］， （３６）

和

　 　 ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ－１

‖ ｚｎ＋１ － ｚｎ＋１ｈ ‖２
０ ＋ Δｔ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
（λ‖ ｚｎ＋１ ／ ２ － ｚｎ＋１ ／ ２ｈ ‖２

１，ｈ ＋

　 　 　 　 ２‖（ Ｉ － π ｈ）（ｑｎ＋１ ／ ２ － ｑｎ＋１ ／ ２
ｈ ）‖２

０） ≤ Ｃ
λ
［ｈ２ ＋ ｈＵ

２ ＋ （Δｔ） ４］ ． （３７）

证明　 该定理的证明由引理 ６、引理 ７、引理 ８ 容易得到．证毕．

４　 结　 　 论

针对非定常 Ｎ⁃Ｓ 方程最优控制问题，研究了非协调有限元稳定化方法．为了绕开 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条

件对离散解的束缚，本文基于局部 Ｇｕａｓｓ 积分，研究了一种新的局部投影稳定化方法．为了回

２５８ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优控制问题的一种非协调有限元局部稳定化方法



避非线性项的计算，通过外推公式，建立了一种线性的全离散格式．通过详细的推导，给出了稳

定性分析和误差估计．误差结果表明，该线性格式具有二阶精度．
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ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ３１（５）： ６１８⁃６３０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 Ｃｏｄｉｎａ Ｒ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｏｓｅｅｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｕｓｉｎｇ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｕｂｓｃａｌｅｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００８， ５８（３）： ２６４⁃２８３．

［１２］　 ＬＩ Ｊｉａｎ， ＨＥ Ｙｉｎ⁃ｎｉａｎ． Ａ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｗｏ ｌｏｃａｌ Ｇａｕｓｓ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｓ
ｆｏｒ ｔｈｅ Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００８， ２１４
（１）： ５８⁃６５．

［１３］　 ＨＥ Ｙｉｎ⁃ｎｉａｎ， ＬＩ Ｊｉａｎ． Ａ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｌｏｃａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２００８， ５８（１０）： １５０３⁃１５１４．

［１４］　 ＬＩ Ｊｉａｎ， ＨＥ Ｙｉｎ⁃ｎｉａｎ， ＣＨＥＮ Ｚｈａｎｇ⁃ｘｉｎ． Ａ ｎｅｗ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉ⁃
ｅｎｔ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
２００７， １９７（１ ／ ４）： ２２⁃３５．

［１５］　 ＬＩ Ｊｉａｎ， ＣＨＥＮ Ｚｈａｎｇ⁃ｘｉｎ． Ａ ｎｅｗ ｌｏｃａｌ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｎｏｎｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ

３５８覃　 燕　 梅　 　 　 李　 　 辉　 　 　 冯　 民　 富



Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２００８， ８２（２）： １５７⁃１７０．
［１６］　 ＪＩＮＧ Ｆｅｉ⁃ｆｅｉ， ＳＵ Ｊｉａｎ， ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｏ⁃ｘｕ， ＬＩＵ Ｘｉａｏ⁃ｍｉｎ． Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｎｏｎｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ

ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｕｎｓｔｅａｄｙ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１４， ３１（５）： ７６４⁃７７８．

［１７］　 Ａｂｅｒｇｅｌ Ｆ， Ｔｅｍａｍ Ｒ． Ｏｎ ｓｏｍｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｆｌｕｉｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， １９９０， １（６）： ３０３⁃３２５．

［１８］　 Ｇｕｎｚｂｕｒｇｅｒ Ｍ， Ｍａｎｓｅｒｖｉｓｉ Ｓ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ
Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ［ Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ，
２０００， ３７（５）： １４８１⁃１５１２．

［１９］　 ＷＡＮＧ Ｇｅｎｇ⁃ｓｈｅｎｇ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌｓ ｏｆ ３⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｔａｔｅ ｃｏｎ⁃
ｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２００２， ４１（２）： ５８３⁃６０６．

［２０］　 Ｇｕｎｚｂｕｒｇｅｒ Ｍ Ｄ， Ｈｏｕ Ｌ， Ｓｖｏｂｏｄｎｙ Ｔ Ｐ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｏｐｔｉｍａｌ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｎｄ Ｎｅｕｍａｎｎ
ｃｏｎｔｒｏｌｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， １９９１， ５７（１９５）： １２３⁃１５１．

［２１］　 Ｗａｃｈｓｍｕｔｈ Ｄ． Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｘ ｃｏｎｔｒｏｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００６， ３１９（１）： ２２８⁃２４７．

［２２］ 　 ＣＨＥＮ Ｇａｎｇ， ＦＥＮＧ Ｍｉｎ⁃ｆｕ． Ｓｕｂｇｒｉｄ ｓｃａｌｅ ｅｄｄｙ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｏｎ ｏｐｔｉｍａｌ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｇｏｖｅｒｎｅｄ ｂｙ ｕｎｓｔｅａｄｙ Ｏｓｅｅｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１４， ５８（３）： ６７９⁃７０５．

［２３］　 Ｂｒａａｃｋ Ｍ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎ ｆｌｕｉｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｂｙ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ
［Ｊ］ ． ＰＡＭＭ， ２００８， ８（１）： １０９４５⁃１０９４６．

［２４］　 Ｙｉｌｍａｚ Ｆ． Ｓｅｍｉ⁃ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａ ｐｒｉｏｒｉ ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｓｔｅａｄｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１６， ２７６： １２７⁃１４２．

［２５］　 Ｈｅｙｗｏｏｄ Ｊ Ｇ， Ｒａｎｎａｃｈｅｒ Ｒ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ
ｐｒｏｂｌｅｍ—ｐａｒｔ ＩＶ： ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｆｏｒ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｆｏｒ ｓｐａｔｉａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ
［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９９０， ２７（２）： ３５３⁃３８４．

［２６］　 Ｇｉｒａｕｌｔ Ｖ， Ｒａｖｉａｒｔ Ｐ Ａ． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ．
Ｌｅｃｔｕｒｅ Ｎｏｔｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ７４９． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９７４．

［２７］　 ＨＥ Ｙｉｎ⁃ｎｉａｎ． Ｔｗｏ⁃ｌｅｖｅｌ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎｄ Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００３，
４１（４）： １２６３⁃１２８５．

４５８ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优控制问题的一种非协调有限元局部稳定化方法



Ａ Ｌｏｃａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ Ｎｏｎｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ
Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＱＩＮ Ｙａｎ⁃ｍｅｉ１，　 ＬＩ Ｈｕｉ２，　 ＦＥＮＧ Ｍｉｎ⁃ｆｕ３

（１． Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｓｉｃｈｕａｎ Ｐｒｏｖｉｎｃｉａｌ Ｃｏｌｌｅｇｅ；
Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｎｅｉｊｉａｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｎｅｉｊｉａｎｇ， Ｓｉｃｈｕａｎ ６４１１１２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；
２． Ｓｉｃｈｕａｎ Ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ ａｎｄ Ｇａｓ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏ．，

Ｌｔｄ．， Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１０２００， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；
３． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｓｉｃｈｕａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１００６４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

（Ｒｅｃｏｍｍｅｎｄｅｄ ｂｙ ＺＨＡＮＧ Ｗｅｉ⁃ｎｉａｎ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ａ ｎｅｗ ｌｏｃａｌ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｎｏｎｃｏｎ⁃
ｆｏｒｍｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗａｓ ｆｕｌｌｙ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ
ｗｉｔｈ ｌｏｗｅｓｔ⁃ｅｑｕａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ＮＣＰ１ ⁃Ｐ１ ｉｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ
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