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摘要：　 在正压大气模式下从准地转位涡方程出发，考虑地形和 β 随纬度变化下引进参数 δ 对

Ｒｏｓｓｂｙ 波的共同作用，应用正交模方法得到在中高纬度具有大地形、Ｆｒｏｕｄｅ 数以及参数 δ的 Ｒｏｓｓｂｙ
波相速度公式； 分析 β 变化下大地形和 Ｆｒｏｕｄｅ 数对 Ｒｏｓｓｂｙ 波稳定度的影响，表明大地形、Ｆｒｏｕｄｅ
数和参数 δ 对 Ｒｏｓｓｂｙ 波的稳定性作用．
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引　 　 言

地形包括海洋、陆地以及陆地上的高原、山地、平原、森林、草原、城市等，它的变化对大气

和海洋产生一系列的影响．揭示大气波动产生和传输机制是大气动力学研究的主要内容［１］，在
大气波动中 Ｒｏｓｓｂｙ 波是指生命史很长、结构上有组织的、前后一致的大尺度永久性波动，是与

天气变化有关的主要波动．Ｒｏｓｓｂｙ 波的运动学和动力学一直受到众多学者关注．刘式适、刘式

达［２］说明了它的非线性相互作用是大气环流高低指数及能量谱结构变化的重要因素，同时罗

德海［３］也指出了 Ｒｏｓｓｂｙ 波是研究大气偶极子阻塞形成的主要理论．在产生非线性 Ｒｏｓｓｂｙ 波的

诸多因素中，地形和 β 效应对 Ｒｏｓｓｂｙ 波的演变均有显著作用．Ｃｈａｒｎｅｙ 和 Ｓｔｒａｕｓ［４］ 基于准地转

位涡度方程构造了一个 β 平面通道中考虑地形、非绝热加热和摩擦的正压大气模式，这项工作

开创了大气多平衡态非线性动力学的研究．Ｈａｒｔ［５］ 分析了正压准地转气流在山地的各项异性．
Ｇｒｏｓｅ 和 Ｈｏｓｋｉｎｓ［６］在具有地形和平均纬向流的正压模式下，计算出的气流模式与季节观测到

的平均对流层相一致．Ｄａｖｅｙ［７⁃８］分别在稳定的 β 平面通道和 β 平面环下用准线性理论研究了

地形对旋转流体的作用．Ｇｏｔｔｗａｌｄ 与 Ｇｒｉｍｓｈａｗ［９］ 采用弱非线性和长波近似等方法导出了两层

流体模式中地形效应对大气阻塞形成的作用．李子良等［１０］研究了岛屿地形对极地低压和热带

气旋类涡旋的影响．Ｗｉｎｇａｔｅ，Ｅｍｂｉｄ 等［１１］研究了具有周期边界旋转和分层流体的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方

程， 他们发现当 Ｆｒｏｕｄｅ 数为 Ｏ（１） 量级时，在起旋时间后会形成持续的大尺度 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｐｒｏｕｄ⁃
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ｍａｎ 流体柱．熊建刚、易帆和李钧［１２］采用弱非线性近似，推导出地形和 Ｅｋｍａｎ 摩擦共同作用下

连续谱正压 Ｒｏｓｓｂｙ 波的非线性时空演化方程，利用这些方程分析了窄角谱 Ｒｏｓｓｂｙ 波包的波波

相互作用问题．吕克利［１３⁃１４］采用行波法和摄动法，导出了基本流为弱二次切变下，含有地形的

正压 Ｒｏｓｓｂｙ 孤立波；且振幅满足 Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ（ＫｄＶ）方程，显示出地形是 Ｒｏｓｓｂｙ 孤立波形

成的重要因子．刘式适、谭本馗［１５］考虑了 β变化下的 Ｒｏｓｓｂｙ 波，分析了 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相速度及其

稳定度等问题．罗德海［１６］研究了 β 随纬度变化下 Ｒｏｓｓｂｙ 孤立波与大气偶极子阻塞，指出 β 变

化可能是引起中高纬地区偶极子阻塞的因素之一．但这些研究仅仅考虑 β 变化或者是地形对

Ｒｏｓｓｂｙ 波的作用，没有同时考虑地形和 β 变化对 Ｒｏｓｓｂｙ 波的影响．本文中，应用解析的方法分

析了大地形和变化的 Ｒｏｓｓｂｙ 参数及其 Ｆｒｏｕｄｅ 数对 Ｒｏｓｓｂｙ 波的作用，研究了这些因素对 Ｒｏｓｓ⁃
ｂｙ 波的相速度、 稳定性的影响．

１　 控 制 方 程

考虑 β 随纬度变化下含有地形的准地转位涡方程［１５⁃１６］：

　 　 ∂
∂ｔ

＋ ∂ψ
∂ｘ

∂
∂ｙ

－ ∂ψ
∂ｙ

∂
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［Ñ２ψ ＋ （β０ － δ０ｙ）ｙ］ －

ｆ ２
０

ｃ２０
∂ψ
∂ｔ

－
ｇｆ ２

０

ｃ２０
Ｊ（ｈ，ψ） ＝ ０， （１）

其中， ψ（ｘ，ｙ，ｔ） 是地转流函数；β０ ＝ （２Ω ／ ａ）ｃｏｓφ０，δ０ ＝ （２Ω ／ ａ２）ｓｉｎφ０ 表明 β随纬度变化；φ０ 是

纬度，Ω是地球自转角速度的大小； ｆ０ 是 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 参数； ｈ（ｘ，ｙ） 是地形高度；ｃ２０ ＝ ｇＨ；Ñ２ 为二维

水平 Ｌａｐｌａｃｅ 算子，其值为

　 　 Ñ２ ＝ ∂２

∂ｘ２
＋ ∂２

∂ｙ２； （２）

其他为常用符号．引入无量纲量：

　 　 （ｘ，ｙ） ＝ Ｌ（ｘ∗，ｙ∗）， ψ ＝ ＬＵψ∗， ｔ ＝ Ｌ
Ｕ

ｔ∗， ｈ ＝ Ｄｈ∗， （３）

其中 Ｕ，Ｌ 和 Ｄ 分别是大气水平特征速度、长度尺度和大气垂直特征尺度，带“∗”的量为无量

纲量．将式（３）代入方程（１）进行无量纲化并省略“∗”得

　 　 ∂
∂ｔ

Ñ２ψ ＋ （β － δｙ） ∂ψ
∂ｘ

－ Ｆｒ ∂ψ
∂ｔ

＋ Ｊ（ψ，Ñ２ψ） － ＭＪ（ｈ，ψ） ＝ ０， （４）

其中

　 　 β ＝ Ｌ２

Ｕ
β０， δ ＝ Ｌ３

Ｕ
δ０，

Ｆｒ ＝
ｆ ２
０ Ｌ２

ｃ２０
＝ Ｌ２

Ｌ２
０

是散度影响的参数，即行星 Ｆｒｏｕｄｅ 数（简称 Ｆｒｏｕｄｅ 数），

　 　 Ｍ ＝ ｇＤ
ｃ２０

ｆ０Ｌ
Ｕ

＝ Ｄ
Ｈ

１
Ｒ０

是地形影响参数； Ｒ０ ＝ Ｕ ／ （ ｆ０Ｌ） 是 Ｒｏｓｓｂｙ 数， Ｌ０ ＝ ｃ０ ／ ｆ０ 是 Ｒｏｓｓｂｙ 变形半径；流函数 ψ（ｘ，ｙ，ｔ）
为［１５］

　 　 ψ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ∫ｙ
０
ｕ－（ ｓ）ｄｓ ＋ ψ′（ｘ，ｙ，ｔ）， （５）

其中 ｕ－ ＝ ｕ－（ｙ） 为基本气流；ψ′（ｘ，ｙ，ｔ） 是扰动流函数．为了简便，取 ｈ ＝ ｈ（ｙ） ［１４］，将式（５） 代入
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方程（４） 并且略去非线性项 Ｊ（ψ′，Ñ２ψ′）， 得到扰动流函数的线性方程：

　 　 ∂
∂ｔ
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令

　 　 Ｂ ＝ β － δｙ － ｄ２ｕ－

ｄｙ２， Ｂ０ ＝ β － ｄ２ｕ－

ｄｙ２， Ｐ ＝ Ｍ ｄｈ
ｄｙ

， （７）

其中 Ｂ 是 β 随纬度变化下的基本气流绝对涡度的经向梯度，则方程（６）可化为

　 　 ∂
∂ｔ

＋ ｕ－ ∂
∂ｘ

æ

è
ç
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ø
÷ Ñ２ψ′ ＋ （Ｂ ＋ Ｐ） ∂ψ′

∂ｘ
－ Ｆｒ ∂ψ′

∂ｔ
＝ ０． （８）

２　 地形、Ｆｒｏｕｄｅ 数和参数 δ 对 Ｒｏｓｓｂｙ 波的影响

２．１　 地形、Ｆｒｏｕｄｅ数和参数 δ 作用下的 Ｒｏｓｓｂｙ 波相速度

应用正交模方法：
　 　 ψ′（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ψ（ｙ）ｅｘｐ［ｉｋ（ｘ － ｃｔ）］， （９）

其中 ｋ 是 ｘ 方向的波数，ｃ 为该方向的相速度．将式（９） 代入方程（８）， 当 ｕ－ － ｃ ≠ ０ 时，得

　 　 ｄ２Ψ
ｄｙ２

－ ｋ２Ψ ＋
Ｂ０ ＋ Ｐ ＋ Ｆｒｃ

ｕ－ － ｃ
－ δ
ｕ－ － ｃ

ｙ
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÷ Ψ ＝ ０． （１０）

令

　 　 ｌ２ ＝
Ｂ０ ＋ Ｐ ＋ Ｆｒｃ

ｕ－ － ｃ
－ ｋ２， ａ０ ＝ δ

ｕ－ － ｃ
，

则方程（１０）可化为

　 　 ｄ２Ψ
ｄｙ２

＋ （ ｌ２ － ａ０ｙ）Ψ ＝ ０． （１１）

方程（１１）的边界条件为［１５］

　 　 Ψ（ｙ１） ＝ Ψ（ｙ２） ＝ ０． （１２）
方程（１１）是在边界条件（１２）下的 Ｓｔｏｋｅｓ 方程，下面求该方程的本佂值问题．
令 ξ ＝ ｌ２ － ａ０ｙ， 则方程化为 Ｂｅｓｓｅｌ 方程：

　 　 ｄ２Ψ
ｄ２ξ

＋ ａ －２
０ ξΨ ＝ ０， （１３）

其通解为

　 　 Ψ（ξ） ＝ ξ Ｃ１Ｊ１ ／ ３
２

３ａ０
ξ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２Ｙ１ ／ ３

２
３ａ０

ξ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１４）

其中 Ｃ１， Ｃ２ 为任意常数，Ｊ１ ／ ３， Ｙ１ ／ ３ 分别是 １ ／ ３ 阶的第一类、 第二类 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．由边界条件

（１２）得
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方程（１５）有非零解的条件为
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在实际大气中 Ｂｅｓｓｅｌ 函数可渐近展开［１６］

　 　 Ｊν ～ ２
πｘ

ｃｏｓ ｘ － νπ
２

－ π
４
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２
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４
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ø
÷ ，　 　 ｘ → ∞， （１７）

其中 ν 是 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的阶数，而在大气中 η１ ＝ （２ ／ ３ａ０）（ ｌ２ － ａ０ｙ１） ３ ／ ２，η２ ＝ （２ ／ ３ａ０）（ ｌ２ －
ａ０ｙ２） ３ ／ ２ 非常大［１５⁃１６］，因此式（１６）可简化为

　 　 １
π η１η２

ｃｏｓ η１ － ５π
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úú ＝ ０， （１８）

即

　 　 ｓｉｎ（η１ － η２） ＝ ０， （１９）
则

　 　 η１ － η２ ＝ ｎπ　 　 （ｎ ＝ １，２，…） ． （２０）
由方程（２０）得 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相速度 ｃ 的近似代数方程：

　 　 ｋ２（ｕ－ － ｃ） ＋ ３ｎπδ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ／ ３

（ｕ－ － ｃ） １ ／ ３ － （Ｂ０ ＋ Ｐ ＋ Ｆｒｃ － δｙ１） ＝ ０． （２１）

如果方程（２１）不考虑地形与旋转效应，可忽略第三项得

　 　 ｃ ＝ ｕ－ － ３ｎπδ ／ ２
ｋ３ 　 　 （ｎ ＝ １，２，…） ． （２２）

方程（２２）说明此时 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相速度 ｃ是由纯参数 δ所产生，而且波长越长，Ｒｏｓｓｂｙ 波更易静

止或向西倒退，这种现象在高纬度地区经常发生．特别若不考虑 β 随纬度变化，即 ａ０ ＝ ０， 则方

程（１１）化为

　 　 ｄ２Ψ
ｄｙ２

＋ ｌ２Ψ ＝ ０， （２３）

此时 ｌ 是 ｙ 方向的波数，由 ｌ２ ＝ （Ｂ０ ＋ Ｐ ＋ Ｆｒｃ） ／ （ｕ－ － ｃ） － ｋ２， 得 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相速度：

　 　 ｃ ＝ ｕ－ －
Ｂ０ ＋ Ｐ ＋ Ｆｒｕ－

Ｋ２
ｈ ＋ Ｆｒ

， （２４）

其中 Ｋｈ 是水平面上的全波数，Ｋ２
ｈ ＝ ｋ２ ＋ ｌ２ ．式（２４）说明 Ｒｏｓｓｂｙ 波的波速不仅与 Ｆｒｏｕｄｅ 数有关，

而且与地形有关．特别当基本流 ｕ－ 为常数且不考虑地形作用时，有

　 　 ｃ ＝ ｕ－ － β ＋ Ｆｒｕ－

Ｋ２
ｈ ＋ Ｆｒ

［１７］ ．

如果方程（２１）忽略第二项得

　 　 ｃ ＝ ｕ－ －
Ｂ０ ＋ Ｐ ＋ Ｆｒｕ－ － δｙ１

ｋ２ ＋ Ｆｒ
． （２５）

式（２５）表明 β 随纬度变化下基本流、地形和 Ｆｒｏｕｄｅ 数共同作用产生的 Ｒｏｓｓｂｙ 波相速度，这是

文献［１５］的推广情况；若 δ ＝ ０， 且基本流和地形为常量，同时不考虑 Ｆｒｏｕｄｅ 数，它退化为

Ｒｏｓｓｂｙ 公式：
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　 　 ｃ ＝ ｕ－ － β
ｋ２ ．

２．２　 地形、Ｆｒｏｕｄｅ数和参数 δ 对 Ｒｏｓｓｂｙ 波稳定度的影响

在 ２．１ 小节的讨论中 ｕ－ － ｃ ≠ ０， Ｋｕｏ［１８］指出在 β 平面近似下 Ｒｏｓｓｂｙ 波的正压不稳定需满

足 Ｂ０ 在（ｙ１，ｙ２） 变号，当考虑参数 δ、 地形、Ｆｒｏｕｄｅ 数时， ｕ－ － ｃ≠０ 在区间［ｙ１，ｙ２］ 内不等于 ０，

正压不稳定条件 Ｂ ＋ Ｐ 也仍能使其改变正负号，从而产生正压不稳定．取基本流［１５］

　 　 ｕ－ ＝ ｕ－ ０ ＋ ｓｙ， （２６）

其中 ｓ 表示 ｕ－ 的经向切变且 ｓ ≠ １， 则方程（８）化为

　 　 ∂
∂ｔ

＋ （ｕ－ ０ ＋ ｓｙ） ∂
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú Ñ２ψ′ ＋ （β － δｙ ＋ Ｐ） ∂ψ′

∂ｘ
－ Ｆｒ ∂ψ′

∂ｔ
＝ ０． （２７）

将式（９）代入上述方程得

　 　 （ｕ－ ０ － ｃ ＋ ｓｙ） ｄ２Ψ
ｄｙ２

＋ ［β ＋ Ｐ ＋ ｃＦｒ － ｋ２（ｕ－ ０ － ｃ） － （δ ＋ ｋ２ｓ）ｙ］Ψ ＝ ０． （２８）

式（２８）是含有一个正则奇点 ｙ０ ＝ － （ｕ－ ０ － ｃ） ／ ｓ 和一个非正则奇点 ∞ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 型方程．令

　 　
ｙ ＝ η

２ ｋ２ ＋ δ ／ ｓ
－
ｕ－ ０ － ｃ

ｓ
，

Ψ（ｙ） ＝ ｅｘｐ － ｋ２ ＋ δ
ｓ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Φ（η），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２９）

将方程（２９）代入方程（２８）得

　 　 η ｄ２Φ
ｄη２

－ η ｄΦ
ｄη

－ ａΦ ＝ ０， （３０）

其中

　 　 ａ ＝ －
β ＋ ｃＦｒ ＋ ｋ２

０（ｕ
－
０ － ｃ）

２ｓ ｋ２ ＋ ｋ２
０

＋ Ｐ
－

ｓ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ｋ２

０ ＝ δ
ｓ
， Ｐ

－
＝ Ｍ ｄｈ

ｄη
．

方程（３０）是 Ｋｕｍｍｅｒ 方程，它的两个线性无关解为

　 　
Φ１（η） ＝ ηＦ（ａ ＋ １，２，η），
Φ２（η） ＝ ηＧ（ａ ＋ １，２，η），{ （３１）

其中

　 　 Ｆ（ａ，γ，ｘ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（ａ） ｋ

ｋ！ （γ） ｋ
ｘｋ， Ｇ（ａ，γ，ｘ） ＝ Ｆ（ａ，γ，ｘ）ｌｎ ｘ ＋ …

分别为第一类和第二类 Ｋｕｍｍｅｒ 函数， （ａ） ｋ 为 Ｇａｕｓｓ 符号．
由文献［１５］知当 ａ ＋ １ ＝ － ｎ（ｎ ＝ ０，１，２，…） 时，方程（３０）的解为稳定波解，即

　 　
β ＋ ｃＦｒ ＋ ｋ２

０（ｕ
－
０ － ｃ）

２ｓ ｋ２ ＋ ｋ２
０

＋ Ｐ
－

ｓ
＝ ｎ ＋ １　 　 （ｎ ＝ ０，１，２，…） ． （３２）

因为 ｎ ＋ １ ≥ １， 故可判断，风速切变数值越大，越易引起 Ｒｏｓｓｂｙ 波的不稳定，而 β，δ 以及地形

和 Ｆｒｏｕｄｅ 数起到稳定的作用．
如果不考虑地形和 Ｆｒｏｕｄｅ 数的作用，方程（３２）化为

０２２ 正压大气模式下大地形和 β 变化的 Ｒｏｓｓｂｙ 波



　 　
β ＋ ｋ２

０（ｕ
－
０ － ｃ）

２ｓ ｋ２ ＋ ｋ２
０

＝ ｎ ＋ １　 　 （ｎ ＝ ０，１，２，…），

这与文献［１５］的结果相一致．

３　 结　 　 论

Ｒｏｓｓｂｙ 波是地球流体大尺度运动的主要波动，本文从准地转位涡方程出发研究了 β 随纬

度变化下所引进的参数 δ 、 地形和 Ｆｒｏｕｄｅ 数对 Ｒｏｓｓｂｙ 波相速度、 稳定性的影响， 其主要结论

如下：
１） 参数 δ 主要在中高纬度起作用，它能得到只有参数 δ 引起 Ｒｏｓｓｂｙ 波；参数 δ、 地形和

Ｆｒｏｕｄｅ 数共同作用可以使 Ｒｏｓｓｂｙ 波更易静止或向西倒退，即这些因素对 Ｒｏｓｓｂｙ 波相速度明显

向东移动有显著的增加，这种现象在高纬度地区经常发生．
２） Ｒｏｓｓｂｙ 参数随纬度变化下引进参数 δ、 地形和 Ｆｒｏｕｄｅ 数导致 Ｒｏｓｓｂｙ 波正压不稳定的

必要条件变为 Ｂ ＋ Ｐ 在（ｙ１，ｙ２） 内改变正负号，而参数 δ 等因素起稳定的作用．
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