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摘要：　 基于非均匀材料弹性力学理论，采用算子谱分解和算子代数方法，对梯度材料平板结构弯

曲与拉伸问题进行了研究．首次给出了指数梯度材料平板弯曲与拉伸的力学方程．研究结果表明：
与各向同性平板结构弯曲和拉伸问题不同，在功能梯度平板中描述弯曲应力状态与描述拉伸应力

状态的广义位移函数以及剪切函数都是耦合的．没有采用工程假设，推导得到的梯度材料平板结构

力学方程是精确化的．通过分析可以认识和理解，分别对应于弯曲状态与拉伸状态的应力场耦合机

理以及力学响应的构成等．给出的方程及其分析过程可望能够用于类平板形式热防护材料结构的

应力分析与强度设计，推进热防护材料结构的轻型化．
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引　 　 言

功能梯度材料的力学和热物理参数等沿壁厚方向是连续渐变的，从而满足工程结构不同

部位对材料力 ／热性能的设计要求．与传统的各向同性材料相比，功能梯度材料结构的分析与

设计中存在着更多的挑战性课题．众所周知，控制方程是实现结构力学分析计算的基础，它直

接关系到材料结构力学响应的分析与计算结果［１⁃５］ ．同时，由于功能梯度材料性能的非均匀性，
难以直接采用那些适用于各向同性材料的结构力学模型化方法， 迫切要求探索更为有效的分

析与求解方法．
功能梯度材料结构力学控制方程是目前人们研究的热点问题．Ｂｅｎａｃｈｏｕｒ 等［６］采用 Ｈａｍｉｌ⁃

ｔｏｎ 原理给出了 ４ 变量平板精化理论．Ｗｏｏｄｗａｒｄ 和 Ｋａｓｈｔａｌｙａｎ［７］ 提出了简支横观各向同性功能

梯度板承受横向荷载作用下的三维弹性理论解，此时弹性模量和剪切模量沿厚度方向以指数

函数形式变化，而 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比为常数．Ｔｈａｉ 等［８］ 研究了功能梯度弹性地基板自由振动的
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精化剪切变形理论．可以看到，现存的对功能梯度平板的模型化方法主要还是基于一些经典假

设进行的，其获得的控制方程具有较强的局限性．Ｚｅｎｋｏｕｒ 基于简单的剪切和法向变形理论［９］，
采用平板厚度和表面剪切应力自由的条件给出了 ＦＧＭ 平板弯曲响应理论．

文献［１０］曾基于弹性力学与算子谱分解方法，给出了各向同性平板弯曲和拉伸振动的精

确化方程．本文将基于非均匀材料弹性力学理论，采用算子谱分解方法，对梯度材料平板弯拉

耦合问题进行研究．给出指数梯度材料平板弯拉耦合力学方程，并对平板弯曲拉伸耦合机理与

响应构成作分析．

１　 梯度材料平板弯曲与拉压控制方程

根据非均匀材料三维弹性力学理论，无体力时固体材料内位移场的支配方程为［１１］
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μ，ν，ρ 分别为材料的 Ｌａｍé 常数、Ｐｏｉｓｓｏｎ 比和材料密度，它们都是坐标 ｚ 的函数；ｔ 为时间；Ñ０ ＝
ｅ１∂ ／ ∂ｘ ＋ ｅ２∂ ／ ∂ｙ ＋ ｅ３∂ ／ ∂ｚ为三维空间 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子， ｅｋ（ｋ ＝ １，２，３） 是直角坐标系的单位矢量，
相应的 Ｌａｐｌａｃｅ 算子为 Ñ２

０ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｙ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｚ２ ＝ Ñ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｚ２；θ是材料体积应变，θ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｘ
＋ ∂ｖ ／ ∂ｙ ＋ ∂ｗ ／ ∂ｚ ．

研究物理参数典型分布情况，设材料参数分布为 μ（ ｚ） ＝ μ ０ｅβｚ，ρ（ ｚ） ＝ ρ ０ｅβｚ，ν ＝ ｃｏｎｓｔ ．于
是，方程（１）可改写为
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对于均匀材料而言，相对于几何中面的反对称变形只对应于内力矩，而对称变形对应于内

力．对于功能梯度非均匀材料，采用物理中面的概念，将平板结构内应力⁃应变分解为相对于物

理中面的弯曲应力状态和沿横截面的拉伸应力状态［１２］ ．平板受力时物理中面的定义为面内无

弯曲变形．
在平板几何中面上建立直角坐标系，采用数字 ｋ ＝ １，２，３ 分别表示坐标 ｘ，ｙ，ｚ ．设功能梯度

板的物理中面位于 ｚ ＝ ｚ０ 处，根据 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开式，弹性平板内任意一点的位移可描述为

　 　 ｕｋ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｅｘｐ （ ｚ － ｚ０）
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对于薄壁平板结构其物理中面位置坐标可写为
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式中， ＥＭ（ ｚ） 是平板材料的弹性模量；ｈ 是平板的厚度．研究指数梯度材料情况，当功能梯度材

料的物理参数为 ＥＭ（ ｚ） ＝ Ｅ０ｅｘｐ（βｚ）， 中性面的坐标是
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当材料梯度指数很小时，即有 βｈ ／ ２→０时，物理中面位置为 ｚ０ →０．Ｅ０，β 分别为材料在 ｚ ＝ ０ 处

的弹性模量和材料的梯度指数．与基于结构几何中面的功能梯度平板理论相比，物理中面内本

构关系中没有弯曲与拉伸变形的耦合影响．
在弹性结构内，由式（１）和式（２）可得如下式子［１０⁃１１］：
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式中
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Ｄｉ（ ｉ ＝ １，２） 是微分算子 ∂ ／ ∂ｚ 的谱，分别满足如下算子代数方程：
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根据高等代数中 Ｖｉｅｔａ 定理［１３］，方程（６ａ）的算子谱有如下关系：
　 　 Ｄ１１ ＋ Ｄ１２ ＋ Ｄ１３ ＋ Ｄ１４ ＝ ２β，
　 　 Ｄ１１Ｄ１２ ＋ Ｄ１１Ｄ１３ ＋ Ｄ１１Ｄ１４ ＋ Ｄ１２Ｄ１３ ＋ Ｄ１２Ｄ１４ ＋ Ｄ１３Ｄ１４ ＝ （２ Ñ２ ＋ β ２），
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梯度材料平板结构内位移的表达式为［１１］
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＋ ν））；ν 为材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比，假设为常数．
梯度板结构内物理中面的位移和法线转角以及横向正应变的表达式为［１０］
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＝ － １
μＭ（ ｚ０）

∂
∂ｙ

Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
［νÑ２ － （１ － ν）Ｄ２

１ｊ］Ｄ１ｊφ ｊ } ＋

　 　 　 　 β
μＭ（ ｚ０）

∂
∂ｙ

Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
［νÑ２ － （１ － ν）Ｄ２

１ｊ］φ ｊ } ＋ ２ ∂
∂ｘ

Ｒｅ（Ｄ２１ψ １）， （８ｅ）

　 　 Ｅ ＝
∂ｕｚ

∂ｚ ｚ ＝ ｚ０

＝ １
μＭ（ ｚ０）

Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
［（２ － ν） Ñ２ ＋ （１ － ν）Ｄ２

１ｊ］Ｄ２
１ｊφ ｊ } －

　 　 　 　 ２（１ － ν）β
μＭ（ ｚ０）

Ｒｅ [∑
２

ｊ ＝ １
Ñ２ ＋ Ｄ２

１ｊ( ) Ｄ１ｊφ ｊ ] － β ２

μＭ（ ｚ０）
Ｒｅ {∑

２

ｊ ＝ １
［νÑ２ － （１ － ν）Ｄ２

１ｊ］φ ｊ } ．

（８ｆ）
将弹性结构内物理中面转角和位移函数等作如下形式分解［１０，１４］：

　 　 ϕ１ ＝ ∂
∂ｘ

Ｆ（１） ＋ ∂
∂ｙ

ｆ （１）， ϕ２ ＝ ∂
∂ｙ

Ｆ（１） － ∂
∂ｘ

ｆ （１）， （９）

　 　 Ｕ１ ＝ ∂
∂ｘ

Ｆ（２） ＋ ∂
∂ｙ

ｆ （２）， Ｕ２ ＝ ∂
∂ｙ

Ｆ（２） － ∂
∂ｘ

ｆ （２） ． （１０）
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通过演算推导，可得梯度材料平板结构内未知函数的表达式：

　 　 Ｒｅ（ψ １） ＝ １
２

ｆ （２）， Ｉｍ（ψ １） ＝ １
２
［Ｉｍ（Ｄ２１）］

－１（ ｆ （１） ＋ Ｒｅ（Ｄ２１） ｆ （２））， （１１）

　 　 φ１ ＝
２μＭ（ ｚ０）

Δ
（Ｄ１２ － Ｄ１３）（Ｄ１２ － Ｄ１４）（Ｄ１３ － Ｄ１４）（ ｓ１１Ｗ ＋ ｓ１２Ｆ（１） ＋ ｓ１３Ｅ ＋ ｓ１４Ｆ（２）） ＝

　 　 　 　 （Ｓ１１Ｗ ＋ Ｓ１２Ｆ（１） ＋ Ｓ１３Ｅ ＋ Ｓ１４Ｆ（２））， （１２ａ）

　 　 φ２ ＝ －
２μＭ（ ｚ０）

Δ
（Ｄ１１ － Ｄ１３）（Ｄ１１ － Ｄ１４）（Ｄ１３ － Ｄ１４）（ ｓ２１Ｗ ＋ ｓ２２Ｆ（１） ＋ ｓ２３Ｅ ＋ ｓ２４Ｆ（２）） ＝

　 　 　 　 （Ｓ２１Ｗ ＋ Ｓ２２Ｆ（１） ＋ Ｓ２３Ｅ ＋ Ｓ２４Ｆ（２））， （１２ｂ）

　 　 φ３ ＝
２μＭ（ ｚ０）

Δ
（Ｄ１１ － Ｄ１２）（Ｄ１１ － Ｄ１４）（Ｄ１２ － Ｄ１４）（ ｓ３１Ｗ ＋ ｓ３２Ｆ（１） ＋ ｓ３３Ｅ ＋ ｓ３４Ｆ（２）） ＝

　 　 　 　 （Ｓ３１Ｗ ＋ Ｓ３２Ｆ（１） ＋ Ｓ３３Ｅ ＋ Ｓ３４Ｆ（２）） ＝ （Ｓ
－

１１Ｗ ＋ Ｓ
－

１２Ｆ（１） ＋ Ｓ
－

１３Ｅ ＋ Ｓ
－

１４Ｆ（２））， （１２ｃ）

　 　 φ４ ＝ －
２μＭ（ ｚ０）

Δ
（Ｄ１１ － Ｄ１２）（Ｄ１１ － Ｄ１３）（Ｄ１２ － Ｄ１３）（ ｓ４１Ｗ ＋ ｓ４２Ｆ（１） ＋ ｓ４３Ｅ ＋ ｓ４４Ｆ（２）） ＝

　 　 　 　 （Ｓ４１Ｗ ＋ Ｓ４２Ｆ（１） ＋ Ｓ４３Ｅ ＋ Ｓ４４Ｆ（２）） ＝ （Ｓ
－

２１Ｗ ＋ Ｓ
－

２２Ｆ（１） ＋ Ｓ
－

２３Ｅ ＋ Ｓ
－

２４Ｆ（２））， （１２ｄ）
式中，算子的负指数表示算子的逆；

　 　 Δ ＝－ ２（１ － ν）（１ － ２ν） Ñ２Ñ２Ñ２ ∏
ｉ ＝ １３， ｊ ＝ １４

ｉ ＝ １１， ｊ ＝ １２； ｉ ＜ ｊ
（Ｄｉ － Ｄ ｊ），

　 　 Ｄ１３ ＝ Ｄ
－

１１， Ｄ１４ ＝ Ｄ
－

１２；
以及

　 　 ｓ ｊ１ ＝ － １
Ｄ２

１ｊ

{ （１ － ２ν）Ñ２［νβ ２ － （１ － ν）Ñ２］ ＋ ２（１ － ３ν ＋ ２ν ２）βÑ２Ｄ１ｊ ＋

　 　 　 　 ν［（１ － ν） ２β ２ ＋ （１ － ３ν ＋ ν ２） Ñ２］Ｄ２
１ｊ } Ñ２Ñ２ 　 　 （ ｊ ＝ １，２），

　 　 ｓ ｊ２ ＝ １
Ｄ２

１ｊ

{ （１ － ２ν）Ñ２［νβ ２ － （１ － ν）Ñ２］ ＋ ２（１ － ３ν ＋ ２ν ２）βÑ２Ｄ１ｊ ＋

　 　 　 　 ［ν （１ － ν） ２β ２ － （２ － ５ν ＋ ３ν ２ － ν ３） Ñ２］Ｄ２
１ｊ } Ñ２Ñ２ 　 　 （ ｊ ＝ １，２），

　 　 ｓ ｊ３ ＝ １
Ｄ１ｊ

{ ２（１ － ν）［νβ ２ － ２νβＤ１ｊ ＋ νＤ２
１ｊ － （１ － ν）Ñ２］ } Ñ２Ñ２ 　 　 （ ｊ ＝ １，２），

　 　 ｓ ｊ４ ＝ １
Ｄ１ｊ

{ ２［ν ２β ２ － （１ － ２ν ＋ ２ν ２）βＤ１ｊ ＋

　 　 　 　 （１ － ν） ２Ｄ２
１ｊ － ν（１ － ν）Ñ２］ } Ñ２Ñ２Ñ２ 　 　 （ ｊ ＝ １，２） ．

这样，梯度材料平板弯曲与拉伸的应力分量表达式为［１４］

　 　 τ ｚｘ ＝ － Ñ２ ∂２Φ
∂ｘ∂ｚ

＋ μ（ ｚ） ∂２Ψ
∂ｙ∂ｚ

＝ － ２ Ñ２ ∂
∂ｘ

Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
Ｄ１ｊｅｘｐ（（ ｚ － ｚ０）Ｄ１ｊ）φ ｊ } ＋

　 　 　 　 ２μ（ ｚ） ∂
∂ｙ

Ｒｅ {Ｄ２１ｅｘｐ（（ ｚ － ｚ０）Ｄ２１）ψ １ } ， （１３ａ）

　 　 τ ｚｙ ＝ － Ñ２ ∂２Φ
∂ｙ∂ｚ

－ μ（ ｚ） ∂２Ψ
∂ｘ∂ｚ

＝ － ２ Ñ２ ∂
∂ｙ

Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
Ｄ１ｊｅｘｐ（（ ｚ － ｚ０）Ｄ１ｊ）φ ｊ } －

　 　 　 　 ２μ（ ｚ） ∂
∂ｘ

Ｒｅ {Ｄ２１ｅｘｐ（（ ｚ － ｚ０）Ｄ２１）ψ １ } ， （１３ｂ）

０６７ 梯度材料平板弯拉耦合力学的精确化支配方程



　 　 σ ｚ ＝ Ñ２Ñ２Φ ＝ ２ Ñ２Ñ２Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
ｅｘｐ（（ ｚ － ｚ０）Ｄ１ｊ）φ ｊ } ． （１３ｃ）

把平板上下表面剪力与正应力为 ０ 的边界条件引入到方程（１３）中，可得如下等式：

　 　 ∂
∂ｘ

Ñ２Ｒｅ ∑
２

ｊ ＝ １
Ｄ１ｊｅｘｐ ± ｈ

２
－ ｚ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｊé

ë
êê

ù

û
úú{ } －

　 　 　 　 μ ± ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂
∂ｙ

Ｒｅ Ｄ２１ｅｘｐ ± ｈ
２

－ ｚ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ２１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ １é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （１４）

　 　 ∂
∂ｙ

Ñ２Ｒｅ ∑
２

ｊ ＝ １
Ｄ１ｊｅｘｐ ± ｈ

２
－ ｚ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｊé

ë
êê

ù

û
úú{ } ＋

　 　 　 　 μ ± ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂
∂ｘ

Ｒｅ Ｄ２１ｅｘｐ ± ｈ
２

－ ｚ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ２１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ １é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （１５）

　 　 Ñ２Ñ２Ｒｅ ∑
２

ｊ ＝ １
ｅｘｐ ± ｈ

２
－ ｚ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｊé

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （１６）

式中， ｈ 是平板结构的厚度．
根据复变函数理论，方程（１４）和（１５）可看成是一个解析函数的实部和虚部所满足的

Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ［１０］条件，于是可有

　 　 Ñ２Ｒｅ ∑
２

ｊ ＝ １
Ｄ１ｊｅｘｐ ± ｈ

２
－ ｚ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｊé

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （１７）

　 　 Ｒｅ Ｄ２１ｅｘｐ ± ｈ
２

－ ｚ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ２１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ １é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０． （１８）

将方程（１１）代入到式（１８）中，可得如下方程：

　 　 Ñ２ｓｉｎ（Ｉｍ（Ｄ２１）ｈ）
Ｉｍ（Ｄ２１）

ｆ ＝ ０， （１９）

式中， Ｄ２１ ＝ ａ ＋ ｉｂ ．
于是，可以得到分别描述弯曲和拉伸应力状态的剪切变形模式函数为［１５］

　 　 ｆ （１） ＝ Ｃ１１ ｆ１ ＋ Ｃ２１ ｆ２， （２０ａ）
　 　 ｆ （２） ＝ Ｃ１２ ｆ１ ＋ Ｃ２２ ｆ２， （２０ｂ）

其中，函数 ｆ ＝ ｆ１ ＋ ｆ２，函数 ｆｉ（ ｉ ＝ １，２） 满足如下微分方程：

　 　 Ñ２ － π ２

ｈ２
－ １

４
β ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ１ ＝ ０， （２１ａ）

　 　 Ñ２ ｆ２ ＝ ０， （２１ｂ）
以及 Ｃ ｉｊ（ ｉ ＝ １，２； ｊ ＝ １，２） 是由方程（１８）得到的伴随矩阵的元素，表达式分别为

　 　 Ｃ１１ ＝ － ｂ －１ Ñ２ｓｉｎ （１ ＋ γ） ｂｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ１２ ＝ － ｂ －１ Ñ２ｓｉｎ （１ － γ） ｂｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｃ２１ ＝ ａｂ －１ｓｉｎ （１ ＋ γ） ｂｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ （１ ＋ γ） ｂｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｃ２２ ＝ ａｂ －１ｓｉｎ （１ － γ） ｂｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｃｏｓ （１ － γ） ｂｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

将方程（１７）和（１６）联立后，可得如下方程：

　 　 Ñ２Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
Ｄ１ｊｅｘｐ ± ｈ

２
－ ｚ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｊ } ＝ ０， （２２ａ）
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　 　 Ñ２Ñ２Ｒｅ {∑
２

ｊ ＝ １
ｅｘｐ ± ｈ

２
－ ｚ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｊ } ＝ ０． （２２ｂ）

将式（１２）代入到式（２２）中，可得如下式子：
　 　 ＤＳ［Ｗ Ｆ（１） Ｅ Ｆ（２）］ Ｔ ＝ Ａ［Ｗ Ｆ（１） Ｅ Ｆ（２）］ Ｔ ＝ ０， （２３）

其中

　 　 Ｄ ＝

Ｄ１１ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１１ Ｄ１２ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１２ Ｄ１３ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１３ Ｄ１４ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１４

Ｄ１１ｅ
－（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１１ Ｄ１２ｅ

－（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１２ Ｄ１３ｅ
－（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１３ Ｄ１４ｅ

－（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１４

ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１１ ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１２ ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１３ ｅ（ｈ ／ ２－ｚ０）Ｄ１４

ｅ －（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１１ ｅ －（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１２ ｅ －（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１３ ｅ －（ｈ ／ ２＋ｚ０）Ｄ１４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｓ ＝

Ｓ１１ Ｓ１２ Ｓ１３ Ｓ１４

Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３ Ｓ２４

Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ３３ Ｓ３４

Ｓ４１ Ｓ４２ Ｓ４３ Ｓ４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

矩阵（２３）所对应的行列式为

　 　 ＤＳ ＝ Ｄ Ｓ ＝
２ｅ －β（ｈ＋２ｚ０）ｈ４ ［μＭ（ ｚ０）］ ４［２（Ñ２ － ４β ２）ｈ２ － １５βｈ － １５］

９（１ － ν）（１ － ２ν）
Ñ６ ． （２４）

根据式（２４）的算子矩阵行列式，可得梯度材料平板弯曲⁃拉伸广义位移函数的支配方程：

　 　 Ñ２Ñ２Ñ２ Ñ２ － １
４

β ２ － １５
４

β ２γ ２ ＋ １５
２ｈ

βγ － １５
２ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｈ ＝ ０， （２５）

对应的广义位移函数 Ｗ，Ｆ（１） 和 Ｅ，Ｆ（２） 的表达式为［１５］

　 　

Ｗ ＝ Ｂ１１Ｈ１ ＋ Ｂ２１Ｈ２ ＋ Ｂ３１Ｈ３ ＋ Ｂ４１Ｈ４，

Ｆ（１） ＝ Ｂ１２Ｈ１ ＋ Ｂ２２Ｈ２ ＋ Ｂ３２Ｈ３ ＋ Ｂ４２Ｈ４，
Ｅ ＝ Ｂ１３Ｈ１ ＋ Ｂ２３Ｈ２ ＋ Ｂ３３Ｈ３ ＋ Ｂ４３Ｈ４，

Ｆ（２） ＝ Ｂ１４Ｈ１ ＋ Ｂ２４Ｈ２ ＋ Ｂ３４Ｈ３ ＋ Ｂ４４Ｈ４，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２６）

其中， Ｂ ｉｊ（ ｉ ＝ １，２，３，４； ｊ ＝ １，２，３，４） 是矩阵 Ａ 的伴随矩阵的元素：
　 　 Ｂ１１ ＝ ｈ２ { － ２４（１ － ２ν） ＋ ４（１ － ２ν）（１ ＋ ３γ）βｈ －
　 　 　 　 { β ２ｈ２［ν ２（３γ ２ ＋ ２γ － １） － ν （３γ ＋ １） ２ ＋ ３γ ２ ＋ ２γ ＋ １］ －

　 　 　 　 １
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２［ν ３（３γ ２ ＋ ２γ － １） ＋ ν ２（３γ ２ ＋ ２γ ＋ ７） －

　 　 　 　 ν（１５γ ２ ＋ １０γ ＋ ７） ＋ ６γ ２ ＋ ４γ ＋ ２］ } } ，
　 　 Ｂ１２ ＝ ｈ２ { － ２４（１ － ２ν） － ４（１ － ２ν）（１ － ３γ）βｈ －
　 　 　 　 { β ２ｈ２［ν ２（３γ ２ － ２γ － １） － ν （１ － ３γ） ２ ＋ ３γ ２ － ２γ ＋ １］ －

　 　 　 　 １
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２［ν ３（３γ ２ － ２γ － １） ＋ ν ２（３γ ２ － ２γ ＋ ７） ＋

　 　 　 　 ν（ － １５γ ２ ＋ １０γ － ７） ＋ ６γ ２ － ４γ ＋ ２］ } } ，
　 　 Ｂ１３ ＝ ｈ { ４８（１ － ２ν） － ２４（１ － ２ν）γβｈ ＋
　 　 　 　 ２β ２ｈ２［３ν ２（γ ２ － １） － ９νγ ２ ＋ ν ＋ ３γ ２ ＋ １］ －

　 　 　 　 ２
（１ － ν）

Ñ２ｈ２［３ν ３（γ ２ － １） ＋ ν ２（３γ ２ ＋ １３） － ３ν（５γ ２ ＋ ３） ＋ ６γ ２ ＋ ２］ } ，

２６７ 梯度材料平板弯拉耦合力学的精确化支配方程



　 　 Ｂ１４ ＝ － Ｂ１３， Ｂ２１ ＝ Ｂ１１， Ｂ２２ ＝ Ｂ１２， Ｂ２３ ＝ Ｂ１３， Ｂ２４ ＝ － Ｂ１３，

　 　 Ｂ３１ ＝ ２ν（１ － ２ν）
（１ － ν）

ｈ３ Ñ２［２（１ ＋ ３γ） ＋ （１ ＋ ２γ ＋ ３γ ２）βｈ］，

　 　 Ｂ３２ ＝ ２ν（１ － ２ν）
（１ － ν）

ｈ３ Ñ２［２（１ ＋ ３γ） ＋ （１ － ２γ ＋ ３γ ２）βｈ］，

　 　 Ｂ３３ ＝ ４ν（１ － ２ν）
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２［６γ － βｈ（１ ＋ ３γ ２）］，

　 　 Ｂ３４ ＝ － Ｂ３３，
　 　 Ｂ４１ ＝ ２（１ － ２ν）ｈ３［２（１ ＋ ３γ） － （１ ＋ ２γ ＋ ３γ ２）βｈ］，
　 　 Ｂ４２ ＝ ２（１ － ２ν）ｈ３［ － ２（１ ＋ ３γ） － （１ － ２γ ＋ ３γ ２）βｈ］，
　 　 Ｂ４３ ＝ ４（１ － ２ν）ｈ２［ － ６γ ＋ （１ ＋ ３γ ２）βｈ］，
　 　 Ｂ４４ ＝ － Ｂ４３ ．

广义位移函数

　 　 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ Ｈ１（ｘ，ｙ） ＋ Ｈ２（ｘ，ｙ） ＋ Ｈ３（ｘ，ｙ） ＋ Ｈ４（ｘ，ｙ）， （２７）
其中，函数 Ｈｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 分别满足

　 　
Ñ２ － １

４
β ２ － １５

４
β ２γ ２ ＋ １５

２ｈ
βγ － １５

２ｈ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Η１ ＝ ０，

Ñ２Ｈ２ ＝ Ｈ３， Ñ２Ｈ３ ＝ Ｈ４， Ñ２Ｈ４ ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２８）

将式（２７）代入到式（２６）中，可得广义位移函数 Ｗ，Ｆ（１） 和 Ｅ，Ｆ（２） 的具体表达式

　 　 Ｗ ＝ ｈ２ － ２４（１ － ２ν） － １
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２（ν ３ － ７ν ２ ＋ ７ν － ２）é

ë
êê

ù

û
úú （Ｈ１ ＋ Ｈ２） ＋

　 　 　 　 ４ν（１ － ２ν）
（１ － ν）

ｈ３ Ñ２Ｈ３ ＋ ４（１ － ２ν）ｈ３Ｈ４， （２９ａ）

　 　 Ｆ（１） ＝ ｈ２ － ２４（１ － ２ν） － １
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２（ν ３ － ７ν ２ ＋ ７ν － ２）é

ë
êê

ù

û
úú （Ｈ１ ＋ Ｈ２） ＋

　 　 　 　 ４ν（１ － ２ν）
（１ － ν）

ｈ３ Ñ２Ｈ３ － ４（１ － ２ν）ｈ３Ｈ４， （２９ｂ）

　 　 Ｅ ＝ ｈ ４８（１ － ２ν） ＋ ２
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２（３ν ３ － １３ν ２ ＋ ９ν － ２）é

ë
êê

ù

û
úú （Ｈ１ ＋ Ｈ２）， （２９ｃ）

　 　 Ｆ（２） ＝ － ｈ ４８（１ － ２ν） ＋ ２
（１ － ν）

ｈ２ Ñ２（３ν ３ － １３ν ２ ＋ ９ν － ２）é

ë
êê

ù

û
úú （Ｈ１ ＋ Ｈ２） ． （２９ｄ）

２　 结　 　 论

与假设位移分布函数方法不同，本文基于非均匀介质三维弹性力学和物理中面的概念，采
用了 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比等于常数的工程假设，直接采用算子谱分解和 Ｖｉｅｔａ 定理、解析函数 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉ⁃
ｅｍａｎｎ 条件等推导得到了梯度平板弯曲与拉伸耦合力学的精确化方程．

本论文的主要创新之处在于： １） 基于物理中面的概念，首次给出了指数梯度材料平板弯

曲与拉伸力学的精确化支配方程； ２） 没有采用直法线假设，以及力矩平衡的方法，而是直接

基于弹性力学方程，采用算子谱和算子代数的方法，得到了梯度板弯曲与拉伸耦合力学的支配

方程； ３） 与各向同性平板弯曲和拉伸问题不同，此时弯曲应力与拉伸应力状态是不耦合的，
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而在功能梯度平板中描述弯曲应力状态的广义位移函数与描述拉伸应力状态的广义位移函数

是耦合的，并且分别对应于弯曲和拉伸应力状态的剪切函数也是耦合的．
当前，功能梯度材料在工程中广泛应用，其结构力学建模十分重要，直接关系到力学和热

物理行为的分析计算与预测．梯度材料结构的力学与热物理分析与工程设计中存在着许多挑

战性课题，迫切要求我们探索更为有效的模型化方法及其分析计算．
本文提出的梯度平板结构弯曲⁃拉伸耦合力学方程，可望能够在空天飞行器热防护材料与

结构的热防护分析与设计中得到应用．
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