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摘要：　 首次利用柱坐标研究速度滑移和对流表面边界条件下，由拉伸缸引起的稳态层流 Ｃａｓｓｏｎ
纳米流体流动、传热及传质现象．采用恰当的相似变换将偏微分控制方程转化为高阶非线性耦合常

微分方程，并通过打靶法进行数值求解，图示并详细分析了不同物理参数对速度、温度及浓度分布

的影响．结果显示，速度受滑移参数的影响较大，温度和浓度分别受 Ｂｉｏｔ 数和 Ｌｅｗｉｓ 数的影响较大；
随着 Ｃａｓｓｏｎ 参数的增大，速度下降而温度和浓度都增加；温度随着 Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动参数或热泳

参数的增加而上升；浓度随着 Ｂｒｏｗｎ 运动参数的增大而减小，随着热泳参数的增大而增大，当热泳

参数较大时，浓度出现了“回流”现象．
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引　 　 言

在许多机械、化学和材料工程中均存在非 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）流体的输运现象．这种流体所呈

现的剪切应力应变关系明显偏离经典的 Ｎｅｗｔｏｎ 流体（由 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程描述）．大多数非

Ｎｅｗｔｏｎ 流体方程均对 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程中的动量守恒方程作某种程度的修改，包括幂律流

体［１］、Ｃａｓｓｏｎ 流体［２］、粘弹性流体（如上随体 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型） ［３］、Ｗａｌｔｅｒｓ⁃Ｂ 短记忆模型［４］、Ｏｌｄ⁃
ｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型［５］、差分 Ｒｅｉｎｅｒ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 模型［６⁃７］ 和 Ｂｉｎｇｈａｍ（宾汉）模型［８］ 等．在生物技术和食品工

程发展中很多非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体属于 Ｃａｓｓｏｎ 流体，如生理悬浮液、血液、泡沫、化妆品、糖浆等均

能用 Ｃａｓｓｏｎ 模型近似描述．该模型用于描述塑性流体时，具有剪切稀化特性、屈服应力和高剪

切粘度［９］ ．在很多领域，如生物工程和制造技术中已经对 Ｃａｓｓｏｎ 流体输运现象进行了大量的

理论、数值和实验研究．如 Ｎａｇａｒａｎｉ 等研究了流经环形的 Ｃａｓｓｏｎ 流体的质量传输，推导出解析

解，同时考虑抽吸效应［１０］；Ｍｕｓｔａｆａ 和 Ｈａｙａｔ 等得到了沿拉伸表面的 Ｃａｓｓｏｎ 流体驻点流与传热

的同伦解，还考虑了粘性加热效应［１１］ ．纳米流体是由尺寸小于 １００ ｎｍ 的固体颗粒分散于基液
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中形成的．传统的传热流体由于导热系数低而无法满足冷却率的要求．而纳米颗粒由于存在

Ｂｒｏｗｎ 运动和热泳特性，可以提高基液的导热系数，从而作为一种新型的传热流体———纳米流

体而得到广泛的研究与应用．如 Ｃｈｏｉ 和 Ｅａｓｔｍａｎ 首次采用纳米颗粒（通常由金属或金属氧化物

制成）与基液的混合物，称之为“纳米流体” ［１２］；Ｍａｌｖａｎｄｉ 和 Ｇａｎｊｉ 从理论上研究在均匀磁场作

用下，圆形微通道中氧化铝 ／水纳米流体的流动与对流换热［１３］；Ｍａｋｉｎｄｅ 等讨论了通过对流加

热伸缩表面的浮力驱动纳米流体驻点流［１４］；Ｈａｔａｍｉ 和 Ｇａｎｊｉ 研究了非 Ｎｅｗｔｏｎ 纳米流体流过多

孔介质的传热特性［１５］ ．
由于连续表面运动而引起的边界层流动是基本的物理现象，也是流动的一种重要类型，广

泛存在于许多工程领域中，如电线和纤维涂层、金属和聚合物挤出、食品加工、连续铸造、塑料

片材的拉伸、换热器及化学处理设备等．Ｃｒａｎｅ 首次研究了拉伸板上的流动［１６］；Ｂａｃｈｏｋ 等研究

了过半无限长平板的稳态纳米边界层流［１７］；Ｒａｓｈｉｄｉ 等对非线性等温渗透延伸板上的纳米流

体动力学性能进行了 ＨＡＭ 仿真［１８］ ．通过延伸缸体上的流动由于在工业和工程领域的广泛应

用，引起了很多学者的关注．Ｗａｎｇ 在由拉伸缸拉伸而引起的流动方面的研究是先驱［１９］；Ｉｓｈａｋ
等讨论了均匀抽吸 ／喷注和 ＭＨＤ 对拉伸缸引起的流动和热传递的影响［２０⁃２１］；Ａｂｂａｓ 等考虑了

多孔介质中有热辐射存在时通过拉伸缸导电粘性流体的层流 ＭＨＤ 流动与传热［２２］；Ｈａｙａｔ 等还

研究了倾斜拉伸缸引起的变导热系数流体流动，考虑了粘性耗散和热辐射的影响［２３］； Ｂａｃｈｏｋ
和 Ｉｓｈａｋ 研究了给定表面热通量时，浸在不可压缩粘性流体中的拉伸缸引起的稳态层流问

题［２４］；Ｍａｈｄｙ 研究了拉伸缸引起的 Ｃａｓｓｏｎ 流体流动与传热现象，考虑了 Ｓｏｒｅｔ 和 Ｄｕｆｏｕｒ 效应［２５］ ．
在上述文献综述中，大部分流场均满足壁面无滑移条件．然而某些特定场合并不满足无滑

移条件，如在某些工业热问题和制造流体动力学系统中滑移效应是很重要的［２６］，滑移现象也

存在于疏水性表面，特别是微纳米流体．滑移边界条件对剪切力、滞后效应和加速性能等影响

较大．近年来，许多学者对滑移流进行了大量研究，主要集中在微机电系统（ＭＥＭＳ） ［２７］ ．如
Ｓｐａｒｒｏｗ 等首次对带有均匀热源管道内的层流滑移流与传热进行研究［２８］；Ｉｎｍａｎ 进一步描述了

具有壁面温度的平行板通道或管道的热对流滑移流［２９］ ．这些研究普遍表明，速度滑移行为会

增强换热，而热滑（或“温度跳”）会降低传热．最近，Ｍｕｋｈｏｐａｄｈｙａｙ 等研究了部分滑移对拉伸缸

内 ＭＨＤ 和化学反应性浓质传输的影响［３０⁃３２］；Ｈａｙａｔ 等研究了滑移条件对垂直拉伸缸传热和传

质的影响［３３］；Ｍａｊｅｅｄ 等［３４］采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ（切比雪夫）谱⁃Ｎｅｗｔｏｎ 迭代方法来研究在部分滑移

和给定热通量条件下拉伸缸引起的传热问题，结果显示：拉伸缸体上的流体速度和表面摩擦因

数受滑移参数的影响很大．
受到上述文献的启发，本文在速度滑移和对流表面边界条件下，研究由拉伸缸引起的稳态

层流 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体流动以及传热传质问题，并详细分析了曲率参数、Ｃａｓｓｏｎ 参数、Ｂｒｏｗｎ 运

动参数、热泳参数等对 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体流动、温度和浓度分布的影响．

１　 数 学 模 型

考虑不可压缩的 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体，由于缸体（半径为 ａ） 拉伸而产生边界层流动，如图 １
所示．假设 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体流动稳定、轴对称且为层流．研究由于缸体运动而引起的边界层流

动现象一般采用柱坐标系下的 Ｎ⁃Ｓ 方程，取缸体轴向为 ｚ轴，径向为 ｒ轴，缸体沿轴向（ ｚ轴） 以

Ｖｗ ＝ Ｖ０ｚ ／ Ｌ 的速度向两边拉伸．
Ｃａｓｓｏｎ 流体作各向同性、不可压缩流动时的流变状态方程为［２，３５］

０７９ 许　 　 晓　 　 勤　 　 　 陈　 　 淑　 　 梅
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图 １　 由缸体拉伸引起的 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体流动示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｓｓｏｎ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

在方程（１）中， π ＝ ｅｉｊｅｉｊ， ｅｉｊ 表示（ ｉ， ｊ） 变形率分量，π表示变形率分量的自乘量，πｃ 表示变

形率分量自乘量基于非 Ｎｅｗｔｏｎ 模型时的临界值， μＢ 表示非Ｎｅｗｔｏｎ流体的塑性动力学粘度，Ｐｙ

表示流体的屈服应力．由此产生的 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体流动的边界层方程如下：
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其中， Ｖｚ，Ｖｒ 分别表示 ｚ，ｒ方向的速度分量，β ＝ μＢ ２πｃ ／ Ｐｙ 为 Ｃａｓｓｏｎ 参数， Ｔ 为 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流

体温度， Ｔ∞ 为 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体无穷远处的温度， Ｃ 为 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体浓度， υ ＝ μ ／ ρ为运动粘

度，μ 为动力粘度，ρ 为流体密度，α 为热扩散率，ｃｐ 是比定压热容，τ ＝ （ρｃ） ｐ ／ （ρｃ） ｆ 为纳米颗粒

的有效热容量与基液的有效热容量之比，ＤＢ 是 Ｂｒｏｗｎ 扩散系数， ＤＴ 是热泳扩散系数．
边界条件：
在 ｒ ＝ ａ 处
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在 ｒ → ∞ 处

　 　 Ｖｚ → ０， Ｔ → Ｔ∞ ， Ｃ → Ｃ∞ ； （７）
其中， Ｖ０，Ｂ１ 均为常数，ｋ 为导热系数，ｈ 为对流传热系数，ａ 为缸体半径，Ｌ 为参考长度，Ｔｗ 为壁
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面温度，Ｃｗ 为壁面浓度，Ｃ∞ 为 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体无穷远处的浓度．
引入下列相似变量：
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其中 ψ 是流函数．根据定义，可知速度分量为
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将速度分量代入方程（２） ～ （５），可知方程（２）自动满足，方程（３） ～ （５）简化为
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式中 γ 为曲率参数，Ｐｒ 为 Ｐｒａｎｄｔｌ 数， ＮＴ 为热泳参数，ＮＢ 为 Ｂｒｏｗｎ 运动参数， Ｌｅ 为 Ｌｅｗｉｓ 数，各
参数表达式为
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边界条件（６）、（７）转化为
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ø
÷ ｆ ″（０） ＝ １ ＋ Ｂ １ ＋ １

β
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ ″（０），

θ′（０） ＝ － Ｂ ｉ［１ － θ（０）］， ϕ（０） ＝ １，
ｆ ′（∞ ） ＝ ０， θ（∞ ） ＝ ０， ϕ（∞ ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

其中 Ｂ 为速度滑移参数，Ｂ ｉ ＝ （ｈ ／ ｋ） υＬ ／ Ｖ０ 为 Ｂｉｏｔ 数．
假定压缩功和摩擦热忽略不计，流体表面摩擦力因数 Ｃ ｆ、 局部 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数 Ｎｕｚ 和 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ

数 Ｓｈｚ 分别定义为

　 　 Ｃ ｆ ＝
τｗ

ρＶ２
ｗ

， Ｎｕｚ ＝
ｚｑｗ

ｋ（Ｔｗ － Ｔ∞ ）
， Ｓｈｚ ＝

ｚｑｍ

ＤＢ（Ｃｗ － Ｃ∞ ）
． （１５）

此处表面摩擦力 τｗ、热通量 ｑｗ 与质量通量 ｑｍ 可以分别写成

　 　 τｗ ＝ μＢ １ ＋ １
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｖｚ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ ＝ ａ

， ｑｗ ＝ － ｋ ∂Ｔ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ ＝ ａ
， ｑｍ ＝ － ＤＢ

∂Ｃ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ ＝ ａ
． （１６）

利用相似变换（８）可得

　 　 Ｃ ｆ·Ｒｅ１ ／ ２ｚ ＝ １ ＋ １
β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ ″（０）， Ｎｕｒ ＝

Ｎｕｚ

Ｒｅ１ ／ ２ｚ

＝ － θ′（０）， Ｓｈｒ ＝
Ｓｈｚ

Ｒｅ１ ／ ２ｚ

＝ － ϕ′（０）， （１７）

其中 Ｒｅｚ ＝ ｚＶｗ ／ υ 为局部 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数， Ｎｕｒ 和 Ｓｈｒ 分别为简化的 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数和简化的 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数．

２　 数 值 方 法

常微分方程（１０） ～ （１２）及边界条件（１４）构成了两点边值问题，解决这种问题的数值方法

有同伦分析法（ＨＡＭ） ［１１，２７］、Ｋｅｌｌｅｒ⁃ｂｏｘ 法［３６］、Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 法（ＣＮＭ） ［４⁃５］、打靶法［１４］ 等．本文

采用打靶法进行数值求解，打靶法计算精度高，方法简单，主要思路是：适当选择和调整初值条
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件 （ ｆ ″（０），θ（０），ϕ′（０））， 求解常微分方程（１０） ～ （１２），使之逼近给定的边界条件 （ ｆ ′（∞ ） ＝
θ（∞ ） ＝ ϕ（∞ ） ＝ ０） ．如果将描述的曲线视作弹道，那么求解过程即不断调整试射条件使之达

到预定的靶子（误差控制在 １０－６内），所以称作打靶法或试射法．为了验证该方法的有效性，当
Ｐｒ 取不同值时，用本方法求得的 Ｎｕｒ 和 Ｓｈｒ 与现有文献结果进行比较（文献［３７］采用四阶

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法，文献［２７］采用优化同伦分析法），结果吻合，如表 １ 所示 （ＮＴ ＝ ＮＢ

＝ ０．５，Ｌｅ ＝ ５，γ ＝ ０，Ｂ ＝ ０，Ｂ ｉ ＝ ０．１， β → ∞） ．
表 １　 Ｐｒ 取不同值时 Ｎｕｒ 和 Ｓｈｒ 与现有文献结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

Ｐｒ
Ｍａｋｉｎｄｅ ａｎｄ Ａｚｉｚ［３７］

Ｎｕｒ Ｓｈｒ

Ａｂｏｌｂａｓｈａｒｉ ｅｔ ａｌ．［２７］

Ｎｕｒ Ｓｈｒ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｔｕｄｙ
Ｎｕｒ Ｓｈｒ

１ ０．０７８ ９ １．５４７ ７ ０．０７８ ９ １．５４７ ７ ０．０７８ ９３ １．５４７ ６８

２ ０．０８０ ６ １．５５５ ４ ０．０８０ ６ １．５５５ ４ ０．０８０ ６２ １．５５５ ４３

５ ０．０７３ ５ １．５９８ ３ ０．０７３ ５ １．５９８ ３ ０．０７３ ４５ １．５９８ ３２

３　 结 果 讨 论

图 ２ 和图 ３ 给出曲率参数 γ 对速度、温度和浓度分布的影响 （β ＝ １， Ｂ ＝ ０．１， Ｂ ｉ ＝ ０．２， Ｌｅ
＝ ２， ＮＢ ＝ ０．５， ＮＴ ＝ ０．５， Ｐｒ ＝ ０．７２） ．从图 ２ 和图 ３ 可以看出，当 η 较小时，随着曲率参数的增

大，温度降低，速度也降低但变化不明显，而当 η 较大时，随着曲率参数的增大，速度增大且边

界层变厚，温度上升但变化不明显；浓度会随着曲率参数的增大而增加．
图 ４ 和图 ５ 给出 Ｃａｓｓｏｎ 参数 β 对速度、温度和浓度分布的影响 （Ｂ ＝ ０．１， Ｂ ｉ ＝ ０．２， Ｌｅ ＝ ２，

ＮＢ ＝ ０．５， ＮＴ ＝ ０．５， Ｐｒ ＝ ０．７２， γ ＝ ０．５） ．从图 ４ 可以得出，随着 Ｃａｓｓｏｎ 参数的增大，速度下降

且边界层变薄，这是因为 Ｃａｓｓｏｎ 参数对流体流动起阻碍作用从而使得流体流动减慢．从图 ５ 可

以看出，随着 Ｃａｓｓｏｎ 参数的增大，温度和浓度都增加且边界层均变厚，这是因为 Ｃａｓｓｏｎ 参数增

大意味着粘度增加，而粘度增加会增大传热速率，从而使温度上升，而温度场会带动浓度场，从
而使浓度也增加．

图 ２　 曲率参数 γ 对速度轮廓的影响 图 ３　 曲率参数 γ 对温度和浓度分布的影响

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ ｏｎ ｔｈｅ
ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 ６ 和图 ７ 给出速度滑移参数 Ｂ 对速度、温度和浓度分布的影响 （β ＝ １， Ｂ ｉ ＝ ０．２， Ｌｅ ＝ ２，
ＮＢ ＝ ０．５， ＮＴ ＝ ０．５， Ｐｒ ＝ ０．７２， γ ＝ ０．５） ．从图 ６ 可以得出，随着速度滑移参数的增大，速度下降

且边界层变薄，这是因为速度滑移参数越大，拉伸缸壁面对流体的“拖拽”作用减弱，从而使流
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体速度减小．从图 ７ 可以看出，随着速度滑移参数的增大，温度和浓度都增加且边界层均变厚．

图 ４　 Ｃａｓｓｏｎ 参数 β 对速度轮廓的影响 图 ５　 Ｃａｓｓｏｎ 参数 β 对温度和浓度分布的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｃａｓｓｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｃａｓｓｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β ｏｎ ｔｈｅ
ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 ６　 速度滑移参数 Ｂ 对速度轮廓的影响 图 ７　 速度滑移参数 Ｂ 对温度和浓度分布的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｌｉｐ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｂ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｌｉｐ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｂ ｏｎ ｔｈｅ
ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 ８ 给出 Ｂｉｏｔ 数对温度和浓度分布的影响 （β ＝ １， Ｂ ＝ ０．１， Ｌｅ ＝ ２， ＮＢ ＝ ０．５， ＮＴ ＝ ０．５，
Ｐｒ ＝ ０．７２， γ ＝ ０．５） ．随着 Ｂｉｏｔ 数的增大，温度和浓度均增大，这是因为 Ｂｉｏｔ 数增加会增大传热

系数，从而使温度上升，而温度场会带动浓度场，从而使浓度也增加，且 Ｂｉｏｔ 数对温度的影响

大于对浓度的影响．
图 ９ 给出 Ｐｒａｎｄｔｌ 数对温度分布的影响以及 Ｌｅｗｉｓ 数对浓度分布的影响 （β ＝ １， Ｂ ＝ ０．１，

Ｂ ｉ ＝ ０．２， ＮＢ ＝ ０．５， ＮＴ ＝ ０．５， γ ＝ ０．５） ．Ｐｒａｎｄｔｌ 数增大时，温度下降且边界层变薄．Ｐｒａｎｄｔｌ 数是

运动粘度与热扩散系数之比， Ｐｒ ＜ １意味着热扩散速度大于动量扩散速度；Ｐｒ ＝ １意味着热扩

散速度等于动量扩散速度；Ｐｒ ＞ １ 意味着热扩散速度小于动量扩散速度．因此 Ｐｒａｎｄｔｌ 数越大，
热扩散速度越小， 温度越小．从图 ９ 还可以看出， 随着 Ｌｅｗｉｓ 数增大， 浓度会明显下降．Ｌｅｗｉｓ
数是热扩散系数与质量扩散系数之比， Ｌｅｗｉｓ 数增大， 纳米粒子质量扩散减弱， 导致溶质浓度

下降．
图 １０（β → ∞， Ｂ ＝ ０．１， Ｂ ｉ ＝ ０．２， Ｌｅ ＝ ２， ＮＴ ＝ ０．１， Ｐｒ ＝ ０．７２， γ ＝ ０） 和图 １１（β → ∞，

Ｂ ＝ ０．１， Ｂ ｉ ＝ ０．２， Ｌｅ ＝ ２， ＮＢ ＝ ０．１， Ｐｒ ＝ ０．７２， γ ＝ ０） 给出 Ｂｒｏｗｎ 运动参数 ＮＢ 和热泳参数 ＮＴ

对温度和浓度分布的影响．随着 Ｂｒｏｗｎ 运动参数和热泳参数的增加，温度都会上升，因此可通
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过调节 ＮＢ 和 ＮＴ 的值来调节 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体的温度场．而浓度随着 Ｂｒｏｗｎ 运动参数的增大而

减小，随着热泳参数的增大而增大．从图 １１ 还可以看出，当热泳参数 ＮＴ 较大（如大于 ０．７）时，
随着 η 的增加，浓度先增大后减小，出现了“回流”现象．

图 ８　 Ｂｉｏｔ 数 Ｂｉ 对温度和浓度分布的影响 图 ９　 Ｐｒａｎｄｔｌ 数 （Ｐｒ） 对温度分布 （Ｌｅ ＝ ２） 和 Ｌｅｗｉｓ

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｂｉｏｔ ｎｕｍｂｅｒ Ｂｉ ｏｎ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ 数 （Ｌｅ） 对浓度分布的影响 （Ｐｒ ＝ ０．７２）

ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｐｒａｎｄｔｌ ｎｕｍｂｅｒ Ｐｒ ｏｎ ｔｈｅ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈａｔ ｏｆ Ｌｅｗｉｓ
ｎｕｍｂｅｒ Ｌｅ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图 １０　 Ｂｒｏｗｎ 运动参数 ＮＢ 对温度和浓度分布的影响 图 １１　 热泳参数 ＮＴ 对温度和浓度分布的影响

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ＮＢ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅｒｍｏｐｈｏｒｅｓｉｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ＮＴ ｏｎ ｔｈｅ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 １２～图 １４ 给出曲率参数取不同值时壁面摩擦力、Ｎｕｓｓｅｌｔ 数及 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数与 Ｃａｓｓｏｎ 参

数的关系 （Ｂ ＝ ０．１， Ｂ ｉ ＝ ０．２， Ｌｅ ＝ ２， ＮＢ ＝ ＮＴ ＝ ０．５， Ｐｒ ＝ ０．７２） ．随着曲率半径的增大，表面摩

擦力绝对值、Ｎｕｓｓｅｌｔ 数和 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数均增大，但 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数增大幅度很小．其结果与图 ２ 符合．
这是因为曲率半径越大， 缸体表面受挤压程度大， 表面摩擦力变大， 流体流动受阻而使流动

减慢．
图 １５～图 １７ 给出 Ｃａｓｓｏｎ 参数取不同值时壁面摩擦力、Ｎｕｓｓｅｌｔ 数及 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数与速度滑

移参数 Ｂ 的关系（Ｌｅ ＝ ２， Ｂ ｉ ＝ ０．２， ＮＢ ＝ ＮＴ ＝ ０．５， Ｐｒ ＝ ０．７２， γ ＝ ０．５） ．随着 Ｃａｓｓｏｎ 参数的增

大，表面摩擦力绝对值减小、Ｎｕｓｓｅｌｔ 数和 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数均增大，但 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数增大幅度很小．Ｃａｓ⁃
ｓｏｎ 参数趋于无穷大时，流体就成为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，可见，非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的表面摩擦力比 Ｎｅｗｔｏｎ
流体大．
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图 １２　 γ 取不同值时 （１ ＋ １ ／ β） ｆ ″（０） 与 β 的关系 图 １３　 γ 取不同值时 － θ′（０） 与 β 的关系

Ｆｉｇ． １２　 Ｓｋｉｎ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ （１ ＋ １ ／ β） ｆ ″（０） ｖｓ． Ｆｉｇ． １３　 Ｒｅｄｕｃｅｄ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ － θ′（０） ｖｓ．
Ｃａｓｓｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ ｖａｌｕｅｓ Ｃａｓｓｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ ｖａｌｕｅｓ

图 １４　 γ 取不同值时 － ϕ′（０） 与 β 的关系 图 １５　 β 取不同值时 （１ ＋ １ ／ β） ｆ ″（０） 与 Ｂ 的关系

Ｆｉｇ． １４　 Ｒｅｄｕｃｅｄ Ｓｈｅｒｗｏｏｄ ｎｕｍｂｅｒ － ϕ′（０） ｖｓ． Ｆｉｇ． １５　 Ｓｋｉｎ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ （１ ＋ １ ／ β） ｆ ″（０） ｖｓ． ｖｅｌｏｃｉｔｙ
Ｃａｓｓｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ ｖａｌｕｅｓ ｓｌｉｐ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｂ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ β ｖａｌｕｅｓ

图 １６　 β 取不同值时 － θ′（０） 与 Ｂ 的关系 图 １７　 β 取不同值时 － ϕ′（０） 与 Ｂ 的关系

Ｆｉｇ． １６　 Ｒｅｄｕｃｅｄ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ － θ′（０） ｖｓ． ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｆｉｇ． １７　 Ｒｅｄｕｃｅｄ Ｓｈｅｒｗｏｏｄ ｎｕｍｂｅｒ － ϕ′（０） ｖｓ． ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｓｌｉｐ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｂ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ β ｖａｌｕｅｓ ｓｌｉｐ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｂ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ β ｖａｌｕｅｓ

６７９ 许　 　 晓　 　 勤　 　 　 陈　 　 淑　 　 梅



４　 结　 　 论

由于连续表面运动而引起的边界层流动是基本的物理现象，也是流动的一种重要类型．本
文在速度滑移和对流表面边界条件下，研究由拉伸缸引起的稳态层流 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体流动、
温度和浓度分布问题．借助于相似变换将偏微分方程组转换成非线性耦合常微分方程，利用打

靶法求解该非线性问题，并对数值计算结果进行分析，得到如下结论：
１） 当 η 较小时，随着曲率参数的增大，温度降低，速度也降低但变化不明显，而当 η 较大

时，随着曲率参数的增大，速度增大且边界层变厚，温度上升但变化不明显；浓度会随着曲率参

数的增大而增加．
２） 随着 Ｃａｓｓｏｎ 参数或速度滑移参数的增大，速度下降且边界层变薄，温度和浓度都增加

且边界层均变厚．
３） Ｂｉｏｔ 数越大，温度和浓度越大，Ｂｉｏｔ 数对温度的影响大于对浓度的影响；Ｐｒａｎｄｔｌ 数增大

时，温度下降且边界层变薄；随着 Ｌｅｗｉｓ 数增大，浓度会明显下降．
４） 温度随着 Ｂｒｏｗｎ 运动参数或热泳参数的增加而上升；而浓度随着 Ｂｒｏｗｎ 运动参数的增

大而减小，随着热泳参数的增大而增大，当热泳参数较大时，浓度先增大后减小，出现了“回流″
现象．

５） 随着曲率半径的增大，表面摩擦力绝对值、Ｎｕｓｓｅｌｔ 数和 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数均增大，但 Ｎｕｓｓｅｌｔ
数增大幅度很小；随着 Ｃａｓｓｏｎ 参数的增大，表面摩擦力绝对值减小、Ｎｕｓｓｅｌｔ 数和 Ｓｈｅｒｗｏｏｄ 数均

增大．
本文的创新点： １） 在柱坐标系下建立拉伸缸引起的 Ｃａｓｓｏｎ 纳米流体边界层控制方程；

２） 考虑 Ｃａｓｓｏｎ 参数对流体流动及传热传质的影响，非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的表面摩擦力大于 Ｎｅｗｔｏｎ
流体； ３） 在温度和浓度方程中考虑 Ｂｒｏｗｎ 运动和热泳，热泳参数较大时，浓度先增大后减小，
出现了“回流”现象．
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