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摘要：　 根据传染病动力学原理，考虑人口在两斑块上流动且具有非线性传染率，建立了一类基于

两斑块和人口流动的 ＳＩＲ 传染病模型．利用常微分方程定性与稳定性方法，分析了模型永久持续性

和非负平衡点的存在性，通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数和极限系统理论，获得无病平衡点和地方

病平衡点全局渐近稳定的充分条件．研究结果表明：基本再生数是决定疾病流行与否的阈值，当基

本再生数小于等于 １ 时，感染者逐渐消失，病毒趋于灭绝；当基本再生数大于 １ 并满足永久持续条

件时，感染者持续存在且病毒持续流行并将成为一种地方病．
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引　 　 言

近年来，许多学者利用 Ｋｅｒｍａｃｋ 的传染病传播数学模型，建立了多种形式的传染病模型并

取得大量研究成果［１⁃１３］ ．传染病是由细菌、病毒等病原体感染所引起的具有传染性、流行性和

感染后免疫性的一类疾病．其传播方式主要有消化道传播、空气飞沫传播、禽虫媒传播、接触传

播和血液传播，在传染病模型的建模中，学者们依据乙肝、流感、水痘、麻疹等病毒性传染病患

者治愈后均有很强的免疫力，因之病愈者既非易感者也非感染者，故病愈者退出传染系统，采
用 ＳＩＲ 模型［８］描述；针对菌痢、鼠疫、白喉、炭疽、霍乱等细菌感染引起的传染病，患者治愈后仅

能获得暂时的免疫力，一般使用 ＳＩＲＳ 模型［９］加以刻画．对于传染病传播过程的传染率，在已有

的文献中采用双线性传染率居多，但更为符合实际的则是非线性传染率［７］ ．在自然界中，基于

两斑块和种群流动的传染病（如乙肝、流感等）模型已有了重要的研究成果及相应文献［１０⁃１３］ ．
根据上述文献的建模机理， 本文考虑在斑块环境下， 种群在两斑块上流动且具有非线性

传染率， 假设病毒感染者治愈后获得终身免疫， 建立基于两斑块和种群流动的 ＳＩＲ 传染病模

型如下：
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　 　 ｉ ＝ １，２， （１）

其中， Ａｉ，ｕｉ，ａｉ，βｉ，γｉ，ｐｉ，ｅｉ 均为正的常数； Ｓｉ，Ｉｉ，Ｒ ｉ 分别表示 ｔ 时刻在第 ｉ 斑块上的易感者、感
染者和恢复者的数量； Ａｉ，ｕｉ 分别表示第 ｉ 斑块上人群的出生率和死亡率； βｉ（ Ｉｉ） 表示第 ｉ 斑块

上人群的传染率； γｉ 表示第 ｉ 斑块上人群的恢复率； ａｉ，ｅｉ 表示第 ｉ 斑块上人群的流动率．

令 Ｎ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
（Ｓｉ ＋ Ｉｉ ＋ Ｒ ｉ）， 选取 σ ＝ ｍｉｎ { ｕ１，ｕ２ } ， 由模型（１）可得

　 　 ｄＮ
ｄｔ

＝ Ａ１ ＋ Ａ２ － ｕ１（Ｓ１ ＋ Ｉ１ ＋ Ｒ１） － ｕ２（Ｓ２ ＋ Ｉ２ ＋ Ｒ２） ≤ Ａ１ ＋ Ａ２ － σＮ ．

因此，存在 Ｔ１ ＞ ０，当 ｔ ＞ Ｔ１ 时，恒有 Ｎ ≤ （Ａ１ ＋ Ａ２） ／ σ Ｍ ．即
　 　 Ｓｉ ≤ Ｍ， Ｉｉ ≤ Ｍ， Ｒ ｉ ≤ Ｍ，　 　 ｉ ＝ １，２．
因模型（１）的前面 ４ 个方程中不含 Ｒ ｉ（ ｉ ＝ １，２）， 故只需考虑如下系统：
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引入记号

　 　 Ｇ０ ＝ { （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２）：０ ≤ Ｓｉ ≤ Ｍ， ０ ≤ Ｉｉ ≤ Ｍ， ｉ ＝ １，２ }

以及

　 　 Ｇ ＝ { （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２，Ｒ１，Ｒ２）：０ ≤ Ｓｉ ≤ Ｍ，０ ≤ Ｉｉ ≤ Ｍ，０ ≤ Ｒ ｉ ≤ Ｍ， ｉ ＝ １，２ } ．
本文主要在区域上通过研究系统（２）的永久持续条件及其无病平衡点与地方病平衡点的

全局渐近稳定性，进而推出模型（１）在区域上的相应性质．

１　 主 要 结 果

定理 １　 如果系统（２）满足条件

（Ｈ１）　 βｉＡｉ ＞ （ｕｉ ＋ γｉ） ｕｉ ＋ ａｉ ＋
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÷ ，　 　 ｉ ＝ １，２，

则系统（２）在域 Ｇ０ 上是永久持续的．
证明　 由系统（２）的前两个方程，得
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由比较定理知，存在 Ｔ２ ＞ ０， 当 ｔ ＞ Ｔ２ 时，恒有 Ｓｉ ≥ ｌｉ，ｉ ＝ １，２．
当 ｔ ＞ Ｔ２ 时，由系统（２）的最后两个方程，得
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　 　 ｉ ＝ １，２．

由条件（Ｈ１）易知 βｉ ｌｉ － （ｕｉ ＋ γｉ） ＞ ０，ｒｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２．

同理，存在 Ｔ３ ＞ Ｔ２，当 ｔ ＞ Ｔ３ 时，恒有 Ｉｉ ≥ ｒｉ，ｉ ＝ １，２．选取 Ｔ
－
＝ ｍａｘ { Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３ } ，当 ｔ ＞ Ｔ

－

时，获得紧集
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０ ＝ { （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２） Ｔ ｌｉ ≤ Ｓｉ ≤ Ｍｉ，ｒｉ ≤ Ｉｉ ≤ Ｍｉ，ｉ ＝ １，２ } ⊂ Ｇ０

是系统（２）的正不变集和最终有界区域，故系统（２）是永久持续的．证毕．
根据定理 １ 和模型（１）的最后两个方程有
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同理，存在 Ｔ ＞ Ｔ
－
，当 ｔ ＞ Ｔ 时，集合

　 　 Ｇ
－
＝ { （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２，Ｒ１，Ｒ２） Ｔ ｌｉ ≤ Ｓｉ ≤ Ｍｉ，

　 　 　 　 ｒｉ ≤ Ｉｉ ≤ Ｍｉ，ｖｉ ≤ Ｒ ｉ ≤ Ｍｉ，ｉ ＝ １，２ } ⊂ Ｇ
是模型（１）的正不变集和最终有界区域，故有如下推论．

推论 １　 如果模型（１）满足条件（Ｈ１），则模型（１）在域 Ｇ 上是永久持续的．
定义基本再生数 Ｒ ＝ ｍａｘ { Ｒ０１，Ｒ０２ } ，由系统（２） 可得无病平衡点 Ｅ０ ＝ （Ｓ０

１， Ｓ０
２， ０， ０），

其中
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．

引理 １　 如果 Ｒ ＜ １， 则系统（２）的无病平衡点 Ｅ０ 在域 Ｇ０ 上是局部渐近稳定的．
证明　 系统（２）在无病平衡点 Ｅ０ 处线性化系统的特征方程为

　 　 （λ － β ２Ｓ０
２ ＋ ｕ２ ＋ γ ２）（λ － β １Ｓ０

１ ＋ ｕ１ ＋ γ １） ×
　 　 　 　 ［（λ ＋ ｕ２ ＋ ａ２）（λ ＋ ｕ１ ＋ ａ１） － ａ１ａ２］ ＝ ０． （３）
注意方程 （λ ＋ ｕ２ ＋ ａ２）（λ ＋ ｕ１ ＋ ａ１） － ａ１ａ２ ＝ ０， 即

　 　 λ ２ ＋ （ｕ２ ＋ ａ２ ＋ ｕ１ ＋ ａ１）λ ＋ （ｕ２ ＋ ａ２）（ｕ１ ＋ ａ１） － ａ１ａ２ ＝ ０．
因 ｐ ＝ ｕ２ ＋ ａ２ ＋ ｕ１ ＋ ａ１ ＞ ０，ｑ ＝ （ｕ２ ＋ ａ２）（ｕ１ ＋ ａ１） － ａ１ａ２ ＞ ０， 故该方程两个根均具有负实

部．而方程 （λ － β ２Ｓ０
２ ＋ ｕ２ ＋ γ ２）（λ － β １Ｓ０

１ ＋ ｕ１ ＋ γ １） ＝ ０，当Ｒ０１ ＞ １，Ｒ０２ ＜ １ 或Ｒ０１ ＜ １，Ｒ０２

＞ １ 及 Ｒ０１ ＞ １，Ｒ０２ ＞ １ 时，即当 Ｒ ＞ １ 时方程（３）中至少有一个为正根， Ｅ０ 是不稳定的；当
Ｒ ＜ １ 时，特征根 λ ｉ ＝ β ｉＳ０

ｉ － （ｕｉ ＋ γ ｉ） ＜ ０（ ｉ ＝ １，２）， 故 Ｅ０ 是局部稳定的．证毕．
定理 ２　 如果 Ｒ ≤ １， 则系统（２）的无病平衡点 Ｅ０ 在域 Ｇ０ 上是全局渐近稳定的．
证明　 将系统（２）改写为如下等价系统：
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设 （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２） Ｔ 是系统（４）的任意正解，构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函：
　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝｜ Ｓ１ － Ｓ０

１ ｜ ＋ ｜ Ｓ２ － Ｓ０
２ ｜ ＋ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ．

沿着系统（４）的解计算 Ｖ１（ ｔ） 导数，经整理得

　 　 Ｄ ＋ Ｖ１（ ｔ） ＝ － ｕ１ ｜ Ｓ１ － Ｓ０
１ ｜ － ｕ２ ｜ Ｓ２ － Ｓ０
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≤ ０．

可见，集合

　 　 Ｍ１ ＝ { （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２）：Ｄ
＋ Ｖ１（ ｔ） ＝ ０ } ＝ { Ｓ０

１，Ｓ０
２，０，０ }

是系统（３）的最大不变集，由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理［１４］知 ｌｉｍｔ→＋∞ Ｓｉ ＝ Ｓ０
ｉ ，ｌｉｍｔ→＋∞ Ｉｉ ＝ ０，ｉ ＝ １，２．进

而，结合引理 １，当 Ｒ ≤ １ 时，Ｅ０ 在域 Ｇ０ 上是全局渐近稳定的．证毕．
根据定理 ２ 和模型（１）可得极限系统：
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设 （Ｒ１，Ｒ２） Ｔ 是系统（５）的任意正解，构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函 Ｖ２（ ｔ） ＝ Ｒ１ ＋ Ｒ２， 沿着系统（５）的解计

算 Ｖ２（ ｔ） 导数得 Ｖ′２（ ｔ） ＝ － ｕ１Ｒ１ － ｕ２Ｒ２ ≤ ０，即ｌｉｍｔ→＋∞ Ｒ ｉ ＝ ０，ｉ ＝ １，２．据此，可得如下推论．
推论 ２　 如果 Ｒ≤１， 则模型（１）的无病平衡点 （Ｓ０

１，Ｓ０
２，０，０，０，０） 在域 Ｇ 上是全局渐近稳

定的．

当条件（Ｈ１）成立时，系统（２）在域 Ｇ
－

０ 内存在地方病平衡点 Ｅ ＝ （Ｓ∗
１ ，Ｓ∗

２ ，Ｉ∗１ ，Ｉ∗２ ）， 其中
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（β １ ＋ ｕ１ｐ１ ＋ ａ１ｐ１）（β ２ ＋ ｕ２ｐ２ ＋ ａ２ｐ２） － ａ１ａ２ｐ１ｐ２

，

　 　 Ｓ∗
２ ＝

（Ａ２ｐ２ ＋ ｕ２ ＋ γ ２）（β １ ＋ ｕ１ｐ１ ＋ ａ１ｐ１） ＋ ａ１ｐ２（Ａ１ｐ１ ＋ ｕ１ ＋ γ １）
（β １ ＋ ｕ１ｐ１ ＋ ａ１ｐ１）（β ２ ＋ ｕ２ｐ２ ＋ ａ２ｐ２） － ａ１ａ２ｐ１ｐ２

，

　 　 Ｉ∗１ ＝
β １Ｓ∗

１ － （ｕ１ ＋ γ １）
ｐ１（ｕ１ ＋ γ １）

， Ｉ∗２ ＝
β ２Ｓ∗

２ － （ｕ２ ＋ γ ２）
ｐ２（ｕ２ ＋ γ ２）

．

易于验证，在条件（Ｈ１）之下恒有 Ｒ ＞ １．
引理 ２　 如果除 Ｒ０１ ＞ １，Ｒ０２ ＞ １ 外，还满足条件（Ｈ１），则系统（２）的地方病平衡点 Ｅ 在

域 Ｇ
－

０ 上是局部渐近稳定的．
证明　 为方便起见，采用如下记号：
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　 　 ａ１１ ＝ ｕ１ ＋ ａ１ ＋
β １Ｉ∗１

１ ＋ ｐ１Ｉ∗１
， ａ１２ ＝ ａ２， ａ１３ ＝

β １Ｓ∗
１

（１ ＋ ｐ１Ｉ∗１ ） ２， ａ２１ ＝ ａ１，

　 　 ａ２２ ＝ ｕ２ ＋ ａ２ ＋
β ２Ｉ∗２

１ ＋ ｐ２Ｉ∗２
， ａ２４ ＝

β ２Ｓ∗
２

（１ ＋ ｐ２Ｉ∗２ ） ２， ａ３１ ＝
β １Ｉ∗１

１ ＋ ｐ１Ｉ∗１
，

　 　 ａ３３ ＝
ｐ１Ｉ∗１ （ｕ１ ＋ γ １）

１ ＋ ｐ１Ｉ∗１
， ａ４２ ＝

β ２Ｉ∗２
１ ＋ ｐ２Ｉ∗２

， ａ４４ ＝
ｐ２Ｉ∗２ （ｕ２ ＋ γ ２）

１ ＋ ｐ２Ｉ∗２
．

而且注意

　 　
β ｉＳ∗

ｉ

１ ＋ ｐｉＩ∗ｉ
＝ ｕｉ ＋ γ ｉ，

恒有

　 　
β ｉＳ∗

ｉ

（１ ＋ ｐｉＩ∗ｉ ） ２
－ （ｕｉ ＋ γ ｉ） ＝ －

ｐｉＩ∗ｉ （ｕｉ ＋ γ ｉ）
１ ＋ ｐｉＩ∗ｉ

　 　 （ ｉ ＝ １，２）

以及

　 　 ａ１１ａ２２ － ａ１２ａ２１ ＝ ｕ２ ＋
β ２Ｉ∗２

１ ＋ ｐ２Ｉ∗２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ１ ＋ ａ１ ＋

β １Ｉ∗１
１ ＋ ｐ１Ｉ∗１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ２ ｕ１ ＋

β １Ｉ∗１
１ ＋ ｐ１Ｉ∗１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０．

系统（２）在地方病平衡点 Ｅ 处线性化系统的特征方程为

　 　 λ ４ ＋ ｂ１λ ３ ＋ ｂ２λ ２ ＋ ｂ３λ ＋ ｂ４ ＝ ０． （６）
这里正的常数 ｂｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为

　 　 ｂ１ ＝ ａ１１ ＋ ａ２２ ＋ ａ３３ ＋ ａ４４，
　 　 ｂ２ ＝ （ａ１１ａ３３ ＋ ａ１３ａ３１） ＋ （ａ２２ａ４４ ＋ ａ２４ａ４２） ＋ ａ２２ａ３３ ＋
　 　 　 　 ａ４４（ａ１１ ＋ ａ３３） ＋ （ａ１１ａ２２ － ａ１２ａ２１），
　 　 ｂ３ ＝ ａ２２ａ１３ａ３１ ＋ ａ４４（ａ１１ａ３３ ＋ ａ１３ａ３１） ＋ ａ１１ａ２４ａ４２ ＋ ａ３３（ａ２２ａ４４ ＋ ａ２４ａ４２） ＋
　 　 　 　 （ａ３３ ＋ ａ４４）（ａ１１ａ２２ － ａ１２ａ２１），
　 　 ｂ４ ＝ ａ２２ａ４４ａ１３ａ３１ ＋ ａ２４ａ４２（ａ１１ａ３３ ＋ ａ１３ａ３１） ＋ ａ３３ａ４４（ａ１１ａ２２ － ａ１２ａ２１） ．
令 ｆ（λ） ＝ λ ４ ＋ ｂ１λ ３ ＋ ｂ２λ ２ ＋ ｂ３λ ＋ ｂ４， 因为

　 　 ｆ（０） ＝ ｂ４ ＞ ０， ｆ（ ＋ ∞） ＝ ＋ ∞，
　 　 ｆ′（λ） ＝ ４λ ３ ＋ ３ｂ１λ ２ ＋ ２ｂ２λ ＋ ｂ３ ＞ ０　 　 （λ ＞ ０），

所以方程（６）在 λ ＞ ０ 平面上无正根．下面设 λ ＝ ｉω（ω ＞ ０） 是特征方程（６）的纯虚根，则有

　 　 （ω ４ － ｂ２ω ２ ＋ ｂ４） ＋ ｉ（ｂ３ω － ｂ１ω ３） ＝ ０．
令 μ ＝ ω ２， 由上式得

　 　
μ ２ － ｂ２μ ＋ ｂ４ ＝ ０，
ｂ３ － ｂ１μ ＝ ０ ．{

进而，有
　 　 ｂ１ｂ２ｂ３ － ｂ２

３ － ｂ２
１ｂ４ ＝ ０． （７）

经计算得

　 　 ｂ１ｂ２ － ｂ３ ＝ （ａ１１ ＋ ａ３３）（ａ１１ａ３３ ＋ ａ１３ａ３１） ＋ （ａ２２ ＋ ａ４４）（ａ２２ａ４４ ＋ ａ２４ａ４２） ＋
　 　 　 　 ａ１１ａ２２（ａ３３ ＋ ａ４４） ＋ ａ２２ａ３３（ａ１１ ＋ ａ２２ ＋ ａ３３ ＋ ａ４４） ＋
　 　 　 　 ａ４４（ａ１１ ＋ ａ３３）（ａ１１ ＋ ａ２２ ＋ ａ３３ ＋ ａ４４） ＞ ０，
　 　 ｂ３（ｂ１ｂ２ － ｂ３） ≠ ｂ２

１ｂ４ ．

０９４ 基于两斑块和人口流动的 ＳＩＲ 传染病模型的稳定性



这表明方程（７）无根，也就是特征方程（６）不存在纯虚根，根据文献［１５］中定理 ３．３．１ 知，方程

（６）的根均具有负实部．因此，当条件（Ｈ１）成立时，地方病平衡点 Ｅ 总是局部稳定的．证毕．
定理 ３　 如果除 Ｒ０１ ＞ １，Ｒ０２ ＞ １ 和条件（Ｈ１）之外，还满足条件

（Ｈ２）　 ｍｉｎ
ｔ∈［０，＋∞）

ｕ１ ＋
ａ１

２
－
ａ２

２
＋

β １Ｉ１
１ ＋ ｐ１Ｉ１{ } ＞ ０， ｍｉｎ

ｔ∈［０，＋∞）
ｕ２ ＋

ａ２

２
－
ａ１

２
＋

β ２Ｉ２
１ ＋ ｐ２Ｉ２{ } ＞ ０，

则系统（２）的地方病平衡点 Ｅ 在域 Ｇ
－

０ 内是全局渐近稳定的．
证明　 将系统（２）改写为如下等价系统：

　 　

ｄＳ１

ｄｔ
＝ － ｕ１ ＋ ａ１ ＋

β １Ｉ１
１ ＋ ｐ１Ｉ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｓ１ － Ｓ∗

１ ） －
β １Ｓ∗

１ （ Ｉ１ － Ｉ∗１ ）
（１ ＋ ｐ１Ｉ１）（１ ＋ ｐ１Ｉ∗１ ）

＋

　 　 ａ２（Ｓ２ － Ｓ∗
２ ），

ｄＳ２

ｄｔ
＝ － ｕ２ ＋ ａ２ ＋

β ２Ｉ２
１ ＋ ｐ２Ｉ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｓ２ － Ｓ∗

２ ） －
β ２Ｓ∗

２ （ Ｉ２ － Ｉ∗２ ）
（１ ＋ ｐ２Ｉ２）（１ ＋ ｐ２Ｉ∗２ ）

＋

　 　 ａ１（Ｓ１ － Ｓ∗
１ ），

ｄＩ１
ｄｔ

＝ Ｉ１
β １（Ｓ１ － Ｓ∗

１ ）
１ ＋ ｐ１Ｉ１

－
ｐ１β １Ｓ∗

１ （ Ｉ１ － Ｉ∗１ ）
（１ ＋ ｐ１Ｉ１）（１ ＋ ｐ１Ｉ∗１ ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｄＩ２
ｄｔ

＝ Ｉ２
β ２（Ｓ２ － Ｓ∗

２ ）
１ ＋ ｐ２Ｉ２

－
ｐ２β ２Ｓ∗

２ （ Ｉ２ － Ｉ∗２ ）
（１ ＋ ｐ２Ｉ２）（１ ＋ ｐ２Ｉ∗２ ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（８）

设 （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２） Ｔ 是系统（８）的任意正解，根据已知条件，当 ｔ ＞ Ｔ 时， （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２） Ｔ ∈ Ｇ
－

０ ．构
造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ３（ ｔ） ＝ １
２ ∑

２

ｉ ＝ １
（Ｓｉ － Ｓ∗

ｉ ） ２ ＋ ∑
２

ｉ ＝ １

Ｓ∗
ｉ

１ ＋ ｐｉＩ∗ｉ
Ｉｉ － Ｉ∗ｉ － Ｉ∗ｉ ｌｎ

Ｉｉ
Ｉ∗ｉ

{ } ．

利用不等式 ２ｍｎ ≤ ｍ２ ＋ ｎ２， 直接用系统（８）的解计算 Ｖ３（ ｔ） 导数，得

　 　 Ｄ ＋ Ｖ３（ ｔ） ≤－ ｕ１ ＋ ａ１ ＋
β １Ｉ１

１ ＋ ｐ１Ｉ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｓ１ － Ｓ∗

１ ） ２ ＋
ａ２

２
（Ｓ１ － Ｓ∗

１ ） ２ ＋
ａ２

２
（Ｓ２ － Ｓ∗

２ ） ２ －

　 　 　 　 ｕ２ ＋ ａ２ ＋
β ２Ｉ２

１ ＋ ｐ２Ｉ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｓ１ － Ｓ∗

１ ） ２ ＋
ａ１

２
（Ｓ１ － Ｓ∗

１ ） ２ ＋
ａ１

２
（Ｓ２ － Ｓ∗

２ ） ２ －

　 　 　 　
ｐ１β １（Ｓ∗

１ ） ２（ Ｉ１ － Ｉ∗１ ） ２

（１ ＋ ｐ１Ｉ１）（１ ＋ ｐ１Ｉ∗１ ） ２
－

ｐ２β ２（Ｓ∗
２ ） ２（ Ｉ２ － Ｉ∗２ ） ２

（１ ＋ ｐ２Ｉ２）（１ ＋ ｐ２Ｉ∗２ ） ２ ．

进一步整理得

　 　 Ｄ ＋ Ｖ３（ ｔ） ≤－ ｕ１ ＋
ａ１

２
－
ａ２

２
＋

β １Ｉ１
１ ＋ ｐ１Ｉ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｓ１ － Ｓ∗

１ ） ２ －

　 　 　 　 ｕ２ ＋
ａ２

２
－
ａ１

２
＋

β ２Ｉ２
１ ＋ ｐ２Ｉ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｓ２ － Ｓ∗

２ ） ２ －

　 　 　 　
ｐ１β １ （Ｓ∗

１ ） ２（ Ｉ１ － Ｉ∗１ ） ２

（１ ＋ ｐ１Ｉ１）（１ ＋ ｐ１Ｉ∗１ ） ２
－

ｐ２β ２（Ｓ∗
２ ） ２（ Ｉ２ － Ｉ∗２ ） ２

（１ ＋ ｐ２Ｉ２）（１ ＋ ｐ２Ｉ∗２ ） ２ ≤ ０．

而且，集合

　 　 Ｍ２ ＝ { （Ｓ１，Ｓ２，Ｉ１，Ｉ２） ∈ Ｇ∗：Ｄ ＋ Ｖ３（ ｔ） ＝ ０ } ＝ { Ｓ∗
１ ，Ｓ∗

２ ，Ｉ∗１ ，Ｉ∗２ }
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是系统（８）的最大不变集，由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理［１４］知 ｌｉｍｔ→＋∞ Ｓｉ ＝ Ｓ∗
ｉ ，ｌｉｍｔ→＋∞ Ｉｉ ＝ Ｉ

∗
ｉ ，ｉ ＝ １，２．据

此，结合引理 ２，当同时满足条件（Ｈ１）、（Ｈ２）时， Ｅ 在域 Ｇ
－

０ 上是全局渐近稳定的．证毕．
根据定理 ３ 和模型（１）可得极限系统：

　 　

ｄＲ１

ｄｔ
＝ － （ｕ１ ＋ ｅ１）（Ｒ１ － Ｒ∗

１ ） ＋ ｅ２（Ｒ２ － Ｒ∗
２ ），

ｄＲ２

ｄｔ
＝ － （ｕ２ ＋ ｅ２）（Ｒ２ － Ｒ∗

２ ） ＋ ｅ１（Ｒ１ － Ｒ∗
１ ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

设 （Ｒ１，Ｒ２） Ｔ 是系统（９）的任意正解，构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
　 　 Ｖ４（ ｔ） ＝｜ Ｒ１ － Ｒ∗

１ ｜ ＋ ｜ Ｒ２ － Ｒ∗
２ ｜ ，

则

　 　 Ｄ ＋ Ｖ４（ ｔ） ＝ － ｕ１ ｜ Ｒ１ － Ｒ∗
１ ｜ － ｕ２ ｜ Ｒ２ － Ｒ∗

２ ｜ ≤ ０．
即 ｌｉｍｔ→＋∞ Ｒ ｉ（ ｔ） ＝ Ｒ∗

ｉ ，ｉ ＝ １，２．于是，获得如下推论．
推论 ３　 如果除 Ｒ０１ ＞ １，Ｒ０２ ＞ １ 和条件（Ｈ１）之外，还满足条件（Ｈ２），则模型（１）的地方

病平衡点 （Ｓ∗
１ ，Ｓ∗

２ ，Ｉ∗１ ，Ｉ∗２ ，Ｒ∗
１ ，Ｒ∗

２ ） 在域 Ｇ
－
内是全局渐近稳定的．这里 Ｓ∗

１ ，Ｓ∗
２ ，Ｉ∗１ ，Ｉ∗２ 与 Ｅ 中所

给出的相同，而且

　 　 Ｒ∗
１ ＝

γ １Ｉ∗１ （ｕ２ ＋ ｅ２） ＋ ｅ２γ ２Ｉ∗２
ｕ２（ｕ１ ＋ ｅ１） ＋ ｕ１ｅ２

， Ｒ∗
２ ＝

γ ２Ｉ∗２ （ｕ１ ＋ ｅ１） ＋ ｅ１γ １Ｉ∗１
ｕ２（ｕ１ ＋ ｅ１） ＋ ｕ１ｅ２

．

２　 结　 　 论

由定理 ２ 的推论知，当易感者种群的出生率较高且接触性传染率和流动率相对较低时，流
行性的乙肝（或流感、水痘、麻疹等）病毒在两斑块中将趋于灭绝，感染者和恢复者两类种群消

失，易感者种群稳定在一组正值上．由定理 ３ 的推论知，当易感者种群的出生率和接触性传染

率均较高而两斑块上的相互流动率持平时，两斑块上的易感者、感染者、恢复者 ３ 类种群将永

久共存且稳定在一组正值上，流行性的乙肝（或流感、水痘、麻疹等）病毒将在两斑块中与之共

存．若两斑块之间的人员流动率过分大，则会打破地方病平衡态，将产生不稳定的振荡现象．
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