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摘要：　 为了确定飞行器尾流的保持距离和诱导失稳运动性质，首先在一阶近似 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律的

基础上，推导了任意多个涡对的诱导运动模型，进而利用线性组合方法得到涡系诱导运动的对称

以及反对称模态，并结合模态矩阵特征值的性质描述对称分布涡系的稳定性．因为尾涡结构的不稳

定性依赖于相应的模态矩阵特征值的取值， 所以在利用对称分布的二涡对的模态验证所推导的模

态矩阵理论的正确性的基础上， 进一步给出了三涡对的模态矩阵对应的失稳模态．理论推导和特

征值的计算显示随着涡丝数量的不断增加， 三涡系的不稳定性增强， 并且涡系对扰动的放大作用

增强．
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引　 　 言

随着航空运输业的发展，机场容量日趋紧张．运输机尾流的保持距离与失稳性质日益受到

重视．一般将飞机的尾流划分为近场、扩展近场和中远场等主要区域，这 ３ 个区域中存在的涡

流动力学特性各异，各区域的划分界限并不是严格的，对不同的机型和不同的飞行状态，这些

区域的大小略有变化．Ｂｒｅｉｔｓａｍｔｅｒ［１］认为，近场是位于飞机后方小于飞机总长度 １ ／ ２ 距离内的

脱体剪切层；扩展近场是飞机总长度 １０ 倍以内的区域；中远场是飞机总长 １０ 倍以外的区域．
近场是脱体涡生成与诱导下洗流场分布的区域，涡系互诱导运动显著，以涡合并与扩散为主．
扩展近场发生尾流卷起的过程，各高动量的涡系合并，最终造成两个集中涡．而在中远场因扩

散与粘性滞止作用，涡系的尾流强度下降，两个平行集中涡耦合诱导失稳．为描述尾涡的失稳，
Ｃｒｏｗ［２］，Ｗｉｄｎａｌｌ 等［３］，Ｊｉｍｅｎｅｚ［４］首先研究了飞行器尾涡对在扩展近场至中远场范围内的运动

稳定性，采用 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律的一阶模型，用一对含有扰动成分的平行延伸至无穷远的涡丝描

述尾涡对的稳定性．Ｃｒｏｕｃｈ［５］将 Ｃｒｏｗ 的模型扩展到二涡对的运动不稳定性，在建立一阶动力

学模型过程中 Ｃｒｏｗ［２］和 Ｆａｂｒｅ 等［６］通过线性组合的方法寻找到一个涡对以及二涡对模态，从
而利用模态方程描述涡系中扰动的发展，Ｓａｆｆｍａｎ［７］建立了分析平行排列的一簇涡互诱导运动

模型．Ｔｅｎｄｅｒｏ 等［８］则对一涡对模型中自诱导函数的性质进行了细致的讨论．针对飞机尾涡的

３６８

　 应用数学和力学，第 ３７ 卷 第 ８ 期
　 ２０１６ 年 ８ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３７，Ｎｏ．８，Ａｕｇ．１５，２０１６

∗ 收稿日期：　 ２０１６⁃０３⁃０２； 修订日期：　 ２０１６⁃０３⁃１３
基金项目：　 国家重点基础研究发展计划（９７３ 计划）（２０１４ＣＢ７４４８０２）
作者简介：　 陈俪芳（１９９０—），女，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｃｈｅｎｌｆ１４＠ ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

王志博（１９８３—），男，工程师，博士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗｗｚｂ３＠ １６３．ｃｏｍ）；
孙刚（１９６６—），男，教授，博士，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： Ｇａｎｇ＿ｓｕｎ＠ ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



结构，Ｃｈｅｒｎｙｓｈｅｖ［９］比较了不同尾涡剖面模型．Ｖｉｓｓｃｈｅｒ 等［１０］ 考虑了大气中存在的扰动对涡系

不稳定性的影响．研究者们进一步利用更为精细的数值模拟方法和实验室观测分析远场尾涡

的失稳，Ｗａｎｇ 等［１１］对涡对在剪切流中的运动和失稳机理进行了系统比较．Ｌｕｄｉｎ 等［１２］和 Ｒｏｔｔ⁃
ｍａｎ 等［１３］利用数值离散方法模拟了长波扰动对尾涡的干扰影响在远场的发展． Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ
等［１４］着重模拟了短波长扰动在椭圆失稳中的发展，Ｆａｂｒｅ 等［１５］提出了飞机尾涡中最大化扰动

发展的概念，Ａｌｌｅｎ 等［１６］通过在飞机上设置涡扰动装置诱发涡系的失稳．
然而随着运输机型的大型化和机型的多样化，飞机展长的增加造成了更多的涡对在尾流

中的延长，需要将一、二涡对的失稳模型理论扩展到更多涡对的情况．本文在 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律

的基础上，推导了任意多个涡对的一阶动力学模型，而后利用线性组合方法得到对应的齐次问

题和模态矩阵，通过讨论任意多个涡对的模态矩阵性质得出了扰动在涡系中的发展情况的求

解，利用 Ｆａｂｒｅ 等［６］给出的二涡对结果验证了模态矩阵，最后给出了 ３ 个涡对的失稳特性的两

个算例．

１　 涡丝动力学模型

Ｃｒｏｗ［２］把飞行器尾流中含有扰动的集中涡空间运动轨描述为

　 　 ｒｎ ＝ ｉｘｎ ＋ ｊ（ｙｎ ＋ η ｎｅｉαｘｎ） ＋ ｋ（ ｚｎ ＋ ζ ｎｅｉαｘｎ）， （１）
式（１）中 ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ 代表涡在空间中的坐标，η ｎ，ζ ｎ 是波长 λ ＝ ２π ／ α 带来的扰动振幅，α 为波数，
其中 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ．

涡的移动速度为
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飞行器尾涡场中的集中涡一般用对称分布的涡来表示，根据 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律，集中涡轨迹

的参考点 ｒｎ 的诱导速度由 Ｃｒｏｕｃｈ［５］给出
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式中， ｄｘｍｎ 表示涡丝 ｍ，ｎ 之间的距离． 在假设扰动小于涡间距的情况下即 η ｎ，ｍ ／ δ ≪ １，
ζ ｎ，ｍ ／ δ ≪１，略去 η ２

ｎ，ζ ２
ｎ，η ｎζ ｎ，利用二项式定理展开式（３），用 ｘ 代替 ｘｍｎ 来简化表达式，从而

扰动 ηｍ，η ｎ，ζｍ，ζ ｎ 对应的三向速度分量的一阶表达式为
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所含有的系数分为 ｍ ＝ ｎ时的自诱导和ｍ≠ ｎ 时的互诱导两种情况．具体推导过程和系数

表达式参考本文的附录 Ａ ．

２　 涡丝系统的对称和反对称模态

如图 １ 所示，涡的半径为 ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｎ），涡间距为 ｂｉ，涡的脱体位置处于 ｘＯｙ 平面，
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每个涡丝的初始坐标为（０，ｙｉ，０）， 尾涡沿 ｘ 方向发展，系统有对称分布的环量．

图 １　 ｘＯｙ 平面内对称结构的涡丝系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｖｏｒｔｅｘ ｆｉｌａｍｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｘＯｙ ｐｌａｎｅ

由于涡对称排列在 ｘＯｙ 面内，可简化掉与 ｚ 相关的项，受扰动的涡丝轨迹可简化为

　 　 ｒｎ ＝ ｘｎ ｉ ＋ （ｙｎ ＋ η ｎｅｉαｘｎ） ｊ ＋ ζ ｎｅｉαｘｎｋ， （７）
ｒｎ 是涡在三维空间中的位置矢量，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ 为平均位置，η ｎ，ζ ｎ 为扰动．

式（７）中的系数矩阵的简化形式见附录 Ｂ ．
除扰动幅的方程外，涡丝平均位置的控制方程系数互相独立．利用线性组合可得到如式

（８）和（９）所示的对称和反对称模态：
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模态矩阵是下列稀疏矩阵
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该矩阵含有 ２Ｎ × ２Ｎ 个元素，其中有 ２Ｎ × Ｎ 个非零元素．式（９）与（１０）是一阶微分方程，结合
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初始位置，模态对应的定解问题为
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形式通解为

　 　 Ｘ ＝ ∑
６

ｉ ＝ １
ｃｉｅλ ｉｔＲｉ， （１３）

式中 λ ｉ 是模态矩阵的特征值，λ ｉ 并不全相等，Ｒｉ 是线性独立的特征向量，ｃｉ 是与涡丝初始位置

无关的待定系数．如果存在复特征值 λ ｉ，其线性无关的对应特征向量 Ｒｉ 可构成式（１３），即模态

系统（９）以及（１０）的解．给定二涡对初始分布条件，其模态矩阵分布的最大特征值由图 ２ 给

出，由于受到自诱导函数部分的应用范围的限制，在 αｂ１ ＞ ２０ 时导致虚假的失稳模态．图 ２ 显

示了模态特征值的分布及其与 Ｆａｂｒｅ 等［６］的结果的比较验证．

图 ２　 二涡对不稳定模态与 Ｆａｂｒｅ 等［６］结果的对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｎｓｔａｂｌｅ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ２ ｖｏｒｔｅｘ ｐａｉｒｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｇｉｖｅｎ ｂｙ Ｆａｂｒｅ ｅｔ ａｌ．［６］

３　 三涡对系统的模态

将本文推导的模型拓展到三涡对系统，这适用于描述部分运输机机型在起飞或着陆时的

尾流场中对称分布的多涡的失稳特性．如图 ３ 所示，三涡对的间距为 ｂｉ，涡的强度为 Γ ｉ，涡的半

径为 ａｉ，涡对称排布在 ｘＯｙ 面内．这些尾流结构中带有反向分布环量的对称分布的涡．
由式（１０）进行线性组合计算可得模态矩阵，矩阵中存在 １８ 个非零元素，详见附录 Ｃ ．根据

图 ３ 环量的分布关系为 Γ４ ＝ － Γ３， Γ５ ＝ － Γ２， Γ６ ＝ － Γ１ ．
本研究的通用理论还可以扩展到四涡对与五涡对以及更多的涡对尾流系统中，其中四涡

对模型的模态矩阵有 ３２ 个非零元素，五涡对的模态矩阵有 ５０ 个非零元素．可见随着涡对数量

的增多，模态矩阵的求解规模迅速增大．这些涡对构型缺乏实际应用背景，本文不作展开讨论．
而对于那些空间对称分布的奇数个涡丝，由于其环量不对称，无法利用本研究给出的线性组合

方法来找到对应的模态模型．
图 ４ 给出了三涡对系统沿轴向波数变化的模态特征值的变化性质，当 αｂ１ ＞ ２０ 后，同样

由于自诱导函数的限制出现了虚假的快速失稳模态，多涡丝系统不稳定模态更明显．随着涡丝
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数量增加系统将出现涡系间作用的混沌现象．对于三涡对而言，涡的互诱导导致了涡系趋向于

快速的失稳合并．由于涡系在生成和空间传播引入的扰动被涡系间的诱导运动快速放大，造成

了涡系的快速失稳．从图 ４ 可以看出只有在较为有限的波数范围内，三涡对中存在的扰动不被

放大，而且这个稳态运动的区间保持在低波数的范围内，与二涡对造成的低波数扰动被放大情

况不同，扰动中波长较小的扰动不容易被三涡对诱导运动放大．

图 ３　 三涡对对称排布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ３ ｖｏｒｔｅｘ ｐａｉｒｓ ｏｆ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

（ａ） 无量纲涡丝间距离为 ０．３５， ０．０５ 的 （ｂ） 无量纲涡丝间距离增到为 ０．５， ０．０５ 的

对称和反对称模态 对称和反对称模态

（ａ） Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ （ｂ） Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｖｏｒｔｅｘ ｆｉｌａｍｅｎｔｓ ｗｉｔ ｓｐａｃｉｎｇｓ ｏｆ ０．３５ ａｎｄ ０．０５ ｖｏｒｔｅｘ ｆｉｌａｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅｒ ｓｐａｃｉｎｇｓ ｏｆ ０．５ ａｎｄ ０．０５

图 ４　 三涡对的两个不稳定模态

Ｆｉｇ． ４　 ２ ｉｎｓｔａｂｌｅ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｖｏｒｔｅｘ ｐａｉｒｓ

为了使飞机尾涡快速失稳，尤其是飞机降落和起飞过程中所形成的多涡对快速失稳，需要

对飞机尾涡引入可制造合理波数区间的扰动，加速尾涡的失稳，降低尾流涡系的保持时间和空

间长度．
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４　 结　 　 论

本文利用一阶近似 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律推导了涡诱导运动的一般理论模型，利用线性组合方

法得到了对称分布的涡对模态．利用已有的四涡丝系统模态对理论进行了验证，并且扩展到三

涡对系统模态，展示了随着涡丝数量增多所出现的不稳定模态与对应波数下扰动的增长特性，
通过理论推导分析得到如下结论：

１） 首次建立了描述多个涡对诱导运动和扰动发展的动力学模型，利用线性组合的方法形

成分离变量后的系数矩阵得到涡运动的对称和反对称模态矩阵．
２） 理论推导显式模态矩阵是规则的特殊矩阵，涡对的数量增加，求解规模随之迅速增大．
３） 由于自诱导函数自身存在的限制， 随着涡对数量增多，在较高波数上出现虚假的失稳

模态．
４） 对比二涡对和三涡对的运动模态特征值可以看出随着涡对数量的增加，呈现出诱导失

稳，说明多涡丝系统不稳定模态更明显，随着涡丝数量增加涡系对较大波数扰动的放大效应显

著增强，涡系呈现出快速发散特征．对实际流动而言则由于扰动的发展导致涡系的扩散和涡的

合并．

附录 Ａ　 正文中式（３）涡系诱导运动的扰动速度推导

利用二项式定理将式（３）中的被积函数表达式展开，仅保留一阶项写成

　 　 ｉαｙｍｎζｍｅｉαｘｍ ＋ ｉαｚｍｎηｍｅｉαｘｍ， （Ａ１）

　 　
ｚｍｎ
ｒ３

＋ － １
ｒ３

＋ ３
ｒ５

ｚ２ｍｎæ
è
ç

ö
ø
÷ ζ ｎｅｉαｘｎ ＋ １

ｒ３
－
ｘｍｎ
ｒ３

ｉα － ３
ｒ５

ｚ２ｍｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ζｍｅｉαｘｍｎｅｉαｘｎ ＋

　 　 　 　 ３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎη ｎｅｉαｘｎ － ３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎηｍｅｉαｘｍｎｅｉαｘｎ， （Ａ２）

　 　 － １
ｒ３

ｙｍｎ ＋ １
ｒ３

－ ３
ｒ５

ｙ２
ｍｎ

æ
è
ç

ö
ø
÷ η ｎｅｉαｘｎ － １

ｒ３
－ １

ｒ３
ｉαｘｍｎ － ３

ｒ５
ｙ２
ｍｎ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ηｍｅｉαｘｍｎｅｉαｘｎ －

　 　 　 　 ３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎζ ｎｅｉαｘｎ ＋ ３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎζｍｅｉαｘｍｎｅｉαｘｎ， （Ａ３）

上式中 α 为波数，ｉ 记做虚数符号， ｙｍｎ ＝ ｙｍ － ｙｎ，ｚｍｎ ＝ ｚｍ － ｚｎ 表示涡间距离分量，ｒ２ ＝ ｘ２
ｍｎ ＋ ｙ２

ｍｎ ＋ ｚ２ｍｎ 表示涡

空间距离，ηｍ，η ｎ，ζｍ，ζ ｎ 分别表示标记为 ｍ 和 ｎ 的涡受到的 ｙ 向和 ｚ 向的扰动分量．
结合式（２）与式（３），虚部和实部分别相等得到扰动速度三向分量的表达式：
ｉ 向分量为

　 　 ∑
Ｎ

ｍ ＝ １

Γｍ

４π
（Ｕ１ｍｎζｍ ＋ Ｕ２ｍｎηｍ），

式（４）中的系数均为虚数，表明扰动沿着 ｉ 向发生了波数成分的变化：

　 　 Ｕ１ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

１
ｒ３

ｉαｙｍｎｅｉαｘｄｘ， Ｕ２ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

１
ｒ３

ｉαｚｍｎｅｉαｘｄｘ；

ｊ 向分量为

　 　 ∑
Ｎ

ｍ ＝ １

Γｍ

４π
（Ｖ０ｍｎ ＋ （Ｖ１ｍｎζ ｎ ＋ Ｖ２ｍｎζｍ ＋ Ｖ３ｍｎη ｎ ＋ Ｖ４ｍｎηｍ）ｅｉαｘｎ），

式（５）中的系数如下：

　 　 Ｖ０ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

ｚｍｎ
ｒ３

ｄｘ， Ｖ１ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

－ １
ｒ３

＋ ３
ｒ５

ｚ２ｍｎæ
è
ç

ö
ø
÷ ｄｘ，
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　 　 Ｖ２ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

１
ｒ３

（１ － ｉαｘ） － ３
ｒ５

ｚ２ｍｎæ
è
ç

ö
ø
÷ ｅｉαｘｄｘ，

　 　 Ｖ３ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎｄｘ， Ｖ４ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

－ ３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎｅｉαｘｄｘ；

ｋ 向分量为

　 　 ∑
Ｎ

ｍ ＝ １

Γｍ

４π
（Ｗ０ｍｎ ＋ （Ｗ１ｍｎη ｎ ＋ Ｗ２ｍｎηｍ ＋ Ｗ３ｍｎζ ｎ ＋ Ｗ４ｍｎζｍ）ｅｉαｘｎ），

式（６）的系数如下：

　 　 Ｗ０ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

－
ｙｍｎ
ｒ３

ｄｘ， Ｗ１ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

１
ｒ３

－ ３
ｙ２
ｍｎ

ｒ５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ，

　 　 Ｗ２ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

－ １
ｒ３

（１ － ｉαｘ） ＋ ３
ｙ２
ｍｎ

ｒ５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉαｘｄｘ，

　 　 Ｗ３ｍｎ ＝ － ∫∞
－∞

３
ｒ３

ｙｍｎ ｚｍｎｄｘ， Ｗ４ｍｎ ＝ ∫∞
－∞

３
ｒ５

ｙｍｎ ｚｍｎｅｉαｘｄｘ ．

上式中 ｍ ≠ ｎ 时表示涡丝间互诱导作用：

　 　 Ｕ１ｍｎ ＝ ｉα
ｒ

ｙｍｎＫ１（αｒ）， Ｕ２ｍｎ ＝ ｉα
ｒ

ｚｍｎＫ１（αｒ），

　 　 Ｖ０ｍｎ ＝ －
ｚｍｎ
２ｒ２

， Ｖ１ｍｎ ＝ １
２ｒ２

－
３ｚ２ｍｎ
４ｒ４

，

　 　 Ｖ２ｍｎ ＝ α
ｒ

Ｋ１（αｒ） ＋ α２Ｋ０（αｒ） －
ｚ２ｍｎα２

ｒ２
Ｋ２（αｒ） ＝ ψ（αｒ） －

ｚ２ｍｎ
ｒ２

ϕ（αｒ），

其中，Ｋ０，Ｋ１，Ｋ２ 是 ０ 阶、１ 阶、２ 阶第二类修正 Ｂｅｓｓｅｌ（贝塞尔）函数，且

　 　 ψ（αｒ） ＝ α
ｒ

Ｋ１（αｒ） ＋ α２Ｋ０（αｒ）， ϕ（αｒ） ＝ α２Ｋ２（αｒ），

ψ 与 ϕ 表示涡间互诱导项．

　 　 Ｖ３ｍｎ ＝ －
３ｙｍｎ ｚｍｎ
４ｒ４

， Ｖ４ｍｎ ＝ －
ｙｍｎ ｚｍｎα２

ｒ４
Ｋ２（αｒ） ＝ －

ｙｍｎ ｚｍｎ
ｒ４

ϕ（αｒ），

　 　 Ｗ０ｍｎ ＝
ｙｍｎ
２ｒ２

， Ｗ１ｍｎ ＝ － １
２ｒ２

＋
３ｙ２

ｍｎ

４ｒ４
，

　 　 Ｗ２ｍｎ ＝ － α
ｒ

Ｋ１（αｒ） ＋ α２Ｋ０（αｒ） －
ｙ２
ｍｎα２

ｒ２
Ｋ２（αｒ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ψ（αｒ） ＋

ｙ２
ｍｎ

ｒ２
ϕ（αｒ），

　 　 Ｗ３ｍｎ ＝ － Ｖ３ｍｎ， Ｗ４ｍｎ ＝ － Ｖ４ｍｎ ．
当 ｍ ＝ ｎ 时表示涡丝的自诱导运动，此时互诱导系数为 ０，即
　 　 Ｕ１ｎｎ ＝ Ｕ２ｎｎ ＝ Ｖ０ｎｎ ＝ Ｗ０ｎｎ ＝ Ｖ３ｎｎ ＝ Ｗ３ｎｎ ＝ Ｖ４ｎｎ ＝ Ｗ４ｎｎ ＝ ０，

　 　 Ｖ１ｎｎ ＝ － １
２

１
ｘ２
０

， Ｗ１ｎｎ ＝ １
２

１
ｘ２
０

，

　 　 Ｖ２ｎｎ ＝ １
２

ｃｏｓ（αｘ０）
ｘ２
０

＋
αｓｉｎ（αｘ０）

ｘ０
－ α２Ｃ（αｘ０）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ω（αｘ０），

　 　 Ｗ２ｎｎ ＝ － Ｖ２ｎｎ ＝ － ω（αｘ０） ．
上式中的 ω（αｘ０） 称为自诱导函数，其中 ｘ０ 为截断距离可看作涡的速度剖面和涡半径的函数，Ｃ（ｘ） 为余弦积

分函数，具体展开式为

　 　 Ｃ（ｘ） ＝ ｓｉｎ ｘ·
１
ｘ

－ １·２
ｘ３ ＋ １·２·３·４

ｘ５ － １·２·…·６
ｘ７ ＋ …æ

è
ç

ö
ø
÷ －

　 　 　 　 ｃｏｓ ｘ·
１
ｘ２ － １·２·３

ｘ４ ＋ １·２·３·４·５
ｘ６ － １·２·…·７

ｘ８ ＋ …æ
è
ç

ö
ø
÷ ．
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自诱导函数 ω（αｘ０） 的表达式由 Ｃｒｏｗ［２］首先给出，Ｃｒｏｗ 的自诱导函数模型对较大的截断距离和波数的选取

没有限制，但是随着波数增加和截断距离趋向于 ０，Ｃｒｏｗ 自诱导模型也将出现奇异性，目前还没有较好的理论

模型解决此涡自诱导模型的奇异性．
对于大于 ０ 的 ｘ０ 值和 α ＞ １ 的长波数的轴对称涡， Ｆａｂｒｅ 等［６］给出了另一种自诱导表达式， 写成如下形式：

　 　 ω（αａ） ＝ （αａ） ２

２
ｌｎ ２

（αａｅ）
－ γ ＋ １

４( ) ， （Ａ４）

其中，Ｅｕｌｅｒ（欧拉）常数 γ ＝ ０．５７７，ａｅ 是有效涡核半径 ａｅ ＝ ａｅ１ ／ ４－Ａ＋Ｃ ．
式（Ａ４）中的系数 Ａ 和 Ｃ 的表达式为

　 　 Ａ ＝ ∫ｒ
０
Ｖ２

θ ｒ′ｄｒ′ － ｌｎ（ ｒ ／ ａ）， Ｃ ＝ ２
２π
Γ( ) ∫∞

０
Ｕ２ ｒｄｒ，

其中 ｒ 为涡上一点与当前计算点的间距，Ｖθ 是涡的速度剖面，ａ 为涡半径，Ｕ 为涡传播速度．
但是 Ｆａｂｒｅ 的自诱导模型只有当 αａ≪１时才成立；若 αａ→１， Ｆａｂｒｅ 等［６］采用 Ｓａｆｆｍａｎ［７］给出的 Ｌａｍｂ（兰

姆）涡的弯曲模态的自诱导：

　 　
Ｊ′１（βａ）
βａＪ１（βａ）

＝ －
Ｋ′１（αａ）
ｋａＫ１（αａ）

－ β２ ＋ α２

αβ２ａ２ ， （Ａ５）

其中　 　 β２ ＝ α２ ４ － （ω ＋ １） ２

（ω ＋ １） ２ ，

Ｊ１ 为一阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数，Ｋ１ 为 １ 阶第二类修正 Ｂｅｓｓｅｌ 函数，Ｊ′１和 Ｋ′１表示对波数 α 的导数，ω 为要求解的自诱导函

数值．
式（Ａ５）仅在 αａ ～ Ｏ（１） 时，自诱导函数成立，可利用 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）切线法求解方程．

附录 Ｂ　 对诱导运动方程中系数的简化

采用文中式（７）时，式（４）、（５）、（６）对应系数可进一步简化，当 ｍ ≠ ｎ 时，

　 　 Ｖ１ｍｎ ＝ １
２ｒ２

＝ １
２ ｙｍ － ｙｎ ２， Ｖ２ｍｎ ＝ ψｍｎ，

　 　 Ｗ１ｍｎ ＝ － １
２ｒ２

＋
３ｙ２

ｍｎ

４ｒ４
＝ １

４ ｙｍ － ｙｎ ２， Ｗ２ｍｎ ＝ － ψｍｎ ＋ ϕｍｎ，

此处 ψｍｎ 表示 ψ（α ｙｍ － ｙｎ ），ϕｍｎ 表示 ϕ（α ｙｍ － ｙｎ ） ．
以上 ３ 式中 ｒ ＝ ｒｍ － ｒｎ ＝ ｙｍ － ｙｎ ， ｙｍｎ ＝ ｙｍ － ｙｎ ．
根据图 １ 可知，涡丝间距的排布满足

　 　 ｙｍ，ｎ ＝ ｙＮ＋１－ｎ，Ｎ＋１－ｍ ，

　 　 ψｍｎ ＝ α
ｙｍ － ｙｎ

Ｋ１（α ｙｍ － ｙｎ ） ＋ α２Ｋ０（α ｙｍ － ｙｎ ），

　 　 ϕｍｎ ＝ α２Ｋ２（α ｙｍ － ｙｎ ） ．
当 ｍ ＝ ｎ 时，

　 　 Ｖ１ｎｎ ＝ － １
２

１
ｘ２
０

， Ｗ１ｎｎ ＝ １
２

１
ｘ２
０

， Ｖ２ｎｎ ＝ ω（αｘ０）， Ｗ２ｎｎ ＝ － Ｖ２ｎｎ ＝ － ω（αｘ０） ．

附录 Ｃ　 三涡对模态矩阵的非零元素

对应于正文式（１２），三涡对模态矩阵 Ｍｓ，ａ 的非零元素如下，其中自诱导项采用附录 Ａ 中式（Ａ５）的表达

式求解．

　 　 Ｍ１２ ＝ ∑
６

ｍ ＝ １
ｍ≠６

Γｍ

２πｙ２
ｍ６}

Ｓ１

＋
Γ１

２πａ２
１

ω（αａ１） ∓
Γ１

２πｙ２
１６

ψ１６， Ｍ１４ ＝
Γ２

２πｙ２
２１

ψ２１ ∓
Γ２

２πｙ２
５１

ψ５１，
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　 　 Ｍ１６ ＝
Γ３

２πｙ２
３１

ψ３１ ∓
Γ３

２πｙ２
３６

ψ３６， Ｍ２１ ＝ ∑
６

ｍ ＝ １
ｍ≠６

Γｍ

２πｙ２
ｍ６}

Ｓ２

＋
Γ１

２πａ２
１

ω（αａ１） ±
Γ１

２πｙ２
１６

χ
１６，

　 　 Ｍ２３ ＝
Γ２

２πｙ２
２１

χ
２１ ±

Γ２

２πｙ２
２６

χ
２６， Ｍ２５ ＝

Γ３

２πｙ２
３１

χ
３１ ±

Γ３

２πｙ２
３６

χ
３６，

　 　 Ｍ３２ ＝
Γ１

２πｙ２
１２

ψ１２ ∓
Γ１

２πｙ２
１５

ψ１５， Ｍ３４ ＝ ∑
６

ｍ ＝ １
ｍ≠５

Γｍ

２πｙ２
ｍ５}

Ｓ３

＋
Γ２

２πａ２
２

ω（αａ２） ∓
Γ２

２πｙ２
２５

ψ２５，

　 　 Ｍ３６ ＝
Γ３

２πｙ２
３２

ψ３２ ∓
Γ３

２πｙ２
４２

ψ４２， Ｍ４１ ＝
Γ１

２πｙ２
１２

χ
１２ ±

Γ１

２πｙ２
１５

χ
１５，

　 　 Ｍ４３ ＝ ∑
６

ｍ ＝ １
ｍ≠５

Γｍ

２πｙ２
ｍ５}

Ｓ４

＋
Γ２

２πａ２
２

ω（αａ２） ±
Γ２

２πｙ２
２５

χ
２５， Ｍ４５ ＝

Γ３

２πｙ２
３５

χ
３５ ±

Γ３

２πｙ２
３２

χ
３２，

　 　 Ｍ５２ ＝
Γ１

２πｙ２
１３

ψ１３ ∓
Γ１

２πｙ２
１４

ψ１４， Ｍ５４ ＝
Γ２

２πｙ２
２３

ψ２３ ∓
Γ２

２πｙ２
２４

ψ２４，

　 　 Ｍ５６ ＝ ∑
６

ｍ ＝ １
ｍ≠４

Γｍ

２πｙ２
ｍ４}

Ｓ５

＋
Γ３

２πａ２
３

ω（αａ３） ∓
Γ３

２πｙ２
３４

ψ３４， Ｍ６１ ＝
Γ１

２πｙ２
１３

χ
１３ ±

Γ１

２πｙ２
１４

χ
１４，

　 　 Ｍ６３ ＝
Γ２

２πｙ２
２３

χ
２３ ±

Γ２

２πｙ２
２４

χ
２４， Ｍ６５ ＝ ∑

６

ｍ ＝ １
ｍ≠４

Γｍ

２πｙ２
ｍ４}

Ｓ６

＋
Γ３

２πａ２
３

ω（αａ３） ±
Γ３

２πｙ２
３４

χ
３４，

以上各式中， ａ１，ａ２，ａ３ 表示涡半径，此处采用 Ｆａｂｒｅ 等的自诱导运动模型式（Ａ４）中的 ω（αａｉ） 表达第 ｉ个涡的

自诱导运动函数，ψ ｉｊ 与 χ
ｉｊ 表示互诱导函数，下标 Ｓｉ 表示剪切运动函数项，符号 ±与∓中位于上方的属于Ｍｓ，

位于下方的属于 Ｍａ ．
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１７８飞行器尾涡对的不稳定性建模
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