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摘要：　 考虑了斑块环境下捕食者种群和食饵种群分别在 ｎ 个斑块扩散的随机捕食⁃食饵模型．利
用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法证明了对任意给定的初始值，随机系统全局正解的存在唯一性，并对其进行了

有界性分析．此外给出了食饵种群及整个系统灭绝的充分条件．最后通过数值模拟验证了所得理论

的正确性．
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引　 　 言

捕食者与食饵的动态关系是生物数学研究的重点［１⁃１５］ ．然而由于地理环境的差异和人类

活动的影响，许多物种的栖息地被分散成孤立的斑块．某些斑块由于食饵的稀缺，捕食者会迁

移或扩散到食饵丰富的斑块去捕食，而食饵种群也可以扩撒到其他斑块．如老鹰捕食兔子，两
个物种都可以在斑块间迁移．Ｚｈａｎｇ 和 Ｔｅｎｇ［６］（２００８）研究了捕食⁃食饵模型，得到系统正周期

解的存在性、有界性和持久性的充分条件．Ｋｕａｎｇ 和 Ｔａｋｅｕｃｈｉ［７］（１９９４）讨论了食饵在两个斑块

间扩散的捕食⁃食饵模型，给出了系统正平衡点的存在性、局部及全局稳定性的条件，用例子分

析了扩散系数对系统稳定性的影响．本文考虑文献［１３］中的捕食⁃食饵模型：

　 　
ｘｉ ＝ ｘｉ（ ｒｉ － ｂｉｘｉ － ｅｉｙｉ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ（ｘ ｊ － αｉｊｘｉ），

ｙｉ ＝ ｙｉ（ － γｉ － δｉｙｉ ＋ εｉｘｉ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ（ｙ ｊ － βｉｊｙｉ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１）

这里 ｘｉ，ｙｉ 分别表示第 ｉ 个斑块上食饵和捕食者的密度．模型中所有的参数为非负常数且 ｅｉ，εｉ

为正常数．这里 ｒｉ，γｉ 分别表示食饵物种 ｘ 的增长率和捕食者物种 ｙ 的死亡率．ｂｉ 和 δｉ 表示物种

ｘ 和物种 ｙ 的密度制约系数．ｅｉ 和 εｉ 分别表示物种 ｘ 随捕食减少的系数及物种 ｙ 因捕食物种 ｘ
而增加的系数．常数 ｄｉｊ 和 λ ｉｊ 分别表示物种 ｘ 和物种 ｙ 从斑块 ｊ 到斑块 ｉ 的扩散率， 常数 αｉｊ 和
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βｉｊ 依据不同的边界条件选出．
实际上，种群系统状态会受到环境随机噪声的影响，比如天气和疾病等．许多学者研究了

具有随机效应的捕食⁃食饵系统．Ｊｉ 等［８］（２００９）利用 Ｉｔô 公式，线性随机微分方程理论以及扩散

理论研究了具有随机扰动的带有修正的 Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ 和 Ｈｏｌｌｉｎｇ⁃Ⅱ型捕食⁃食饵模型，得到系统

正解的存在唯一性及系统灭绝性的条件．Ｃａｉ 和 Ｌｉｎ［９］（２００７）建立了食物过剩和捕食者饱和两

个极端情况统一的随机捕食⁃食饵模型，利用随机平均法得到该模型中两物种的稳态 ＰＤＦ ．Ｚｕ
等［４］（２０１２）研究了食饵扩散的随机捕食⁃食饵模型，由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法得到系统正解的存在

唯一性，给出了系统灭绝的充分条件同时证明了系统存在平稳分布且具有遍历性．本文将考虑

捕食者和食饵都带扩散的捕食⁃食饵模型加上随机扰动的影响．
考虑方程（１）中的食饵内禀增长率和捕食者死亡率受到白噪声的影响：
　 　 ｒｉ → ｒｉ ＋ σ１ｉＢ１ｉ（ ｔ）， － γｉ →－ γｉ ＋ σ２ｉＢ２ｉ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２）

这里 Ｂ１ｉ（ ｔ），Ｂ２ｉ（ ｔ） 为相互独立的 Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动且 σ２
１ｉ，σ２

２ｉ 表示白噪声的强度．于是捕食和

食饵都带扩散的随机模型可表示为

　 　
ｄｘｉ ＝ [ ｘｉ（ ｒｉ － ｂｉｘｉ － ｅｉｙｉ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ（ｘ ｊ － αｉｊｘｉ） ]ｄｔ ＋ σ１ｉｘｉｄＢ１ｉ（ ｔ），

ｄｙｉ ＝ [ ｙｉ（ － γｉ － δｉｙｉ ＋ εｉｘｉ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ（ｙ ｊ － βｉｊｙｉ） ]ｄｔ ＋ σ２ｉｙｉｄＢ２ｉ（ ｔ），
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　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （３）
假设 ｄｉｊ 和 λ ｉｊ 为非负常数， （ｄｉｊ） 和 （λ ｉｊ） 为不可约矩阵，且参数 ｒｉ，γｉ，ｅｉ，εｉ，ｂｉ，δｉ 为正常数．

针对不同模型，Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的构造往往是不同的，需要一定的技巧，本文根据模型的特

点在证明正解存在唯一性、有界性和灭绝性时构造不同形式的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，得到了相关结

论．文章结构如下：第 １ 节说明对任意正的初始值存在唯一正的全局解；第 ２ 节证明解的 Ｐ 阶

矩有界；第 ３ 节给出食饵种群及整个系统灭绝的充分条件；第 ４ 节通过数值模拟验证理论的正

确性；第 ５ 节为结论．
给定完备的概率空间 （Ω， {Ｆ ｔ } ｔ≥０，Ｐ）（满足一般的条件 {Ｆ ｔ } ｔ≥０ 右连续且 Ｆ０ 包含所有的

Ｐ⁃ 零测集） ．设 Ｒ２ｎ
＋ 表示 Ｒ２ｎ 正的核，即 Ｒ２ｎ

＋ ＝ { （ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，…，ｘｎ，ｙｎ） ∈ Ｒ２ｎ：ｘｉ ＞ ０，ｙｉ ＞ ０，ｉ
＝ １，２，…，ｎ } ．为了方便，令 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｙ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），ｙ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ），ｙｎ（ ｔ））， · 表示 Ｒ２ｎ

的欧式范数．

１　 全 局 正 解

定理 １　 对任意给定的初值 Ｘ（０） ∈ Ｒ２ｎ
＋ ，随机微分方程（３）存在唯一的正解 Ｘ（ ｔ） ，并且

此解以概率 １ 停留在 Ｒ２ｎ
＋ 内．

证明　 定义一个 Ｃ２ 函数 Ｖ：Ｒ２ｎ
＋ → Ｒ ＋，

　 　 Ｖ（Ｘ（ ｔ）） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ε ｉ（ｘｉ － １ － ｌｎ ｘｉ） ＋ ｅｉ（ｙｉ － １ － ｌｎ ｙｉ）］， （４）

应用 Ｉｔô 公式得到

　 　 Ｌ（Ｖ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉ （ｘｉ － １） ｒｉ － ｂｉｘｉ － ｅｉｙｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ

ｘ ｊ

ｘｉ

－ α ｉｊ
æ

è
ç
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ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋
σ ２

１ｉ

２
æ

è
ç
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ø
÷

æ

è
ç ＋

　 　 　 　 ｅｉ （ｙｉ － １） － γ ｉ － δ ｉｙｉ ＋ ε ｉｘｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ

ｙ ｊ

ｙｉ

－ β ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋
σ ２

２ｉ

２
æ

è
ç
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ø
÷

ö

ø
÷ ≤
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　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

é

ë

ê
ê
－ ε ｉｂｉｘ２

ｉ － ｅｉδ ｉｙ２
ｉ ＋ ε ｉ ( ｒｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊα ｉｊ ＋ ｂｉ － ｅｉ ) ｘｉ ＋ ε ｉ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊｘ ｊ ＋

　 　 　 　 ｅｉ ( － γ ｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊβ ｉｊ ＋ δ ｉ ＋ ε ｉ ) ｙｉ ＋ ｅｉ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊｙ ｊ ＋

　 　 　 　 ε ｉ (∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊα ｉｊ － ｒｉ ＋

σ ２
１ｉ

２ ) ＋ ｅｉ (∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊβ ｉｊ ＋ γ ｉ ＋

σ ２
２ｉ

２ )
ù

û

ú
ú
． （５）

显然由于二次项的系数为负，可以找到一个正的常数 Ｋ∗ 满足

　 　 Ｌ（Ｖ） ≤ Ｋ∗， （６）
且 Ｋ∗ 独立于 ｘｉ，ｙｉ 和 ｔ ．接下来证明定理余下的部分．

因为方程（３）的漂移系数不满足线性增长条件，一般的存在唯一性定理不能应用到这个

系统，但是它是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续．因此对任意给定的初值 Ｘ（０） ∈ Ｒ２ｎ
＋ ，在 ｔ ∈ ［０，τ ｅ） 存在唯

一的局部解 Ｘ（ ｔ），τ ｅ 为爆破时间．由方程（３）对任意 ｔ ∈ ［０，τ ｅ）， 有

　 　
ｘｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（０）ｅｘｐ ∫ｔ

０
ｒｉ － ｂｉｘｉ － ｅｉｙｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ

ｘ ｊ

ｘｉ

－ α ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
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ö

ø
÷ ｄｔ ＋ ∫ｔ

０
σ １ｉｘｉｄＢ１ｉ（ ｓ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｙｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（０）ｅｘｐ ∫ｔ
０

－ γ ｉ － δ ｉｙｉ ＋ ε ｉｘｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ

ｙ ｊ

ｙｉ

－ β ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç
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ø
÷ ｄｔ ＋ ∫ｔ

０
σ ２ｉｘｉｄＢ２ｉ（ ｓ）

æ

è
ç
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ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
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（７）
其中 ｘｉ（０） ＞ ０，ｙｉ（０） ＞ ０，可以得到对任意 ｔ ∈ ［０，τ ｅ），Ｘｉ（ ｔ） ≥ ０．则由比较定理（文献［１６］
中的定理 ３．１）， 对所有 ｔ ∈ ［０，τ ｅ） 有 Ｘｉ（ ｔ） ≥ Ｕｉ（ ｔ），这里 Ｕｉ（ ｔ） ＝ （ｕｉ（ ｔ），ｖｉ（ ｔ）） 为下面 ＳＤＥ
的解：

　 　

ｕｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（０）ｅｘｐ ∫ｔ
０
ｒｉ － ｂｉｘｉ － ｅｉｙｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ

ｘ ｊ

ｘｉ

－ α ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋ ∫ｔ

０
σ １ｉｘｉｄＢ１ｉ（ ｓ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕｉ（０） ＝ ｘｉ（０），

ｖｉ（ ｔ） ＝ ｖｉ（０）ｅｘｐ ∫ｔ
０

－ γ ｉ － δ ｉｙｉ ＋ ε ｉｘｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ

ｙ ｊ

ｙｉ

－ β ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç
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ø
÷ ｄｔ ＋ ∫ｔ

０
σ ２ｉｘｉｄＢ２ｉ（ ｓ）

æ

è
ç
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ø
÷ ，

ｖｉ（０） ＝ ｙｉ（０） ．
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î
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ï

类似于文献［２］中引理 ４．２ 的证明，本文可以说明 Ｐ（Ｕｉ（ ｔ） ＞ ０，ｔ ∈ ［０，τ ｅ）） ＝ １．
因此对任意 ｔ∈［０，τ ｅ），Ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ（ ｔ），ｙｉ（ ｔ）） ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．为了说明这个解是全局

的，只须说明 τ ｅ ＝ ∞ ａ．ｓ．．设 ｋ０ ＞ ０ 且充分大使得 Ｘ（０） ≤ ｋ０ ．对每个整数 ｋ ≥ ｋ０ 定义停时

　 　 τ ｋ ｉｎｆ { ｔ ∈ ［０，τ ｅ）： Ｘ（ ｔ） ＞ ｋ } ，
规定 ｉｎｆ ⌀ ＝ ∞，⌀为空集．显然当 ｋ→∞ 时 τ ｋ 递增．令 τ∞ ｌｉｍｋ→∞ τ ｋ，因此 τ∞ ≤ τ ｅ ａ．ｓ．，所以

只要说明 τ∞ ＝ ∞ ａ．ｓ．．设 Ｔ ＞ ０ 对任意 ０ ≤ ｔ ≤ τ ｋ ∧ Ｔ，对 Ｖ（Ｘ（ ｔ）） 由 Ｉｔô 公式和式（５）

　 　 ｄＶ（Ｘ（ ｔ）） ＝ Ｌ（Ｖ）ｄｔ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ε ｉ（ｘｉ － １）σ １ｉｄＢ１ｉ（ ｔ） ＋ ｅｉ（ｙｉ － １）σ ２ｉｄＢ２ｉ（ ｔ）） ≤

　 　 　 　 Ｋ∗ｄｔ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ε ｉ（ｘｉ － １）σ １ｉｄＢ１ｉ（ ｔ） ＋ ｅｉ（ｙｉ － １）σ ２ｉｄＢ２ｉ（ ｔ））， （８）

对每一 ｋ ≥ ｋ０， 定义

　 　 μ（ｋ） ｉｎｆ { Ｖ（Ｘ（ ｔ））： Ｘ（ ｔ） ＞ ｋ } ．
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由不等式对 ∀ｐ ＞ ０，ｕ ∈ Ｒｎ＋，ｎ（１－ｐ ／ ２）∧０ ｕ ｐ ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｐ
ｉ ≤ ｎ（１－ｐ ／ ２）∨０ ｕ ｐ， 可得

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

μ（ｋ） ＝ ∞ ． （９）

则由式（８）可以找到一常数 Ｋ
－
＞ ０ 使得

　 　 μ（ｋ）Ｐ（τ ｋ ≤ Ｔ） ≤ Ｅ［Ｖ（Ｘ（τ ｋ）） Ｉτ ｋ≤Ｔ］ ≤ Ｅ［Ｖ（Ｘ（τ ｋ ∧ Ｔ））］ ≤ Ｋ
－
．

由式（９）并令 ｋ → ∞ 可以得到

　 　 Ｐ（τ∞ ≤ Ｔ） ＝ ０．
因为 Ｔ ＞ ０ 为任意的，所以必然有

　 　 Ｐ（τ∞ ＝ ∞） ＝ １，
则系统（３） 在 ｔ ＞ ０ 上存在唯一的全局解 Ｘ（ ｔ） ∈ Ｒ２ｎ

＋ ， 定理证毕．

注 １　 在确实性的模型中即 σ１ｉ ＝ σ２ｉ ＝ ０， 本文主要研究系统正平衡点的稳定性．当确定性系统引入随

机扰动后，导致随机系统的解表现为在确定性系统正平衡点的某邻域内波动，这可以看做是一种弱稳定性，即
平稳分布．定理 １ 说明 ＳＤＥ（３）的解会以概率 １ 停留在正的核 Ｒ２ｎ

＋ 内，这个性质可以用来研究解的 Ｐ 阶矩和随

机最终有界．

２　 有界性估计

定义 １　 如果对任意的 ε∈（０，１），都存在一个正数 χ（ ＝ χ（ε）），使得对任意初值Ｘ（０） ∈
Ｒ２ｎ

＋ ，系统（３） 的解 Ｘ（ ｔ） 都有如下性质：
　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
Ｐ { Ｘ（ ｔ） ＞ χ } ＜ ε， （１０）

则称系统（３）的解为随机最终有界．
引理 １　 对任意给定的初值 Ｘ（０） ∈Ｒ２ｎ

＋ ，存在正数κ（ｐ），ｐｉ 和 ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），使得 ＳＤＥ
（３）的解 Ｘ（ ｔ） 有如下性质：

　 　 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≤ κ（ｐ），　 　 ｔ ≥ ０， ｐ ＞ １． （１１）

证明　 由 Ｉｔô 公式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式有

　 　 ｄ １
ｐ

ｘｐ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

é

ë

ê
ê
－ ｂｉｘｐ＋１

ｉ ＋ ｒｉ ＋
ｐ － １
２

σ ２
１ｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊα ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘｐ

ｉ －

　 　 　 　 ｅｉｘｐ
ｉ ｙｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊｘｐ－１

ｉ ｘ ｊ

ù

û

ú
ú
ｄｔ ＋ σ １ｉｘｐ

ｉ ｄＢ１ｉ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 － ｂｉｘｐ＋１
ｉ ＋ ｒｉ ＋

ｐ － １
２

σ ２
１ｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊα ｉｊ ＋

ｐ － １
ｐ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘｐ

ｉ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
ｐ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊｘｐ

ｊ
ù

û
úú ｄｔ ＋ σ １ｉｘｐ

ｉ ｄＢ１ｉ（ ｔ）

和

　 　 ｄ １
ｐ

ｙｐ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

é

ë

ê
ê
－ δ ｉｙｐ＋１

ｉ ＋ － γ ｉ ＋
ｐ － １
２

σ ２
２ｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊβ ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｐ

ｉ ＋

　 　 　 　 ε ｉｙｐ
ｉ ｘｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊｙｐ－１

ｉ ｙ ｊ

ù

û

ú
ú
ｄｔ ＋ σ ２ｉｙｐ

ｉ ｄＢ２ｉ（ ｔ） ≤
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é

ë

ê
ê

－ δ ｉ ＋
ｐε ｉｋｉ

ｐ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｐ＋１

ｉ ＋ － γ ｉ ＋
ｐ － １
２

σ ２
２ｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊβ ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｐ

ｉ ＋

　 　 　 　 ε ｉｙｐ
ｉ ｘｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊｙｐ－１

ｉ ｙ ｊ

ù

û

ú
ú
ｄｔ ＋ σ ２ｉｙｐ

ｉ ｄＢ２ｔ（ ｔ），

这里 ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 为正的确定常数．因此，对正的常数 ｐｉ，ｑｉ， 有

　 　 ｄ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ ＋ ｑｉｙｐ
ｉ ） ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
－ ｐ ｐｉｂｉ －

ｑｉε ｉｋ
－ｐ
ｉ

ｐ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘｐ＋１

ｉ － ｐｑｉ δ ｉ －
ｐε ｉｋｉ

ｐ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｐ＋１

ｉ ＋{
　 　 　 　 ｐｉ ｐｒｉ ＋

ｐ（ｐ － １）
２

σ ２
１ｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ（ｐ － １ ＋ ｐα ｉｊ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄ ｊｉ

ｐ ｊ

ｐｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘ

ｐ
ｉ ＋

　 　 　 　 ｑｉ － ｐγ ｉ ＋
ｐ（ｐ － １）

２
σ ２

２ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ（ｐ － １ ＋ ｐβ ｉｊ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊｉ

ｐ ｊ

ｐｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｙ

ｐ
ｉ } ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｐ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉσ １ｉｘｐ

ｉ ｄＢ１ｉ（ ｔ） ＋ ｐ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉσ ２ｉｙｐ

ｉ ｄＢ２ｉ（ ｔ） ． （１２）

说明存在 ｐｉ ＞ ０，ｑｉ ＞ ０ 和 ｋｉ ＞ ０， 使得

　 　 ｐｉｂｉ －
ｑｉε ｉｋ

－ｐ
ｉ

ｐ ＋ １
＞ ０， δ ｉ －

ｐε ｉｋｉ

ｐ ＋ １
＞ ０． （１３）

实际上只需 ０ ＜ ｋｉ ＜
（ｐ ＋ １）δ ｉ

ｐε ｉ
且 ０ ＜ ｑｉ ＝

ｐｉ

ｍ
，ｍ 为充分大的正整数．

令

　 　

α ｉ ＝ ｐｒｉ ＋
ｐ（ｐ － １）

２
σ ２

１ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ（ｐ － １ ＋ ｐα ｉｊ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄ ｊｉ

ｐ ｊ

ｐｉ
，

α′ｉ ＝ － ｐγ ｉ ＋
ｐ（ｐ － １）

２
σ ２

２ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ（ｐ － １ ＋ ｐβ ｉｊ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊｉ

ｐ ｊ

ｐｉ
，

β ｉ ＝ ｐｐ －１ ／ ｐ
ｉ ｂｉ －

ε ｉｋ
－ｐ
ｉ

ｍ（ｐ ＋ １）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， β′ｉ ＝ ｐｑ －１ ／ ｐ

ｉ δ ｉ －
ｐε ｉｋｉ

ｐ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１４）

设 α ＝ ｍａｘ { α１，α′１，α２，α′２，…，α ｎ，α′ｎ } ， β ＝ ｍｉｎ { β １，β′１，β ２，β′２，…，β ｎ，β′ｎ } ．显然 α ＞ ０，
β ＞ ０， 则有

　 　 ｄ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≤

　 　 　 　 [α∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） － β∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｐ（ｐ＋１） ／ ｐ

ｉ ｘｐ＋１
ｉ （ ｔ） ＋ ｑ（ｐ＋１） ／ ｐ

ｉ ｙｐ＋１
ｉ （ ｔ）） ]ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｐ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉσ １ｉｘｐ

ｉ（ ｔ）ｄＢ１ｉ（ ｔ） ＋ ｐ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉσ ２ｉｙｐ

ｉ（ ｔ）ｄＢ２ｉ（ ｔ） ． （１５）

对上式两边由 ０ 到 ｔ 积分并取期望，可得

　 　
ｄＥ [∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ]

ｄｔ
≤
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　 　 　 　 αＥ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] － βＥ [∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｐ（ｐ＋１） ／ ｐ

ｉ ｘｐ＋１
ｉ （ ｔ） ＋ ｑ（ｐ＋１） ／ ｐ

ｉ ｙｐ＋１
ｉ （ ｔ）） ] ≤

　 　 　 　 αＥ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] － （２ｎ） －１ ／ ｐβＥ [∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ]

（ｐ＋１） ／ ｐ
＝

　 　 　 　 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] (α － （２ｎ） －１ ／ ｐβＥ [∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ]

１ ／ ｐ

) ．

（１６）

再令 ｚ（ ｔ） ＝ Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ]， 则有

　 　 ｄｚ（ ｔ）
ｄｔ

≤ ｚ（ ｔ）（α － （２ｎ） －１ ／ ｐβｚ１ ／ ｐ（ ｔ）） ． （１７）

注意到如下方程的解

　 　 ｄｚ－（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｚ－（ ｔ）（α － （２ｎ） －１ ／ ｐβｚ－ １ ／ ｐ（ ｔ）） （１８）

满足

　 　 ｚ－（ ｔ） → ２ｎ·
α
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

，　 　 ｔ → ∞ ． （１９）

由比较定理，可得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｚ（ ｔ） ＝ Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≤ ２ｎ·

α
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

Ｌ（ｐ） ． （２０）

上式说明 ∃Ｔ ＞ ０， 使得

　 　 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≤ ２Ｌ（ｐ），　 　 ｔ ＞ Ｔ ． （２１）

此外由 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] 连续性可知 ∃Ｃ（ｐ） ＞ ０， 使得

　 　 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≤ Ｃ（ｐ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ． （２２）

令 κ（ｐ） ＝ ｍａｘ { ２Ｌ（ｐ），Ｃ（ｐ） } ， 则

　 　 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≤ κ（ｐ），　 　 ｔ ≥ ０， ｐ ＞ １． （２３）

证明结束．
定理 ２　 对任意的初值 Ｘ（０） ∈ Ｒ２ｎ

＋ ， 系统（３）的解为随机最终有界．
证明　 由定理 １ 知 ＳＤＥ（３）的解 Ｘ（ ｔ） 会以概率 １ 停留在正的核 Ｒ２ｎ

＋ 内．令
　 　 Ｑ ＝ ｍｉｎ { ｐ１，ｑ１，ｐ２，ｑ２，…，ｐｎ，ｑｎ } ．

注意到 Ｘ（ ｔ） ＝ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ２

ｉ ＋ ｙ２
ｉ ） ]

１ ／ ２
且

　 　 Ｘ（ ｔ） ｐ ≤ （２ｎ） ｐ ／ ２ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｐ

ｉ ＋ ｙｐ
ｉ ） ] ．

因此，可以得到

　 　 Ｅ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｐｉｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｑｉｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≥ ＱＥ [∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｐ

ｉ（ ｔ） ＋ ｙｐ
ｉ（ ｔ）） ] ≥
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　 　 　 　 （２ｎ） －ｐ ／ ２Ｅ Ｘ（ ｔ） ｐ， （２４）
且由式（１１）有

　 　 Ｅ Ｘ（ ｔ） ｐ ≤ （２ｎ） ｐ ／ ２

Ｑ
κ（ｐ） ＝ κ－ （ｐ） ＜ ＋ ∞，

由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 不等式可得结论．

３　 灭 绝 性

这节本文将说明，如果环境噪音足够大，方程（３）的解会依概率 １ 趋于 ０，但在确定性中解

却是持久的．
定理 ３　 对任意给定的初值 Ｘ（０） ∈ Ｒ２ｎ

＋ ， ＳＤＥ（３）的解有如下性质：

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｎ (∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ )

ｔ
≤ ｌ１ －

σ ２
１

２
　 ａ．ｓ．， （２５）

这里

　 　 ｌ１ ＝ ｍａｘ { ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

{ ｒｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊα ｉｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｄ ｊｉ } ，０ } ，

σ ２
１

２
＝ １

２∑ ｎ

ｉ ＝ １
（１ ／ σ ２

１ｉ）
． （２６）

特别地，若 ｌ１ － σ ２
１ ／ ２ ＜ ０，则ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） ＝ ０　 ａ．ｓ．．

注 ２　 定理 ３ 的证明方法与下列定理相似，本文主要介绍下面这个定理说明整个系统的灭绝性．定理 ３ 说

明若条件 ｌ １ － σ２
１ ／ ２ ＜ ０ 成立，即当食饵种群受到很大的白噪声干扰，则会灭绝．

定理 ４　 对任意给定的初值 Ｘ（０） ∈ Ｒ２ｎ
＋ ， ＳＤＥ（３）的解有如下性质：

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｎ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ε ｉｘｉ ＋ ｅｉｙｉ） ]

ｔ
≤ ｌ － σ ２

２
　 ａ．ｓ．， （２７）

这里

　 　 ｌ ＝ ｍａｘ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｒｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄ ｊｉ

ε ｊ

ε ｉ

－ ｄｉｊα ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ， ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
－ γ ｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊｉ

ｅｊ
ｅｉ

－ λ ｉｊβ ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }{ } ，

　 　 σ ２

２
＝ １

２∑ ｎ

ｉ ＝ １
（１ ／ σ ２

１ｉ ＋ １ ／ σ ２
２ｉ）

．

特别地，若 ｌ － σ ２ ／ ２ ＜ ０，则ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｘ（ ｔ） ＝ ０　 ａ．ｓ．．

证明　 定义 Ｃ２⁃ 函数 Ｖ（Ｘ（ ｔ）） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ε ｉｘｉ ＋ ｅｉｙｉ）， 由 Ｉｔô 公式计算

　 　 ｄＶ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉ [ ｒｉｘｉ － ｂｉｘ２

ｉ － ｅｉｘｉｙｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ（ｘ ｊ － α ｉｊｘｉ） ]ｄｔ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉσ １ｉｘｉｄＢ１ｉ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ [ － γ ｉｙｉ － δ ｉｙ２

ｉ ＋ ε ｉｘｉｙｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｉｊ（ｙ ｊ － β ｉｊｙｉ） ]ｄｔ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉσ ２ｉｙｉｄＢ２ｉ（ ｔ），

　 　 ｄｌｎ Ｖ ＝ １
Ｖ

ｄＶ － １
Ｖ２（ｄＶ）

２ ＝

　 　 　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉ [ － ｂｉｘ２

ｉ － ｅｉｘｉｙｉ ＋ ( ｒｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄ ｊｉ

ε ｊ

ε ｉ

－ ｄｉｊα ｉｊ ) ｘｉ ]ｄｔ ＋
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　 　 　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉσ １ｉｘｉｄＢ１ｉ（ ｔ） － １

２Ｖ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
ε ２

ｉ σ ２
１ｉｘ２

ｉ ｄｔ ＋

　 　 　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ [ － δ ｉｙ２

ｉ ＋ ε ｉｘｉｙｉ ＋ ( － γ ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊｉ

ｅｊ
ｅｉ

－ λ ｉｊβ ｉｊ ) ｙｉ ]ｄｔ ＋

　 　 　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉσ ２ｉｙｉｄＢ２ｉ（ ｔ） － １

２Ｖ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅ２ｉ σ ２

２ｉｙ２
ｉ ｄｔ ． （２８）

令

　 　 ｌ ＝ ｍａｘ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｒｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄ ｊｉ

ε ｊ

ε ｉ

－ ｄｉｊα ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ， ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
－ γ ｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊｉ

ｅｊ
ｅｉ

－ λ ｉｊβ ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }{ } ，

则

　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(ε ｉ [ － ｂｉｘ２

ｉ － ｅｉｘｉｙｉ ＋ ( ｒｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
(ｄ ｊｉ

ε ｊ

ε ｉ

－ ｄｉｊα ｉｊ ) ) ｘｉ ] ＋

　 　 　 　 ｅｉ [ － δ ｉｙ２
ｉ ＋ ε ｉｘｉｙｉ ＋ ( － γ ｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
(λ ｊｉ

ｅｊ
ｅｉ

－ λ ｉｊβ ｉｊ ) ) ｙｉ ] ) ≤

　 　 　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
[ε ｉ ( ｒｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
(ｄ ｊｉ

ε ｊ

ε ｉ

－ ｄｉｊα ｉｊ ) ) ｘｉ ＋

　 　 　 　 ｅｉ ( － γ ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
(λ ｊｉ

ｅｊ
ｅｉ

－ λ ｉｊβ ｉｊ ) ) ｙｉ ] ≤

　 　 　 　 １
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ε ｉ ｌｘｉ ＋ ｅｉ ｌｙｉ） ＝ ｌ ． （２９）

由 Ｃａｕｃｈｙ 不等式可以得到

　 　 － １
２Ｖ２∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ε ２

ｉ σ ２
１ｉｘ２

ｉ ＋ ｅ２ｉ σ ２
２ｉｙ２

ｉ ） ＝ －
∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ε ２

ｉ σ ２
１ｉｘ２

ｉ ＋ ｅ２ｉ σ ２
２ｉｙ２

ｉ ）

２ [∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ε ｉｘｉ ＋ ｅｉｙｉ） ]

２
≤

　 　 　 　 －
(∑

ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉｘｉ )

２

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ／ σ ２

１ｉ） (∑
ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉｘｉ )

２
－

(∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉｙｉ )

２

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ／ σ ２

２ｉ） (∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉｙｉ )

２
≤

　 　 　 　 － １

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
（１ ／ σ ２

１ｉ ＋ １ ／ σ ２
２ｉ）

＝ － σ ２

２
． （３０）

将式（２９）、（３０）代入式（２８）得到

　 　 ｄｌｎ Ｖ ≤ ｌ － σ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋ １

Ｖ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ε ｉσ １ｉｘｉｄＢ１ｉ（ ｔ） ＋ ｅｉσ ２ｉｙｉｄＢ２ｉ（ ｔ）］， （３１）

即

　 　 ｌｎ Ｖ（Ｘ（ ｔ）） ≤ ｌｎ Ｖ（Ｘ（０）） ＋ ∫ｔ
０
ｌ － σ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋ Ｍ（ ｔ）， （３２）

这里 Ｍ（ ｔ） 为鞅定义为

　 　 Ｍ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０

１
Ｖ∑

ｎ

ｉ ＝ １
［ε ｉσ １ｉｘｉ（ ｓ）ｄＢ１ｉ（ ｓ） ＋ ｅｉσ ２ｉｙｉ（ ｓ）ｄＢ２ｉ（ ｓ）］ ＝
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　 　 　 ∫ｔ
０

∑ ｎ

ｉ ＝ １
［ε ｉσ １ｉｘｉ（ ｓ）ｄＢ１ｉ（ ｓ） ＋ ｅｉσ ２ｉｙｉ（ ｓ）ｄＢ２ｉ（ ｓ）］

∑ ｎ

ｉ ＝ １
［ε ｉｘｉ（ ｓ） ＋ ｅｉｙｉ（ ｓ）］

， （３３）

其中 Ｍ（０） ＝ ０．由鞅的二次变差公式得

　 　 〈Ｍ，Ｍ〉 ｔ ＝ ∫ｔ
０

∑ ｎ

ｉ ＝ １
［ε ２

ｉ σ ２
１ｉｘ２

ｉ（ ｓ） ＋ ｅ２ｉ σ ２
２ｉｙ２

ｉ（ ｓ）］

∑ ｎ

ｉ ＝ １
［ε ｉｘｉ（ ｓ） ＋ ｅｉｙｉ（ ｓ）］

２ ｄｓ ≤

　 　 　 　 σ ２ ∫ｔ
０

∑ ｎ

ｉ ＝ １
［ε ２

ｉ ｘ２
ｉ（ ｓ） ＋ ｅ２ｉ ｙ２

ｉ（ ｓ）］

∑ ｎ

ｉ ＝ １
［ε ２

ｉ ｘ２
ｉ（ ｓ） ＋ ｅ２ｉ ｙ２

ｉ（ ｓ）］
ｄｓ ＝ σ ２ ｔ， （３４）

这里 σ ２ ＝ ｍａｘ { ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

σ ２
１ｉ，ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
σ ２

２ｉ } ．由鞅的强大数定律［１２］有

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｍ（ ｔ）
ｔ

＝ ０　 ａ．ｓ．． （３５）

最后由式（３２）两边除以 ｔ 并令 ｔ → ∞ 得到

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｎＶ
ｔ

≤ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ ∫

ｔ

０
ｌ － σ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＝ ｌ － σ ２ ／ ２　 ａ．ｓ．． （３６）

定理证毕．

注 ３　 定理 ４ 说明了当捕食者和食饵种群都受到较大的白噪声干扰且条件 ｌ － σ２ ／ ２ ＜ ０ 成立时，则两个

物种都将会灭绝．在研究种群生态系统的动力学行为时，证明系统存在唯一的全局非负解是研究其他动力学

行为如灭绝性的基础．灭绝是指无穷远处的状态，正解的存在性与种群会灭绝没有关系．

４　 数 值 模 拟

为了验证前面证明的结论，对系统（３）的解进行数值模拟．由 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 方法［１１］ 考虑系统

（３）当 ｎ ＝ ２ 时的离散化系统：
　 　 ｘ１，ｋ＋１ ＝ ｘ１，ｋ ＋ ［ｘ１，ｋ（ ｒ１ － ｂ１ｘ１，ｋ － ｅ１ｙ１，ｋ） ＋ ｄ１２（ｘ２，ｋ － ｘ１，ｋ）］ｈ ＋

　 　 　 　 σ １１ｘ１，ｋ ｈ ξ １，ｋ ＋ １
２

σ ２
１１ｘ１，ｋ（ｈξ ２

１，ｋ － ｈ），

　 　 ｙ１，ｋ＋１ ＝ ｙ１，ｋ ＋ ［ｙ１，ｋ（ － γ １ － δ １ｙ１，ｋ ＋ ε １ｘ１，ｋ） ＋ λ １２（ｙ２，ｋ － ｙ１，ｋ）］ｈ ＋

　 　 　 　 σ ２１ｙ１，ｋ ｈη １，ｋ ＋ １
２

σ ２
２１ｙ１，ｋ（ｈη ２

１，ｋ － ｈ），

　 　 ｘ２，ｋ＋１ ＝ ｘ２，ｋ ＋ ［ｘ２，ｋ（ ｒ２ － ｂ２ｘ２，ｋ － ｅ２ｙ２，ｋ） ＋ ｄ２１（ｘ１，ｋ － ｘ２，ｋ）］ｈ ＋

　 　 　 　 σ １２ｘ２，ｋ ｈ ξ ２，ｋ ＋ １
２

σ ２
１２ｘ２，ｋ（ｈξ ２

２，ｋ － ｈ），

　 　 ｙ２，ｋ＋１ ＝ ｙ２，ｋ ＋ ［ｙ２，ｋ（ － γ ２ － δ ２ｙ２，ｋ ＋ ε ２ｘ２，ｋ） ＋ λ ２１（ｙ１，ｋ － ｙ２，ｋ）］ｈ ＋

　 　 　 　 σ ２２ｙ２，ｋ ｈη ２，ｋ ＋ １
２

σ ２
２２ｙ２，ｋ（ｈη ２

２，ｋ － ｈ），

其中 ξ ｉ，ｋ，η ｉ，ｋ， ｉ ＝ １，２ 是服从 Ｎ（０，１） 分布的 Ｇａｕｓｓ 随机变量．使用上面所述的数值方法和

ＭＡＴＬＡＢ 软件， 选取参数 ｒ１ ＝ ０．４， ｒ２ ＝ ０．３，ｂ１ ＝ ０．５，ｂ２ ＝ ０．４，ｅ１ ＝ ｅ２ ＝ ０．２，ｄ１１ ＝ ｄ２２ ＝ １，ｄ１２ ＝
１．２，ｄ２１ ＝ １．２，λ １１ ＝ λ ２２ ＝ １，λ １２ ＝ ０．３，λ ２１ ＝ ０．４，γ １ ＝ γ ２ ＝ ０．２，δ １ ＝ δ ２ ＝ ０．１，ε １ ＝ ε ２ ＝ ０．３，初值

（ｘ１（０），ｙ１（０），ｘ２（０），ｙ２（０）） ＝ （０．８，０．２，０．４，０．１８），时间步长 ｈ ＝ ０．０１．
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图 １ 中取 σ １１ ＝ σ １２ ＝ σ ２１ ＝ σ ２２ ＝ ０ 即为相应的确定性系统， 图 １ 左侧是食饵 ｘ１ 和 ｘ２ 的序

列图， 右侧是捕食者 ｙ１ 和 ｙ２ 的序列图． 而图 ２ 中 σ １１ ＝ σ １２ ＝ σ ２１ ＝ σ ２２ ＝ ０．０１， 与图 １ 比较发

现当噪声很小时随机系统仿效确定性系统且走势几乎一致． 图 ３ 中 σ １１ ＝ １．４， σ １２ ＝ １．５， σ ２１ ＝
０．０１， σ ２２ ＝ ０．０１，即当食饵种群受到很大的白噪声干扰，满足定理 ３ 的条件 ｌ１ － σ ２

１ ／ ２ ＜ ０， 则

会导致食饵种群的灭绝同时也会导致捕食者种群的灭绝，所以系统（３）的解趋于 ０．图 ４ 中 σ １１

＝ ０．０１， σ １２ ＝ ０．０１， σ ２１ ＝ ０．８， σ ２２ ＝ ０．７， 不满足定理 ４ 两物种灭绝的条件，捕食者种群由于受

到很大的白噪声干扰则会灭绝，但是食饵种群会存活下来．图 ５ 中 σ １１ ＝ １．４， σ １２ ＝ ０．０１， σ ２１ ＝
０．０１， σ ２２ ＝ ０．０１， ｄ１２ ＝ ｄ２１ ＝ ０， λ １２ ＝ ０， λ ２１ ＝ ０， 即仅当斑块 １ 的食饵种群受到很大的白噪声

干扰，且捕食者和食饵种群在斑块间都没有扩散，每个斑块成为孤立的系统，捕食者只能捕食

所在斑块的食饵．由图像可以看出食饵种群 ｘ１ 因为受到很大的白噪声干扰所以会灭绝同时也

会导致捕食者种群 ｙ１ 的灭绝．而食饵种群 ｘ２ 和捕食者种群 ｙ２ 受到的白噪声干扰较小，所以都

会存活下来．

图 １　 当噪声强度 σ１１ ＝ σ１２ ＝ σ２１ ＝ σ２２ ＝ ０ 时系统的序列图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ： σ１１ ＝ σ１２ ＝ σ２１ ＝ σ２２ ＝ ０
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图 ２　 当噪声强度 σ１１ ＝ σ１２ ＝ σ２１ ＝ σ２２ ＝ ０．０１ 时系统的序列图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ： σ１１ ＝ σ１２ ＝ σ２１ ＝ σ２２ ＝ ０．０１

图 ３　 当噪声强度 σ１１ ＝ １．４， σ１２ ＝ １．５， σ２１ ＝ ０．０１， σ２２ ＝ ０．０１ 时系统的序列图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ： σ１１ ＝ １．４， σ１２ ＝ １．５， σ２１ ＝ ０．０１， σ２２ ＝ ０．０１
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图 ４　 当噪声强度 σ１１ ＝ ０．０１， σ１２ ＝ ０．０１， σ２１ ＝ ０．８， σ２２ ＝ ０．７ 时系统的序列图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ： σ１１ ＝ ０．０１， σ１２ ＝ ０．０１， σ２１ ＝ ０．８， σ２２ ＝ ０．７

图 ５　 当噪声强度 σ１１ ＝ １．４， σ１２ ＝ ０．０１， σ２１ ＝ ０．０１， σ２２ ＝ ０．０１，

ｄ１２ ＝ ｄ２１ ＝ ０， λ １２ ＝ λ ２１ ＝ ０ 时系统的序列图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ： σ１１ ＝ １．４， σ１２ ＝ ０．０１， σ２１ ＝ ０．０１， σ２２ ＝ ０．０１，

ｄ１２ ＝ ｄ２１ ＝ ０， λ １２ ＝ λ ２１ ＝ ０

５　 结　 　 论

本文通过对捕食者和食饵均带有扩散的随机捕食⁃食饵模型的研究，得到了系统在较小的

白噪声干扰下具有与确定性系统相似的性质．而当白噪声强度较大时，随机系统则会表现出灭

绝性，这是确定性系统所不具有的性质．从生物的角度来看，当部分种群受到较大的白噪声扰

动时如恶劣天气、环境剧变等，种群的扩散通过将某些斑块中较大的白噪声平均分配到其他斑

块来降低种群灭绝的风险．而当所有种群都受到较大白噪声干扰时，扩散的作用变得不明显，
也无法改变种群最终灭绝的结果．本文研究的模型比较接近于自然界的实际情况，有利于我们

把模型应用到现实中．得到的定理可以判断种群在什么条件下可以一直持续生存下去，什么情

况下会趋于灭亡，这些结论在控制生态平衡方面有一定的应用价值．
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