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摘要：　 利用广义参数有限元法直接求解了裂纹群裂尖应力强度因子．首先根据改进的 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级

数建立典型裂尖奇异区 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 单元，然后通过分块集成形成求解域整体刚度方程，进一步利用

Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数的待定系数直接确定各裂尖应力强度因子，最后通过算例分析研究了裂纹间距、裂纹

与 Ｘ轴夹角等参数对计算结果的影响．结果表明，该文方法能够有效克服断裂分析的传统有限元法

的缺陷，具有更高的计算精度和效率．而且对于含有多条等长共线水平裂纹的无限大板，当相邻裂

纹间距与裂纹半长之比大于 ９ 时，可忽略裂纹之间的相互影响，按照单裂纹进行计算；对于沿 Ｙ 轴

对称分布的偶数条等长斜裂纹的无限大板，随着裂纹与 Ｘ 轴夹角的增大，ＫⅠ 逐渐减小，ＫⅡ 先增大

后减小．

关　 键　 词：　 广义参数；　 应力强度因子；　 裂纹群；　 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 单元；　 奇异区尺寸

中图分类号：　 Ｏ３４６．１　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３７００５０

引　 　 言

许多工程结构，诸如水工建筑中的重力坝、高层建筑的基础、道路工程中的水泥混凝土路

面等常常分布着大量的微裂纹，这些微裂纹的存在很大程度上削弱了结构的强度和刚度，并且

在长期荷载作用下，微裂纹可扩展为宏观裂纹，雨水等在毛细作用下可透过这些裂纹软化地基

加速结构破坏，从而诱发安全事故．断裂力学是分析裂纹问题的有效工具，在断裂力学的工程

应用中，应力强度因子（ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ，简记为 ＳＩＦ）是剩余强度和裂纹扩展计算中最基础

的参数，因此，如何准确计算裂纹群尖端应力强度因子成为预测裂纹扩展和结构破坏的关键性

问题［１］ ．
含多条裂纹结构的断裂力学行为非常复杂，国内外研究人员提出了多种方法确定裂纹群

裂尖 ＳＩＦ ．Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ［２］应用复变应力函数理论，建立了共线多裂纹 ＳＩＦ 的解析理论，但对于
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复杂边界和加载条件却难以通过解析方式获得．Ｗａｎｇ 等［３］利用边界配置法求解了含两条对称

斜裂纹矩形板各裂尖 ＳＩＦ，这种半解析半数值方法的计算精度依赖于边界配点个数的选取．随
着计算机技术的迅速发展，有限元法作为高效的数值算法逐渐被广泛使用．传统的有限元法利

用裂尖奇异单元或裂尖网格加密技术，通过有限元位移外推法获得裂尖 ＳＩＦ，李爱民等［４］ 利用

有限元方法求解了多裂纹板的应力强度因子，并讨论了板的尺寸、裂纹长度比和裂纹间距比对

应力强度因子的影响，其结果需通过线性回归获得，该过程引入了人为误差．Ｃｈｅｎ 等［５］提出了

混合边界条件多裂纹二维断裂分析的有限单元交替法，该方法虽克服了传统有限元需在裂尖

区加密网格方能保证精度的缺陷，但其迭代过程较繁琐、收敛速度较慢．刘钧玉等［６］ 基于比例

边界有限元法计算了裂纹面加载的平面多裂纹 ＳＩＦ ．陈莉等在组合法［７］ 的基础上提出了复合

法［８］（亦称修正系数相乘法）来计算多裂纹裂尖 ＳＩＦ，该方法比传统有限元法计算精度高但是

计算量大且结果不稳定．边界元法是在有限元法之后发展起来的一种精确高效的工程分析数

值方法，Ｇｕｏ 等［９］利用边界元法求解了平面线弹性介质中多裂纹各裂尖 ＳＩＦ，该方法虽然大幅

降低了离散自由度，但很难确定其控制函数．近年来，比较流行的无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法和扩展有

限元法也应用于多裂纹的断裂分析中，其中：Ｓｉｎｇｈ 等［１０］ 提出了修正的内部基扩充无网格

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法，模拟了平面应力条件下多条静态和动态边缘裂纹问题；陈军斌等［１１］利用扩展有限

单元法模拟多条裂缝的扩展过程，并研究了多条裂缝同时扩展的转向规律．杨绿峰等［１２⁃１４］建立

了断裂 ＳＩＦ 分析的广义参数 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 单元（简记为 Ｗ 单元），能够高效精确分析不同断裂模式

下单裂纹裂尖 ＳＩＦ，从而克服了传统断裂分析有限元法的缺陷．
本文利用广义参数 Ｗ 单元研究建立了裂纹群裂尖 ＳＩＦ 计算的有限元格式．首先根据改进

的 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数建立典型裂尖奇异区 Ｗ 单元，进而通过分块集成形成求解域整体刚度方程，
最后引入边界条件求解整体方程获得 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数的待定系数即可直接确定各裂尖应力强度

因子．通过算例进一步分析了裂纹间距、裂纹与 Ｘ 轴夹角等参数对计算结果的影响．结果表明，
本文方法能够有效克服断裂分析的传统有限元法的缺陷，具有更高的计算精度和效率．

１　 裂纹群模型及裂尖 ＳＩＦ

１．１　 薄板裂纹群计算简图

带任意随机分布穿透多裂纹的薄板，其边界 ＣＴ 和 ＣＵ 上分别作用有任意拉伸荷载 Ｔ 和位

移约束 Ｕ，其示意图如图 １ 所示．将其示意图规则化，取矩形区域宽为 ２Ｗ，高为 ２Ｈ，且含有 ｎ 条

随机分布裂纹．以板中心为坐标原点建立整体坐标系，裂尖以逆时针为正建立局部坐标系，因
有 ｎ 条裂纹，则有 ２ｎ 个裂尖，需建立 ２ｎ 个局部坐标系，如图 ２ 所示．
１．２　 裂尖附近奇异域离散分析的广义参数Ｗｉｌｌｉａｍｓ 单元

任意选取裂纹群中的 １ 条裂纹，研究分析该裂纹的一个裂尖 ＳＩＦ ．首先选用具有光滑、连
续特性的 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数，利用 Ｒｉｔｚ（里兹）法建立该裂尖周围奇异域的整体位移场：

　 　 ｗｉ ＝
ｕｉ

ｖｉ{ } ＝
Ｈ１，ｉ（ｘ，ｙ）

Ｈ２，ｉ（ｘ，ｙ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ａｉ ＝ Ｈｉａｉ， （１）

式中，下标 ｉ 为裂尖的编号；ｗｉ 为裂尖周围奇异区域的整体位移场，其中 ｕｉ，ｖｉ 分别表示裂尖奇

异域内任意点沿整体坐标轴 Ｘ，Ｙ 方向的位移；Ｈｉ 为该裂尖整体位移插值函数，且 Ｈ１，ｉ，Ｈ２，ｉ 分
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别表示与 ｕｉ，ｖｉ 对应的位移插值函数；ａｉ 表示位移场待定向量，该向量中的部分待定参数不局

限于特定的物理意义或几何意义，称之为广义参数．
采用普通有限元网格离散技术将各个裂尖周围的奇异域进行离散．对于图 ３ 所示的 ｉ 裂尖

周围的奇异域 ＩＢＬＫ，首先利用由裂尖 ｏｉ 发出的射线将奇异域离散为 ８ 个三角形条元，然后利

用一组环绕裂尖 ｏｉ 且相互平行的折线 {Γ０，Γ１，…，ΓＮ } 将每个条元进一步离散为 Ｎ个自相似

梯形微单元，且任意相邻折线到裂尖 ｏｉ 的距离之比为常数 α（０ ＜ α ＜ １）， 称之为径向比例因

子．现选取其中任一微单元作为典型单元，如图 ４ 所示，根据有限元理论建立其局部位移场：
　 　 ｄｅ

ｉ ＝ Ｎｅ
ｉ δ ｅ

ｉ ， （２）
式中，Ｎｅ

ｉ 为有限元形函数矩阵；δ ｅ
ｉ 为单元结点位移向量，其中的待定参数表示微单元上各个节

点的位移，具有明确的物理意义．

图 １　 薄板裂纹群随机分布示意图 图 ２　 薄板裂纹群计算简图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｒａｎｄｏｍ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｃｒａｃｋｓ

图 ３　 裂尖奇异区离散示意图 图 ４　 Ｗ 单元及梯形微单元

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｗ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ

ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｉｎ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｒｅｇｉｏｎ ｍｉｎｉａｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

因微单元的局部位移场受到奇异域整体位移场的控制，因此将微单元的全部节点坐标依

次代入式（１）即可求得微单元的节点位移向量：

１４０１裂纹群应力强度因子分析的广义参数有限元法



　 　 δ ｅ
ｉ ＝

Ｈ１，ｉ（ｘ１，ｙ１）

Ｈ２，ｉ（ｘ１，ｙ１）

︙
Ｈ１，ｉ（ｘｋ，ｙｋ）

Ｈ２，ｉ（ｘｋ，ｙｋ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ａｉ ＝ Ｔ ｉａｉ， （３）

式中， ｋ 表示微单元的节点总数，这里选用 ８ 节点等参元，即有 ｋ ＝ ８；Ｔｉ 表示微单元的转换矩阵．
将式（３）代入式（２），可得

　 　 ｄｅ
ｉ ＝ Ｎｅ

ｉ Ｔ ｉａｉ ＝ Ｎ′ｅｉ ａｉ， （４）
上式即为裂尖 ｉ 周围奇异域中任意微单元的广义参数位移场．

采用 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数建立式（１）所示的总体位移场时，式（４）中的形函数矩阵 Ｎ′ｅｉ 与 Ｗｉｌ⁃
ｌｉａｍｓ 级数密切相关，因而由式（４）进一步建立的单元模型称为广义参数 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 单元，简记为

Ｗ 单元．
１．３　 裂尖 ＳＩＦ 的确定方法

这里对裂尖 ｉ 周围奇异域的整体位移场采用改进的 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数［１２⁃１３］ 表示，并截取其前

ｍ ＋ １ 项：

　 　
ｕｉ ＝ ｕｉ，０ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｒ ｊ ／ ２［ａｉ， ｊｈｘ

ｊ１（θ） ＋ ｂｉ， ｊｈｘ
ｊ２（θ）］，

ｖｉ ＝ ｖｉ，０ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｒ ｊ ／ ２［ａｉ， ｊｈｙ

ｊ１（θ） ＋ ｂｉ， ｊｈｙ
ｊ２（θ）］ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

式（５）可用于式（１）的矩阵形式表达，其中

　 　 Ｈｉ（ ｒ，θ） ＝
１ ０ ｒ１ ／ ２ｈｘ

１１（θ） ｒ１ ／ ２ｈｘ
１２（θ） … ｒｍ／ ２ｈｘ

ｍ１（θ） ｒｍ／ ２ｈｘ
ｍ２（θ）

０ １ ｒ１ ／ ２ｈｙ
１１（θ） ｒ１ ／ ２ｈｙ

１２（θ） … ｒｍ／ ２ｈｙ
ｍ１（θ） ｒｍ／ ２ｈｙ

ｍ２（θ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （６ａ）

　 　 ｗｉ ＝ { ｕｉ，ｖｉ } Ｔ， （６ｂ）

　 　 ａｉ ＝ { ｕｉ，０ ｖｉ，０ ａｉ，１ ｂｉ，１ … ａｉ，ｍ ｂｉ，ｍ } Ｔ， （６ｃ）
且有

　 　

ｈｘ
ｊ１（θ） ＝ １

２Ｇ
κ ＋ ｊ

２
＋ （ － １） ｊæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｊ

２
θæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｊ

２
ｃｏｓ ｊ

２
－ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｈｘ
ｊ２（θ） ＝ － １

２Ｇ
κ ＋ ｊ

２
－ （ － １） ｊæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｊ

２
θæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｊ

２
ｓｉｎ ｊ

２
－ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｈｙ
ｊ１（θ） ＝ １

２Ｇ
κ － ｊ

２
－ （ － １） ｊæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｊ

２
θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｊ

２
ｓｉｎ ｊ

２
－ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｈｙ
ｊ２（θ） ＝ １

２Ｇ
κ － ｊ

２
＋ （ － １） ｊæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｊ

２
θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｊ

２
ｃｏｓ ｊ

２
－ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（７）

式中， ｕｉ，０，ｖｉ，０ 分别表示原 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 级数的常数项，表示裂尖 ｉ的初始位移；Ｇ表示剪切模量；系
数 κ 定义为：平面应变取 ３ － ４μ，平面应力取（３ － μ） ／ （１ ＋ μ），μ 表示 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比；ａｉ， ｊ 和

ｂｉ， ｊ 是待定系数（又称广义参数），由外荷载和边界条件确定；（ ｒ， θ） 表示以 ｉ 裂尖为原点的极

坐标．
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根据式（６ａ）的矩阵 Ｈｉ（ ｒ，θ），容易建立式（３） 中的转换矩阵 Ｔ ｉ 和式（４） 中的形函数矩阵

Ｎ′ｅｉ ， 并据此得到 Ｗ 单元的广义参数位移场．
根据断裂力学可知， ｉ 裂尖的 ＳＩＦ 可由相应的应力分量求得：

　 　 ＫⅠ，ｉ ＝ ｌｉｍ
ｒ→０

２πｒ σ ｙ，ｉ 　 　 （θ ＝ ０）； ＫⅡ，ｉ ＝ ｌｉｍ
ｒ→０

２πｒ τ ｘｙ，ｉ 　 　 （θ ＝ ０） ． （８）

根据式（５），由弹性力学的物理方程和几何方程可得裂尖奇异区域应力场：

　 　 σ ｘ，ｉ ＝ ∑
ｍ
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将式（９ｂ）和（９ｃ）代入式（８），求极限可得

　 　 ＫⅠ，ｉ ＝ ２π ａｉ，１， ＫⅡ，ｉ ＝ ２π ｂｉ，１ ． （１０）
由此可知，裂尖的 ＳＩＦ 能够直接根据广义参数列阵中的 ａｉ，１ 和 ｂｉ，１ 计算确定，有效克服了

断裂分析的传统有限元法需要根据裂纹端部奇异区内节点表观应力强度因子拟合求解裂尖

ＳＩＦ 所导致的精度损失问题．

２　 建立求解域控制方程

根据变分原理，常规区所有单元的刚度方程可以写为

　 　 Ｋｗ ＝ ｆ， （１１）
将其分块表示为
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Ｋｒｒ Ｋｒｂ

Ｋｂｒ Ｋｒ
ｂｂ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｗｒ

ｗｂ
{ } ＝

ｆｒ
ｆ ｒ
ｂ

{ } ， （１２）

其中，下标 ｒ 表示位于常规区的节点，ｂ 表示位于常规区与奇异区交界上的节点；相应地，ｗｂ，
Ｋｒ

ｂｂ 和 ｆ ｒ
ｂ 分别表示常规单元交界上节点的位移列阵、刚度矩阵和荷载列阵．

各裂尖奇异区均按照图 ３ 离散为 ８ 个 Ｗ 单元，这里仍以裂尖 ｉ 为例，建立其中一个 Ｗ 单元

的刚度方程．根据式（４）定义的 Ｗ 单元位移场，利用变分原理容易建立 Ｗ 单元的刚度方程［１２⁃１３］：

　 　
Ｋｓｉ

ｂｂ Ｋ′ｂｓｉ
Ｋ′ｓｉｂ Ｋ′ｓｉｓｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｗｂ

ａｉ
{ } ＝

ｆ ｓｉ
ｂ

ｆｓｉ
{ } ， （１３）

其中， Ｋ′ｓｉｂ ＝ ＴＴ
ｓｉｓｉＫｓｉｂ

＝ Ｋ′Ｔｂｓｉ；Ｋ′ｓｉｓｉ ＝ ＴＴ
ｓｉｓｉＫｓｉｓｉＴｓｉｓｉ

＋ Ｋ′ｓｉｓｉｓｉ；下标 ｓｉ 表示 ｉ裂尖奇异区；Ｔｓｉｓｉ 表示奇异区最

外层微单元中除交界外 ５个节点的转换矩阵；Ｋｓｉ
ｂｂ 和 ｆ ｓｉ

ｂ分别表示奇异区最外层微单元交界上节

点的刚度矩阵和荷载列阵．Ｋ′ｓｉｓｉｓｉ 为 ｉ裂尖奇异区内除最外层外所有等比例梯形微单元对广义参

数有限元刚度矩阵的贡献，其第 ｐ 行 ｑ 列（ｐ、ｑ 均不等于 １）元素的计算格式如下：

　 　 ［Ｋ′ｐｑ］ ｓｉ
ｓｉｓｉ

＝ α （ｐ＋ｑ） ／ ２ － αＮ（ｐ＋ｑ） ／ ２

１ － α （ｐ＋ｑ） ／ ２ ［Ｋ′ｐｑ］ （１）
ｓｉｓｉ ， （１４）

特殊地，当 ｐ ＝ ｑ ＝ １ 时，有
　 　 ［Ｋ′１１］ ｓｉ

ｓｉｓｉ
＝ （Ｎ － １）［Ｋ′１１］ （１）

ｓｉｓｉ ， （１５）
其中， ［Ｋ′ｐｑ］ （１）

ｓｉｓｉ 为刚度矩阵 Ｋ′（１）ｓｉｓｉ 中第 ｐ 行 ｑ 列的元素，且有

　 　 Ｋ′（１）ｓｉｓｉ
＝ {Ｔ（１）

ｉ } ＴＫＴ（１）
ｉ ， （１６）

式中， Ｔ（１）
ｉ 和 Ｋ 分别为奇异区内第一层梯形微单元的转换矩阵和常规有限元刚度矩阵．

由式（１３）可形成裂尖 ｉ 所有 Ｗ 单元刚度方程和并与式（１２）进行集成可得
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式中， Ｋｂｂ ＝ Ｋｒ
ｂｂ ＋ Ｋｓｉ

ｂｂ， ｆｂ ＝ ｆ ｒ
ｂ ＋ ｆ ｓｉ

ｂ ；且有 Ｋｓｉｒ
＝ Ｋｒｓｉ

＝ ０．
将 ２ｎ个裂尖奇异区刚度方程与常规区刚度方程集成为求解域的总体控制方程（不考虑裂

尖奇异区受荷载的情况）：
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． （１８）

引入边界条件，求解式（１８），即可求得每个裂尖区的广义参数 ａ１，ａ２，…，ａ２ｎ，从中提取各列向

量中 ａｉ，１ 和 ｂｉ，１， 将其代入式（１０）即可得各裂尖的 ＳＩＦ ．

３　 算 例 分 析

例 １　 含 ３ 条共线水平裂纹的无限大矩形板，取其板宽 ２Ｗ ＝ ３．０ ｍ，板高 ２Ｈ ＝ ２．０ ｍ，板厚
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ｔ ＝ ０．０１ ｍ ．其中一条裂纹为中心裂纹且长度为 ２ｃ ＝ ０．１ ｍ，其裂尖用 Ａ表示；另外两条侧裂纹关

于 Ｙ轴对称分布，且长度均为２ｃ，它们的内裂尖和外裂尖分别用Ｂ和Ｃ表示．以中心裂纹为坐标

原点建立整体坐标系 ＸＯＹ， 相邻裂纹中心与中心、中心与裂尖的距离关系如图 ５ 所示．矩形板

的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ＝ ０．１６７，弹性模量 Ｅ ＝ ２ × １０５ ＭＰａ；沿着 ４ 条自由边作用有均布剪力 τ ＝ １．５ ×
１０４ Ｎ ／ ｍ，同时在与 Ｙ 轴垂直的两条自由边作用有均布拉力 σ ＝ ３ × １０４ Ｎ ／ ｍ ．裂尖奇异区按照

图 ３ 建立离散网格，常规区采用 ８ 节点等参元离散，分别利用本文 Ｗ 单元和 ＡＮＳＹＳ 奇异单元

计算裂尖 ＳＩＦ，并通过选取不同的 ｌ ／ ｃ， 分析裂纹间距对各裂尖 ＳＩＦ 的影响，并与表 １ 中给出的

精确解［１５］进行比较，结果见表 ２．

图 ５　 含 ３ 条共线裂纹的矩形板 图 ６　 ＫⅠＡ， ＫⅡＡ 随着 ｌ ／ ｃ 变化

Ｆｉｇ． ５　 Ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ３ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ６　 ＫⅠＡ， ＫⅡＡ ｅｘａｃｔ ｖｓ． ｌ ／ ｃ

表 １　 裂尖 Ａ，Ｂ 和 Ｃ 处 ＳＩＦ 精确解

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｔｉｐｓ Ａ，Ｂ ＆ Ｃ

ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｎｏｔｅ

Ａ ＫⅠＡ ＝ ＦＡσ πｃ， ＫⅡＡ ＝ ＦＡτ πｃ ＦＡ ＝ Ｅ（ｋ）
Ｆ（ｋ）

ｅ２ － ａ２

ｂ２ － ａ２ ， ｋ ＝ ｅ２ － ｂ２

ｅ２ － ａ２

Ｂ ＫⅠＢ ＝ ＦＢσ πｃ， ＫⅡＢ ＝ ＦＢτ πｃ ＦＢ ＝ ２ｂ（ｂ２ － ａ２）
（ｅ － ｂ）（ｅ２ － ｂ２）

１ － ｅ２ － ａ２

ｂ２ － ａ２
Ｅ（ｋ）
Ｆ（ｋ）[ ]

Ｃ ＫⅠＣ ＝ ＦＣσ πｃ， ＫⅡＣ ＝ ＦＣτ πｃ ＦＣ ＝ １
ｋ

２ｅ
ｅ － ｂ

１ － Ｅ（ｋ）
Ｆ（ｋ）[ ]

　 　 注　 表中 ａ ＝ ｃ，ｂ ＝ ｌ′，ｅ ＝ ｌ′ ＋ ２ｃ； Ｆ（ｋ） 和 Ｅ（ｋ） 分别为第一类和第二类完全椭圆积分．

　 　 Ｎｏｔｅ　 ｉｎ ｔａｂｌｅ １， ａ ＝ ｃ，ｂ ＝ ｌ′，ｅ ＝ ｌ′ ＋ ２ｃ； Ｆ（ｋ） ａｎｄ Ｅ（ｋ） ａｒｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｌｓ ｏｆ

ｔｈｅ １ｓｔ ａｎｄ ２ｎｄ ｋｉｎｄｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

特殊地，只含单条中心水平裂纹的无限大矩形板在相同荷载下的裂尖 ＳＩＦ 的精确解为

　 　 ＫⅠ ＝ σ πｃ， ＫⅡ ＝ τ πｃ ． （１９）
由表 ２ 可以看出：Ｗ 单元解与精确解吻合很好，最大相对误差为 ０．９％，且比 ＡＮＳＹＳ 奇异

单元解精度高，据此验证了本文方法具有较高的计算精度；同时，随着 ｌ ／ ｃ 的增大，即裂纹之间

的间距增大，３ 个裂尖 ＳＩＦ 的变化规律呈现相同趋势，故仅将 Ａ裂尖 ＳＩＦ 随着 ｌ ／ ｃ的变化表示如

图 ６ 所示．
由图 ６ 可知：随着 ｌ ／ ｃ 的增大，裂尖 Ａ 的Ⅰ型和Ⅱ型 ＳＩＦ 均减小并且逐渐趋近于单条水平

中心裂纹的计算结果；当 ｌ ／ ｃ ＝ ９ 时，Ａ 裂尖 ＳＩＦ 与单裂纹裂尖 ＳＩＦ 相对误差仅为 １．３％．所以当
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ｌ ／ ｃ ＞ ９ 时，两侧裂纹对中心裂纹尖端 ＳＩＦ 的影响已经很小，此时在工程中可忽略裂纹间的相

互影响而将它们分别视为单裂纹考虑．
表 ２　 各裂尖 ＳＩＦ 随 ｌ ／ ｃ 的变化

Ｔａｂｌｅ ２　 ＳＩＦ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｖｓ． ｌ ／ ｃ

ｌ ／ ｃ
ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ

Ｗ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ＫⅠ ＫⅡ

ＡＮＳＹＳ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ＫⅠ ＫⅡ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ＫⅠ ＫⅡ

５

Ａ １．２４５ ０ ０．６２０ ８ １．２８２ ２ ０．６３４ ２ １．２４２ ８ ０．６２１ ４

Ｂ １．２２４ ５ ０．６１２ ４ １．２６７ ７ ０．６２７ ８ １．２２８ ８ ０．６１４ ４

Ｃ １．２０６ ４ ０．６０２ ６ １．２５６ ６ ０．６２２ ５ １．２１６ ３ ０．６０８ １

６

Ａ １．２２６ ９ ０．６１２ ３ １．２６２ ９ ０．６２４ ４ １．２２４ ９ ０．６１２ ４

Ｂ １．２１４ ４ ０．６０５ ８ １．２５２ ４ ０．６１９ ６ １．２１４ ８ ０．６０７ ４

Ｃ １．２０３ ５ ０．５９９ ６ １．２４６ ４ ０．６１６ ８ １．２０８ ０ ０．６０４ ０

７

Ａ １．２１３ ５ ０．６０７ ３ １．２５４ ５ ０．６２２ ７ １．２１４ ８ ０．６０７ ４

Ｂ １．２０７ ３ ０．６０２ ５ １．２４５ １ ０．６１７ ０ １．２０７ ２ ０．６０３ ４

Ｃ １．２０１ １ ０．５９６ ４ １．２４０ ６ ０．６１４ ６ １．２０３ ０ ０．６０１ ５

　 　 通过增加裂纹条数，对含多条等长共线水平裂纹的无限大板进一步研究发现，当任意两条

裂纹之间的相对距离满足 ｌ ／ ｃ ＞ ９ 时，则该多裂纹计算模型可视作相互无影响的单裂纹考虑．
例 ２　 含 ２ 条等长斜裂纹的无限大矩形板，取其板宽 ２Ｗ ＝ １．０ ｍ，板高 ２Ｈ ＝ １．０ ｍ，板厚 ｔ ＝

０．０１ ｍ；以板中心为坐标原点建立整体坐标系 ＸＯＹ，沿 Ｙ轴方向作用有均布拉伸荷载σ ＝ １．０ ×
１０５ Ｎ ／ ｍ，如图 ７ 所示．两条斜裂纹关于 Ｙ 轴对称且其中心连线穿过板中心 Ｏ，裂纹长度为 ２ｃ ＝
０ １ ｍ，与 Ｘ轴的夹角为 γ，裂纹中心离 Ｙ轴的水平距离 ｌ ／ ２ ＝ ０．２５ ｍ；材料 Ｐｏｉｓｓｏｎ比 μ ＝ ０．１６７，
弹性模量Ｅ ＝ ２ × １０５ ＭＰａ ．根据对称性，现取其中一条裂纹作为研究对象，其裂尖分别用 Ａ和Ｂ
表示，试分析裂尖 Ａ 和 Ｂ 的 ＳＩＦ ．

图 ７　 含 ２ 条对称斜裂纹的矩形板 图 ８　 Ａ，Ｂ 裂尖 ＳＩＦ 随 γ 的变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ２ Ｆｉｇ． ８　 ＳＩＦｓ ａｒｏｕｎｄ ｃｒａｃｋ ｔｉｐｓ Ａ， Ｂ ｖｓ． γ

ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｏｂｌｉｑｕｅ ｃｒａｃｋｓ

因夹角太小趋近于纯拉伸解，夹角太大则拉伸和剪切结果均为 ０，故夹角 γ 取 ２０°，３０°，
４０°，５０°，６０°和 ７０°，分别用本文 Ｗ 单元和 ＡＮＳＹＳ 奇异单元求解裂尖 Ａ 和 Ｂ 的 ＳＩＦ ．因裂纹关

于 Ｙ 轴对称，取半板模型进行有限元网格离散，本文方法离散节点数 ８４２，而 ＡＮＳＹＳ 采用奇异

单元法节点数则达到了 １５ ６００，计算结果如图 ８ 所示．
由图 ８ 可以看出：１） 裂尖 Ａ 和 Ｂ 的 ＳＩＦ 相同且跟单条斜裂纹精确解［１５］的结果基本一致，

６４０１ 徐　 　 华　 　 　 徐　 德　 峰　 　 　 杨　 绿　 峰



是由于两条斜裂纹中心之间的距离与裂纹半长之比 ｌ ／ ｃ 较大，其裂纹间的相互影响可忽略不

计，故而可分别视作单条斜裂纹考虑； ２） 随着夹角 γ 的增大，ＫⅠ 逐渐减小，ＫⅡ 先增大（γ 为

４５°时达到最大值）后减小； ３） Ｗ 单元解与 ＡＮＳＹＳ 奇异单元解结果吻合很好，最大相对误差

为 ２％，且本文方法离散自由度数仅为 ＡＮＳＹＳ 奇异单元法的 ５．４％，大幅降低了离散自由度，大
大提高了计算效率．

以 Ｙ轴为对称轴，沿Ｘ轴的正负两个方向分别平行增加长度为２ｃ的斜裂纹条数，且裂纹中

心位于 Ｘ 轴上的无限大板．对其研究发现，当任意两条相邻斜裂纹满足 ｌ ／ ｃ ＞ ９， 每个裂尖 ＳＩＦ
的值与单条斜裂纹基本吻合．

４　 结　 　 论

本文利用广义参数 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 单元，研究建立了裂纹群裂尖 ＳＩＦ 分析的有限元格式，根据裂

尖的广义参数列阵可直接确定裂尖 ＳＩＦ，避免了传统有限元需通过对裂尖附近区域应力强度

因子的线性拟合才能得到裂尖 ＳＩＦ 的繁琐工作．本文方法对裂尖奇异区尺寸不敏感，无需对裂

尖区进行网格加密即可获得高精度解，大幅降低了离散自由度，大大提高了计算效率．
当多裂纹板上裂纹间的距离增大到一定程度时，可将多裂纹问题按照单裂纹问题进行解

决，简化计算格式．对于含有多条等长共线水平裂纹无限大板，如果相邻两条裂纹相对裂纹间

距 ｌ ／ ｃ ＞ ９，则可按照单裂纹问题进行分析；对于含关于 Ｙ 轴对称的偶数条等长斜裂纹的无限

大板，当任意相邻两条斜裂纹中心之间的距离与裂纹半长之比大于 ９ 时，其结果与单条斜裂纹

结论吻合较好，且随着夹角 γ 的增大，ＫⅠ 逐渐减小，ＫⅡ 先增大后减小，结论符合工程实际．
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