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摘要：　 主要研究 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的光滑周期行波解的波长．通过变量变换， Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程可以

转化为一个平面多项式微分系统．利用动力系统的临界周期分支方法研究这个多项式微分系统，其
主要结果是给出了周期函数 Ｔ（ｈ） 或波长函数 λ（ａ） 的单调性质．与 ＫｄＶ 方程比较， 波长函数

λ（ａ） 单调递减到一个有限的数，而不是单调递增到无穷．结果表明， 对于固定波速 ｃ， Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ
方程不存在任意小或任意大波长的光滑周期行波解．
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引　 　 言

非线性波动方程及其行波解的研究在物理学的许多领域中有非常重要的作用．在文献［１］
中 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 讨论了非线性演化方程：
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该方程描述了波在松弛介质中的传播， 为了表述方便， 人们称之为 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程．在文献

［２］ 中， Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 和 Ｐａｒｋｅｓ 发现了 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的一个两圈孤子解．后来， 在文献［３］ 中，
Ｍｏｒｒｉｓｏｎ， Ｐａｒｋｅｓ 和 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 又找到了 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的一个 Ｎ 圈孤子解．

本文研究下列形式的行波解：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ ＋ ｃｔ） ． （２）

将方程（２）代入方程（１） ， 可以得到对应的方程为

　 　 （ｕ ＋ ｃ）ｕ″ ＋ ｕ ＋ （ｕ′） ２ ＝ ０． （３）
本文着重研究 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的光滑周期行波解．在每一个周期内， 光滑周期行波解有唯一的

最大值和最小值．在流体力学中， 周期波解的周期 Ｔ 对应周期波的波长， 用 λ 表示．
关于平面多项式微分系统的周期函数的研究已有诸多成果［４⁃１１］ ．然而， 直到现在，关于非

线性波动方程的周期波的周期函数的研究成果甚少［１２⁃１４］ ．本文的目的是研究 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程
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（１）的光滑周期行波解的波长 λ对于波高 ａ的依赖性， 研究结果表明波长λ关于波高 ａ是单调

的．关于光滑周期行波解的波长函数的单调性结果，有望用于扰动 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）偏微分方

程的次谐波分支．此外，也能用于光滑周期行波解的轨道稳定性的研究中．

１　 预 备 知 识

本节首先介绍一些需要用到的概念和命题， 考虑解析平面微分系统

　 　
ｘ ＝ ｐ（ｘ，ｙ），
ｙ ＝ ｑ（ｘ，ｙ）{ （４）

满足下列假设：
（Ｈ） 微分系统（４）在原点有一个中心， 并且还有一个形式为 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ Ａ（ｘ） ＋ Ｂ（ｘ）ｙ ＋

Ｃ（ｘ）ｙ２ 的首次积分，其中 Ａ（０） ＝ ０， 并且它的积分因子 Ｋ 只依赖于 ｘ ．
令 （ｘｌ， ｘｒ） 是微分系统（４） 的周期环 Ｐ 在 ｘ 轴上的投影， 其中 ｘｌ ＜ ０ ＜ ｘｒ ．那么， 由文献

［１１］ 中的引理 ３．１ 可知， 假设（Ｈ）表明Ｍ （４ＡＣ － Ｂ２） ／ （４ ｜ Ｃ ｜ ） 是一个定义在（ｘｌ， ｘｒ） 上的

解析函数， 其中 Ｍ（０） ＝ ０ 且对于任意的 ｘ ∈ （ｘｌ，ｘｒ） ＼ { ０ } 有 ｘＭ′（ｘ） ＞ ０．因此， 存在一个唯

一的解析函数 σ 使得 Ｍ 􀳱 σ ＝ Ｍ ．这里 σ 是一个对合且 σ（０） ＝ ０．在（ｘｌ， ｘｒ） ＼ { ０ } 上给定一个

解析函数 ｆ， 定义它的 σ 平衡为

　 　 Ｂσ（ ｆ）（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（σ（ｘ））
２

． （５）

有了这些定义， 文献［１１］ 中定理 Ａ 的陈述（ｂ）可以归纳如下．
命题 １［１１］ 　 若解析微分系统（４）满足假设（Ｈ）， 设 μ０ ＝ － １， 定义递推公式为
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其中 ｉ ≥ １．在（０， ｘｒ） 上， 若 Ｂσ（ ｌｉ） 的零点数目按重数计算有 ｎ 个， 并且 ｎ ≥ ０， ｉ ＞ ｎ， 则中

心在原点的临界周期的数目也按重数计算， 最大为 ｎ ．
特别地， 若 ｎ ＝ ０， 则周期函数是单调的．确定Ｂσ（ ｌｉ） 的零点数目的关键是下面的定理， 请

参阅文献［１１］中的定理 Ｂ ．下文中， “Ｒｅｓ” 表示多项式结式．
命题 ２［１１］ 　 令 σ 是一个在（ｘｌ， ｘｒ） 上的解析对合， 且 σ（０） ＝ ０， 并令 ｌ 是一个在（ｘｌ，

ｘｒ） ＼ { ０ } 上的解析函数．假设 ｌ和 σ都是代数的， 即存在 Ｌ， Ｓ∈ Ｃ［ｘ，ｙ］，使得 Ｌ（ｘ，ｌ（ｘ）） ＝ ０，
Ｓ（ｘ，σ（ｘ）） ＝ ０．定义

　 　 Ｔ（ｘ， ｙ） Ｒｅｓｚ（Ｌ（ｘ， ｚ）， Ｌ（ｙ， ｚ））， Ｒ（ｘ） Ｒｅｓｙ（Ｓ（ｘ， ｙ）， Ｔ（ｘ，ｙ）） ．
最后令 ｓ（ｘ） 和 ｔ（ｘ） 分别为 Ｓ（ｘ， ｙ） 和 Ｔ（ｘ， ｙ） 关于 ｙ 的首项系数， 那么下列结论成立：

（ａ） 若对于 ｘ０ ∈ （ｘｌ，ｘｒ） ＼ { ０ } 满足 Ｂσ（ ｌ）（ｘ０） ＝ ０，则 Ｒ（ｘ０） ＝ ０．
（ｂ） 若 ｓ（ｘ） 和 ｔ（ｘ） 在 ｘ０ 点不同时为 ０， 则在 Ｂσ（ ｌ） 的零点 ｘ０ 的重数将不超过 Ｒ 的零点

ｘ０ 的重数．
为了研究系统（９）在中心的周期函数， 我们将引用 Ｇｅｙｅｒ 和 Ｖｉｌｌａｄｅｌｐｒａｔ 有关周期函数导

数的结论．
命题 ３［１４］ 　 若解析微分系统（４）满足假设（Ｈ）， 且 Ｂ ＝ ０，令 Ｔ（ｈ） 是周期轨道 γｈ：Ｈ（ｘ，ｙ）
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＝ ｈ 的周期函数， 则

　 　 Ｔ′（ｈ） ＝ １
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２　 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的光滑周期波与周期尖波

方程（３）的对应行波系统， 由以下式子给出：
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显然， 式（９）是一个具有奇异直线 ｕ ＝ － ｃ（ｃ ＞ ０） 的奇异行波系统．系统（９） 有 ３个平衡点分别

为 Ｏ（０， ０） 和 Ｐ ±（ － ｃ， ± ｃ）， 其中 Ｏ（０， ０） 是一个中心，Ｐ ±（ － ｃ， ± ｃ） 是两个鞍点．原点周

围有一个由直线 ｕ ＝ － ｃ和抛物线 ３ｙ２ ＋ ２ｕ － ｃ ＝ ０ 两个异宿轨道包围的周期环．系统（９）的相图

如图 １ 所示．

图 １　 当 ｃ ＞ ０ 时， 系统（９）的相图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （９） ｆｏｒ ｃ ＞ ０

系统（９）的一个首次积分为

　 　 Ｈ（ｕ，ｙ） ＝ Ａ（ｕ） ＋ Ｂ（ｕ）ｙ ＋ Ｃ（ｕ）ｙ２， （１０）
其中

　 　 Ａ（ｕ） ＝ ｃ
２

ｕ２ ＋ １
３

ｕ３， Ｂ（ｕ） ＝ ０， Ｃ（ｕ） ＝ １
２
（ｕ ＋ ｃ） ２，

积分因子 Ｋ（ｕ） ＝ （ｕ ＋ ｃ） ２ ．当且仅当（ｕ， ｙ） ＝ （ｕ，ｕ′） 是平面微分系统（９） 的一个周期轨道时，
ｕ（ξ） 是方程（３） 的一个光滑周期行波解．系统（９） 的周期轨道由 Ｈ（ｕ，ｙ） ＝ ｈ 确定， 其中

　 　 ｈ ∈ （０， ｈｓ）， ｈｓ ＝ Ｈ（ － ｃ， ｃ） ＝ ｃ３

６
．

代数曲线

０８６ Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的光滑周期波的波长



　 　 ｙ２ ＝ ２ｈ － ２Ａ（ｕ）
（ｕ ＋ ｃ） ２ （１１）

相交于 ｕ 轴的 ３个点为（ｕ１，０），（ｕ０，０） 和（ｕｍ，０）， 其中 ｕｍ ＜ － ｃ ＜ ｕ０ ＜ ０ ＜ ｕ１ ＜ ｃ ／ ２．光滑周

期波的图像如图 ２（ａ）所示．若 ｈ → ｈｓ， 则 ｕ１ → ｃ ／ ２， ｕｍ →－ ｃ ← ｕ０ ．通过式（９）的第一个方程，
可以得到

　 　 ｄｕ
ｄξ

＝ ３（ｃ － ２ｕ）
３

． （１２）

积分得到极限波（周期尖波）的显式表达式：

　 　 ｕ（ξ） ＝ ｃ
２

－ （ξ － ｎＴ） ２

６
，　 　 ２ｎ － １

２
Ｔ ≤ ξ ≤ ２ｎ ＋ １

２
Ｔ， （１３）

其中

　 　 Ｔ ＝ ２ ３ ∫ｃ ／ ２
－ｃ

ｄｕ
ｃ － ２ｕ

＝ ６ ｃ （１４）

为周期尖波的周期．周期尖波（１３）的图形如图 ２（ｂ）所示．由于大多数可积非线性波方程具有

光滑周期波， 所以周期尖波的存在是非常有趣的现象．由文献［１５⁃１９］ 可知周期尖波解在某些

点的一阶导数是不存在的．

（ａ） 方程（１）的光滑周期波 （ｂ） 方程（１）的周期尖波

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑ．（１） （ｂ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｕｓｐ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑ．（１）
图 ２　 方程（１）的光滑周期波和周期尖波

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｕｓｐ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑ．（１）

３　 光滑周期波的波长与能量水平

本节研究 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程（１）的光滑周期行波解的周期 Ｔ（或波长 λ） 对能量水平 ｈ 的依

赖性．主要结果表明周期函数 Ｔ（ｈ） 是单调的， 即下面的定理．
定理 １　 若 ｃ ＞ ０， 则周期函数 Ｔ（ｈ） 是单调递减的．
为了证明该定理，首先证明解析微分系统（９）满足假设（Ｈ）， 那么关于周期函数的导数有

以下结果．
引理 １　 若 ｃ ＞ ０， 则系统（９） 在中心满足 ｌｉｍｈ→ｈｓＴ′（ｈ） ＝ － ∞， 其中 ｈｓ ＝ ｃ３ ／ ６ 是外轨道 Ｐ

的能量水平．
证明　 应用命题 ３， 取
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　 　 Ａ（ｕ） ＝ ｃ
２
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２
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积分因子 Ｋ（ｕ） ＝ （ｕ ＋ ｃ） ２， 那么有

　 　 Ｔ′（ｈ） ＝ １
ｈ ∫γｈＧ（ｕ）

ｄｕ
ｙ
，

其中

　 　 Ｇ（ｕ） ＝ ｕ
６（ｕ ＋ ｃ）

．

若 ｈ ∈（０，ｃ３ ／ ６）， 则 ｈ － Ａ（ｕ） ＝ （１ ／ ３）（ｕ１ － ｕ）（ｕ － ｕ０）（ｕ － ｕｍ）， 其中 ｕｍ ＜ － ｃ ＜ ｕ０ ＜ ０ ＜
ｕ１ ．特别地， 周期轨道 γｈ 在 ｕ 轴上的投影区间为［ｕ０， ｕ１］（参照图 ３，其中 ａ 为波高，ρ为正半高

（即 ρ ＝ ｕ１）） ．因此 Ｔ′（ｈ） ＝ （２ ／ ｈ）（ Ｉ１（ｈ） ＋ Ｉ２（ｈ））， 其中

　 　 Ｉ１（ｈ） ＝ ∫０
ｕ０
ｆ（ｕ，ｈ）ｄｕ， （１５）

　 　 Ｉ２（ｈ） ＝ ∫ｕ１
０
ｆ（ｕ，ｈ）ｄｕ， （１６）

而

　 　 ｆ（ｕ，ｈ） ＝ Ｇ（ｕ） Ｃ（ｕ）
ｈ － Ａ（ｕ）

＝ ６ ｕ
１２ （ｕ１ － ｕ）（ｕ － ｕ０）（ｕ － ｕｍ）

． （１７）

记　 　 　 ｆ（ｕ，ｈ） ＝
ｆ１（ｕ，ｈ）ｕ

（ｕ － ｕ０）（ｕ － ｕｍ）
，

其中

　 　 ｆ１（ｕ，ｈ） ＝ ６
１２ ｕ１ － ｕ

． （１８）

由于 ｆ１（ｕ，ｈ） 在区间［ － ｃ，０］ × （０，ｈｓ］ 上是一个连续函数．因此， 存在 Ｋ１ ∈ Ｒ ＋ 使得 Ｋ１ ＝
ｍａｘ { ｆ１（ｕ，ｈ）；（ｕ，ｈ） ∈ ［ － ｃ，０］ × ［ｈｓ ／ ２，ｈｓ］ } ．从而对于 ｈ ∈ ［ｈｓ ／ ２，ｈｓ］， 有

　 　 Ｉ１（ｈ） ≤ Ｋ１ ｕ０ｕｍ ＋
ｕ０ ＋ ｕｍ

２
ｌｎ

－ ｕ０ － ｕｍ ＋ ２ ｕ０ｕｍ

ｕ０ － ｕｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （１９）

当 ｈ → ｈｓ 时， ｕｍ →－ ｃ ← ｕ０， 从而得到

　 　 ｌｉｍ
ｈ→ｈｓ

Ｉ１（ｈ） ＝ － ∞ ． （２０）

为了研究 Ｉ２（ｈ）， 令 ｆ（ｕ，ｈ） ＝ ｆ２（ｕ，ｈ）ｕ ／ ｕ１ － ｕ ， 其中

　 　 ｆ２（ｕ，ｈ） ＝ ６
１２ （ｕ － ｕ０）（ｕ － ｕｍ）

． （２１）

由于 ｆ２（ｕ，ｈ） 在区间［０，ｃ ／ ２］ × （０，ｈｓ］ 上是一个连续函数， 因此， 存在 Ｋ２ ∈ Ｒ ＋ 使得 Ｋ２ ＝
ｍａｘ { ｆ２（ｕ，ｈ）；（ｕ，ｈ） ∈ ［０，ｃ ／ ２］ × ［ｈｓ ／ ２，ｈｓ］ } ．从而对于 ｈ ∈ ［ｈｓ ／ ２，ｈｓ］， 有

　 　 Ｉ２（ｈ） ≤ Ｋ２∫ｕ１
０

ｕｄｕ
ｕ１ － ｕ

＝ ４
３

Ｋ２ｕ１ ｕ１ ＜ １
３

Ｋ２ｃ ２ｃ ． （２２）

上述不等式与式（２０）联立可使结果得证．
定理 １的证明　 平面微分系统（９）在远离直线 ｕ ＝ － ｃ时是解析的．可以很容易地验证它满

足假设（Ｈ）， 其中
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　 　 Ａ（ｕ） ＝ ｃ
２

ｕ２ ＋ １
３

ｕ３， Ｂ（ｕ） ＝ ０， Ｃ（ｕ） ＝ １
２
（ｕ ＋ ｃ） ２， Ｋ（ｕ） ＝ （ｕ ＋ ｃ） ２ ．

通过观察可得，若 Ｂ ＝ ０， 则假设（Ｈ）表明对合 σ 由 Ａ ＝ Ａ 􀳱 σ 定义．在此情形，可很容易地得到

　 　 Ａ（ｕ） － Ａ（ ｚ） ＝ １
６
（ｕ － ｚ）Ｓ（ｕ，ｚ）， （２３）

其中

　 　 Ｓ（ｕ，ｚ） ＝ ２ｕ２ ＋ ３ｕｃ ＋ ２ｕｚ ＋ ３ｃｚ ＋ ２ｚ２ ． （２４）
从而可得

　 　 σ（ｕ） ＝ － １
２

ｕ － ３
４

ｃ ＋ １
４

９ｃ２ － １２ｕｃ － １２ｕ２ ． （２５）

由命题 ２， 将使用 Ｓ（ｕ，σ（ｕ）） ＝ ０．

图 ３　 系统（９）的周期轨道 γ ｕ

Ｆｉｇ． ３　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｒｂｉｔ γ ｕ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （９）

周期环的投影为 （ － ｃ，ｃ ／ ２）， 其中Ａ（ｃ ／ ２）＝ Ａ（ － ｃ） ．由命题 １ 和命题 ２ 可知， 必须使用 ｌ２，
因为 ｌ１ 不能提供什么有用的信息．可以验证

　 　 ｌ２（ｕ） ＝ ２ （７ｕ２ ＋ １５ｃｕ ＋ ９ｃ２）
３６（ｕ ＋ ｃ） ３ ． （２６）

从而 Ｌ（ｕ，ｌ２（ｕ）） ≡ ０， 其中

　 　 Ｌ（ｕ，ｙ） ＝ ３６（ｕ ＋ ｃ） ３ｙ － ２ （７ｕ２ ＋ １５ｃｕ ＋ ９ｃ２） ． （２７）
计算可得

　 　 Ｒｅｓｚ（Ｌ（ｕ，ｚ），Ｌ（ｙ，ｚ）） ＝ － ３６ ２ （ｕ － ｙ）Ｔ（ｕ，ｙ）， （２８）
其中

　 　 Ｔ（ｕ，ｙ） ＝ ７ｕ２ｙ２ ＋ １５ｃｙｕ２ ＋ １５ｃｙ２ｕ ＋ ９ｃ２ｕ２ ＋
　 　 　 　 ３３ｃ２ｕｙ ＋ ９ｃ２ｙ２ ＋ ２０ｃ３ｕ ＋ ２０ｃ３ｙ ＋ １２ｃ４ ． （２９）

最终

　 　 Ｒ（ｕ） ＝ Ｒｅｓｙ（Ｓ（ｕ，ｙ），Ｔ（ｕ，ｙ）） ＝ （ｕ ＋ ｃ） ２ｒ（ｕ）， （３０）
其中

　 　 ｒ（ｕ） ＝ １０８ｃ６ － １２ｃ５ｕ － ４５５ｃ４ｕ２ － ２６３ｃ３ｕ３ ＋ ５０１ｕ４ｃ２ ＋ ６１６ｕ５ｃ ＋ １９６ｕ６ ． （３１）
由 Ｓｔｕｒｍ 定理， 可以证明 ｒ（ｕ） 在（ － ｃ，０） 上的零点的数目为 ０．因此， 由命题 １， 可以断言

周期函数是单调的．另一方面， 由引理 １ 可得， 当 ｈ 趋近于 ｈｓ 时， ｌｉｍ Ｔ′（ｈ） ＝ － ∞ ． □
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４　 光滑周期波的波长与波高

在每一个周期内，光滑周期行波解都有唯一的最大值和最小值．最大值（波峰）和最小值（波
谷）之间的差称为波高，见图 ４，用 ａ 表示（在某些情况下这个量也称为振幅） ．设 ｕ 是微分方程

（１） 的光滑周期行波解，由第 ３节可知（ｕ， ｙ） ＝ （ｕ，ｕ′） 是平面微分系统（９） 的周期环 Ｐ内侧的

一个周期轨道，用 γ ｕ 表示．由于Ｈ是系统（９） 的首次积分，γ ｕ 由水平曲线Ｈ确定，能量水平用 ｈ
表示．此外，令式（９） 的中心在水平曲线 Ｈ ＝ ０ 内，并假设 Ｈ（Ｐ） ＝ （０， ｈｓ），则 ｈ ∈ （０， ｈｓ） ．

图 ４　 波长为 λ 和波高为 ａ 的光滑周期波

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｍｏｏｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈ
λ ａｎｄ ｗａｖｅ ｈｅｉｇｈｔ ａ

下面将研究周期波 ｕ 具有一个小的振幅时，讨
论周期函数的展开形式．也就是说， 波高 ａ ＝ ｕ１ － ｕ０

趋于 ０，其中 ｕ１ ＝ｍａｘ ｕ，ｕ０ ＝ｍｉｎ ｕ ．从而， 式（９） 关于

ｕ 的周期轨道完全包含在中心（０， ０）的一个小的邻

域内．受 Ｈｏｌｍ⁃Ｓｔａｌｅｙ ｂ 方程［２０］周期函数研究启发，回
顾一下周期函数的展开式：

　 　 Ｔ（ξ） ＝ Ｔ０ ＋ Ｔ２ｋρ ２ｋ ＋ Ｔ２ｋ＋１ρ ２ｋ＋１ ＋
　 　 　 　 Ｔ２ｋ＋２ρ ２ｋ＋２ ＋ …，

其中，正半高 ρ（ρ ＝ ｕ１） 是指中心（０， ０） 与周期轨道和 ｕ轴交点（ｕ１， ０） 之间的距离．这个级数

总有偶次项系数 Ｔ２ｋ（ ｋ ＝ １， ２，…），称为第 ｋ 个等时常数．也就是说 Ｔ２ｋ ＝ ０ 暗示着 Ｔ２ｋ＋１ ＝ ０．如
果所有的等时常数为 ０，则围绕中心的所有轨道有一个共同的周期 Ｔ０， 称中心为等时中心．

定理 ２　 若 ｃ ＞ ０， 则周期 Ｔ 具有以下展开式：

　 　 Ｔ ＝ ２ ｃπ １ － １
１２ｃ２

ρ ２ ＋ Ｏ（ρ ３）æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３２）

从而对于充分小的 ρ ＞ ０， 有 Ｔ０ ＝ ２ ｃπ， Ｔ′（ρ） ＜ ０，也就是说， 周期函数 Ｔ在 ρ ＝ ０ 的充分小

右邻域内是单调递减的．
证明　 取一个充分小的 ρ， 令 ρ ＝ ｕ１， 则

　 　 ｕ０ ＝ Φ（ρ） ＝ － ρ ＋ ｐ２ρ ２ ＋ ｐ３ρ ３ ＋ Ｏ（ρ ４） ． （３３）
由 Ｈ（ｕ０，０） ＝ Ｈ（ｕ１，０）， 可得

　 　 ｐ２ ＝ － ２
３ｃ

， ｐ３ ＝ － ４
９ｃ２

．

定义

　 　 Ｆ（ｕ） ＝ ２ｈ － ２Ａ（ｕ）
（ｕ ＋ ｃ） ２ ， （３４）

则式（１１）变为 ｙ２ ＝ Ｆ（ｕ）， 并且周期函数由以下式子确定：

　 　 Ｔ ＝ ２∫ｕ１
ｕ０

ｄｕ
Ｆ（ｕ）

． （３５）

在式（３５）中作变量变换

　 　 ｕ ＝
ｕ１ － ｕ０

２
ｚ ＋

ｕ１ ＋ ｕ０

２
， （３６）

可得

　 　 Ｔ ＝ ∫１
－１

（ｕ１ － ｕ０）ｄｚ

Ｆ（ ｚ，ρ）
， （３７）
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其中

　 　 Ｆ（ ｚ，ρ） ＝ Ｆ ρ － Φ（ρ）
２

ｚ ＋ ρ ＋ Φ（ρ）
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｆ（Ｍ） ． （３８）

条件 Ｆ（ｕ０） ＝ Ｆ（ｕ１） ＝ ０ 暗示了当 Ｍ ＝ ρ，Ｍ ＝ Φ（ρ） 时 Ｆ ＝ ０， 因此利用 Ｍ 的解析性， 可以重

写 Ｆ 为
　 　 Ｆ ＝ （Ｍ － ρ）（Φ（ρ） － Ｍ）（Ａ０ ＋ Ａ１Ｍ ＋ Ａ２Ｍ２ ＋ …） ＝

　 　 　 　 １
４
（ρ － Φ（ρ）） ２（１ － ｚ２）（Ａ０ ＋ Ａ１Ｍ ＋ Ａ２Ｍ２ ＋ …） ． （３９）

接下来， 利用式（３４）可得

　 　 Ｆ ＝ （Ｍ ＋ ｃ） －２ ｃρ ２ ＋ ２
３

ρ ３ － ｃＭ２ － ２
３

Ｍ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｃ －２ １ － ２Ｍ
ｃ

＋ ３Ｍ２

ｃ２
－ ４Ｍ３

ｃ３
＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃρ ２ ＋ ２

３
ρ ３ － ｃＭ２ － ２

３
Ｍ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４０）

比较 Ｍ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２） 的对应系数， 可以得到 Ａ ｊ 的下列公式：

　 　 － ρΦ Ａ０ ＝ ｃ －２ ｃρ ２ ＋ ２
３

ρ ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４１）

　 　 － ρΦＡ１ ＋ （Φ ＋ ρ）Ａ０ ＝ － ２ｃ －３ ｃρ ２ ＋ ２
３

ρ ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４２）

　 　 － ρΦＡ２ ＋ （Φ ＋ ρ）Ａ１ － Ａ０ ＝ ｃ －２ ３ｃ －２ ｃρ ２ ＋ ２
３

ρ ３æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４３）

计算得

　 　 Ａ０ ＝ ｃ －１ ＋ ｃ －１ｐ３ρ ２ ＋ Ｏ（ρ ３）， （４４）
　 　 Ａ１ ＝ － ２ｃ －２ － ｃ －１ｐ２ ＋ Ｏ（ρ ２）， （４５）

　 　 Ａ２ ＝ ｃ －１ｐ３ ＋ ４
３

ｃ －２ｐ２ ＋ ３ｃ －３ ＋ Ｏ（ρ） ． （４６）

另一方面， 由

　 　 Ｍ ＝ ρ － Φ（ρ）
２

ｚ ＋ ρ ＋ Φ（ρ）
２

可得

　 　 Ｍ ＝ １
２
（２ρ － ｐ２ρ ２ － ｐ３ρ ３） ｚ ＋ １

２
（ｐ２ρ ２ ＋ ｐ３ρ ３） ＋ Ｏ（ρ ４）， （４７）

　 　 Ｍ２ ＝ ρ ２（１ － ｐ２ρ） ｚ２ ＋ ρ ３ｐ２ｚ ＋ Ｏ（ρ ４） ． （４８）
从而， 通过直接计算， 可以得到表达式：

　 　 Ａ０ ＋ Ａ１Ｍ ＋ Ａ２Ｍ２ ＋ Ｏ（Ｍ３） ＝
　 　 　 　 ｃ －１（１ ＋ ａ１ｚρ ＋ （ｂ０ ＋ ｂ１ｚ ＋ ｂ２ｚ２）ρ ２ ＋ Ｏ（ρ ３））， （４９）

其中

　 　 ａ１ ＝ － ４
３ｃ

， ｂ０ ＝ ｐ３ － ２
３ｃ

ｐ２， ｂ１ ＝ ２
３ｃ

ｐ２， ｂ２ ＝ ５
３ｃ２

．

接着， 由模 ｚ 的奇次项， 可以得到
　 　 （１ ＋ ａ１ｚρ ＋ （ｂ０ ＋ ｂ１ｚ ＋ ｂ２ｚ２）ρ ２ ＋ …） －１ ／ ２ ＝

　 　 　 　 １ ＋ ３
８

ａ２
１ｚ２ － １

２
ｂ０ － １

２
ｂ２ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ ２ ＋ Ｏ（ρ ３） ． （５０）
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从而可以得到

　 　
ｕ１ － ｕ０

Ｆ（ ｚ，ρ）
＝ ２ ｃ·

１ ＋ （（３ ／ ８）ａ２
１ｚ２ － （１ ／ ２）ｂ０ － （１ ／ ２）ｂ２ｚ２）ρ ２ ＋ Ｏ（ρ ３）

１ － ｚ２
． （５１）

因此，由式（３７）得

　 　 Ｔ ＝ ２ ｃπ １ － １
１２ｃ２

ρ ２ ＋ Ｏ（ρ ３）æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５２）

□
下面的结果确立了方程（１）的光滑周期波解的波高和对应的周期轨道（９）的能量水平之

间的关系．
定理 ３　 假设式（３）的光滑周期行波解 ｕ 是非空的， 那么下列结论成立：
（ａ） 周期轨道 γ ｕ 的周期等于 ｕ 的波长．
（ｂ） 存在一个连续的函数 ｇ：（０，ｈｓ） → （０，ａＭ），对所有的 ｕ满足 ｇ（ｈ） ＝ ａ，其中 ａＭ ＝ ３ｃ ／ ２．此

外，ｇ 是单调递增的， 并且可以通过令 ｇ（０） ＝ ０， 将函数 ｇ 解析延拓到 ｈ ＝ ０．
证明　 结论（ａ）显然成立．结论（ｂ）证明的关键在于周期轨道 γ ｕ 在 ｕ轴上的投影长度为 ａ ．

为了便于计算， 设微分系统（９） 的中心在点（０， ０） ．令（ｕ０， ｕ１） 是周期环Ｐ在 ｕ轴上的投影．从
而对于所有的 ｕ ∈ （ｕ０，ｕ１） ＼ { ０ } 有 ｕ０ ＜ ０ ＜ ｕ１， Ａ′（ｕ） ≠ ０，而 Ａ′（０） ＝ ０， Ａ″（０） ≠ ０．在方

程（１０） 中， 令 Ｈ（ｕ０，０） ＝ Ｈ（ｕ１，０） ＝ ｈ， 可得

　 　 ｈ ＝ Ａ１（ｕ０） ＝ ｃ
２

ｕ２
０ ＋ １

３
ｕ３

０，　 　 ｕ０ ∈ （ － ｃ，０）， （５３）

　 　 ｈ ＝ Ａ２（ｕ１） ＝ ｃ
２

ｕ２
１ ＋ １

３
ｕ３

１，　 　 ｕ１ ∈ ０， １
２

ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５４）

显然， 函数 ｈ ＝ Ａ１（ｕ０） 和 ｈ ＝ Ａ２（ｕ１） 分别是单调递减和单调递增的．由逆函数定理可得， 存在

单调递减函数 ｕ０ ＝ Ａ －１
１ （ｈ） 和单调递增函数 ｕ１ ＝ Ａ －１

２ （ｈ） ．由于轨道 γ ｕ 相交于 ｕ轴上的点为（ｕ０，
０） 和（ｕ１，０）， 则 ｕ 轴上的投影长度为 ａ ＝ ｇ（ｈ） Ａ －１

２ （ｈ） － Ａ －１
１ （ｈ）， 容易得 ｇ 在（０， ｈｓ） 是单

调递增的连续函数， 设 ｇ（０） ＝ ０，可以解析延拓到 ｈ ＝ ０， 从而结论（ｂ）得证． □
结合定理 ２， 定理 ３ 和定理 １， 可以获得本文的主要结果．

（ａ） 定理 １ 对应的周期函数 Ｔ（ｈ） 的图形 （ｂ） 定理 ４ 对应的波长函数 λ（ａ） 的图形

（ａ） Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｔ（ｈ） （ｂ） Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ λ（ａ）
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅｏｒｅｍ ４

图 ５　 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的周期函数和波长函数曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ

定理 ４　 若 ｃ ＞ ０， 则周期波的波长 λ（ａ） 在区间（０，３ｃ ／ ２） 由 ２π ｃ 单调递减到 ６ ｃ ．
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结合定理 １ 和定理 ４， 可以得到如图 ５ 所示的周期函数 Ｔ（ｈ） 和波长函数 λ（ａ） 的图像．

５　 与 ＫｄＶ 方程和 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的比较

ＫｄＶ 方程

　 　 ｕｔ ＋ ｕｕｘ ＋ ｕｘｘｘ ＝ ０ （５５）
由 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 在 １８７７ 年首次提出， 后来， 在 １８９５ 年由荷兰数学家 Ｋｏｒｔｅｗｅｇ 和 ｄｅ Ｖｒｉｅｓ 进一步

完善， 该方程是表面水波传播的近似描述．令方程（５５）的行波解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ξ） ＝ ｕ（ｘ － ｃｔ）， （５６）
其中 ｃ 是速度， 将式（５６）代入式（５５）积分一次，得到一个二阶常微分方程：

　 　 ｕ″ ＋ １
２

ｕ２ － ｃｕ ＝ ０． （５７）

令 ｕ′ ＝ ｙ， 则方程（５７）等价于平面系统：

　 　

ｄｕ
ｄξ

＝ ｙ，

ｄｙ
ｄξ

＝ ｃｕ － １
２

ｕ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５８）

系统（５８）的首次积分为

　 　 Ｈ（ｕ，ｙ） ＝ １
２

ｙ２ － ｃ
２

ｕ２ ＋ １
６

ｕ３ ． （５９）

图 ６　 当 ｃ ＜ ０ 时， 系统（５８）的相图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５８） ｆｏｒ ｃ ＜ ０

若 ｃ ＜ ０， 则 Ｏ（０，０） 是系统（５８） 的中心，Ｐ（２ｃ，０） 是鞍点， 原点周围的周期环由系统

（５８） 的一个同宿轨道包围，相图如图 ６ 所示．Ｈ（ｕ，ｙ） ＝ ｈ 确定了系统（５８） 的周期轨道， 其中 ｈ
∈ （０， ｈｓ），ｈｓ ＝ － ２ｃ３ ／ ３．光滑周期波解可以写为以下 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）椭圆函数形式：

　 　 ｕ（ξ） ＝ β １ － （β １ － β ２）ｓｎ２ ３（β １ － β ３）
６

ξ，ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （６０）

其中

　 　 β １ ＞ ０ ＞ β ２ ＞ β ３， （β １ － ｕ）（ｕ － β ２）（ｕ － β ３） ＝ ６ｈ ＋ ３ｃｕ２ － ｕ３， ｋ２ ＝
β １ － β ２

β １ － β ３
．
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由于椭圆正弦函数 ｓｎ（）的基本周期为 ４Ｋ， 其中

　 　 Ｋ ＝ Ｋ（ｋ） ＝ ∫π ／ ２

０

ｄθ

１ － ｋ２ｓｉｎ２θ
（６１）

为第一类完全椭圆积分， 它满足周期行波解 ｕ（ξ） 在式（５７） 中有基本周期 Ｔ （或者波长 λ） ．
若 ｈ → ｈｓ 则 β ３ → ２ｃ ← β ２，ｋ → １， Ｋ（ｋ） →＋ ∞ ．因此 ｈ → ｈｓ 时，Ｔ →＋ ∞ ．

（ａ） ＫｄＶ 方程的周期函数 Ｔ（ｈ） 的图形 （ｂ） ＫｄＶ 方程的波长函数 λ（ａ） 的图形

（ａ） Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｔ（ｈ） （ｂ） Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ λ（ａ）
ｆｏｒ ｔｈｅ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ

图 ７　 ＫｄＶ 方程的周期函数和波长函数曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ

对于 ＫｄＶ 方程， 理论分析和数值模拟（参照图 ７）表明，周期函数 Ｔ（ｈ） 和波长函数 λ（ａ）

单调递增到无穷．然而， 对于 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程， 由定理 ４ 可知，波长 λ（ａ） 从 ２π ｃ 单调递减到

６ ｃ ．这表明对于固定波速 ｃ， Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程不存在任意小或任意大波长的光滑周期行波解．
Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ（ＣＨ）方程

　 　 ｕｔ ＋ ２ｋｕｘ － ｕｔｘｘ ＋ ３ｕｕｘ ＝ ２ｕｘｕｘｘ ＋ ｕｕｘｘｘ （６２）
描述了不可压缩流体的传播．Ｇｅｙｅｒ 和 Ｖｉｌｌａｄｅｌｐｒａｔ 在文献［１４］ 中表明 λ（ａ） 在某些特定的参

数下是单峰的， 即存在一个唯一的临界周期．然而， 对于 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程，本文的研究结果表

明波长函数 λ（ａ） 是单调递减的．

６　 总　 　 结

本文研究了 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的光滑周期行波解的波长与能量水平及波高的关系．通过变

量变换，Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程可以转化为一个平面多项式微分系统．利用动力系统的临界周期分支

方法研究这个多项式微分系统，最终获得了周期函数 Ｔ（ｈ） 或波长函数 λ（ａ） 的单调性质．此
外，给出了波长函数在零点附近的显式展开式，从而获得波长函数的更多信息．与 ＫｄＶ 方程比

较， 波长函数 λ（ａ） 单调递减到一个有限的数，而不是单调递增到无穷．结果表明， 对于固定

波速 ｃ， Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程不存在任意小或任意大波长的光滑周期行波解．利用波长函数的单调

性，结合微分算子的谱理论，有望获得 Ｖａｋｈｎｅｎｋｏ 方程的光滑周期行波解的轨道稳定性结果．
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