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摘要：　 讨论了一类具有两参数的非线性奇异摄动的燃烧模型．首先，利用摄动方法， 得到了燃烧

模型的外部解；其次，引入一个伸长变量， 构造了燃烧模型解的初始层的校正项； 然后， 利用多重

尺度方法和合成展开方法构造了模型解的边界层校正项， 并由此得到了原初始⁃边值问题的渐近

解；最后，利用微分不等式相关的理论证明了所得到的渐近解的一致有效性．用该文的求解方法简

单而可行．
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引　 　 言

非线性奇异摄动理论为学术界一个非常重视的问题，并已有很多行之有效的工作［１⁃８］ ．一
些非线性奇异摄动问题的近似解法已有了很深入的研究，譬如修正合成展开法、边界层内部层

法、积分平均法、 匹配渐近展开法和改进的多重尺度方法等．文献［９⁃１９］利用微分不等式理

论、不动点理论、变分迭代理论、泛函分析同伦映射方法等研究了有关的奇异摄动非线性问题．
本文研究具有两参数的奇异摄动燃烧问题模型．

燃烧问题在热力学、 流体动力学、 理论物理、 凝聚态物理学、 航空航天技术、 应用化学、
生态环境、 工程冶炼等学科中都有很重要的应用．今讨论如下一类两参数燃烧初始边值问题

模型［３］：

　 　 μ ｄｕ
ｄｔ

－ ε２Ｌｕ ＝ Ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ，ε，μ），　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ （０，Ｔ０） × ∂Ω， （１）

　 　 ｕ ＝ Ａ（ ｔ，ｘ，ε，μ），　 　 ｘ ∈ ∂Ω， （２）
　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ Ｂ（ｘ，ε，μ）， （３）

其中， ｕ为燃烧火焰密度函数，ｔ表示时间变量， Ｔ０ 是足够大的正常数， ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，，ｘ３） ∈Ω
－
⊂
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Ｒ３ 是三维空间变量， ∂Ω为燃烧问题有界区域Ω的二维光滑边界， ε，μ代表燃烧火焰的密度和

反应速度的扩散率， 设它们是正的小参数， Ｌ 表示在闭区域 Ω
－
上的一致椭圆型算子

　 　 Ｌ ≡ ∑
３

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉｊ

∂２

∂ｘｉ∂ｘ ｊ
， ∑

３

ｉ ＝ １
ｙｉｙ ｊ ≥ ∑

３

ｉ ＝ １
ｂｉｙ２

ｉ ，　 　 ｙｉ ∈ Ｒ， ｂｉ ＞ ０ （ ｉ ＝ １，２，３），

而 Ａ 和 Ｂ 为燃烧火焰密度的边界及初始状态， 非线性函数 Ｆ 为燃烧火焰的燃料和氧化物的密

度和位置在所讨论的区域范围内非线性交互情况的扰动函数．本文是涉及具有微扰燃烧火焰

密度的速率情形下燃烧密度的反应扩散初始边值问题（１） ～ （３）的渐近解及其相关性态．设：

Ｈ１ 两小参数 ε，μ 满足ｌｉｍ
μ→０

ε ２

μ
＝ ０；

Ｈ２ Ａ， Ｂ 和 Ｆ 在对应的自变量变化范围内为充分光滑的有界函数；
Ｈ３ Ｆｕ ≤－ δ ＜ ０， 其中 δ 为正常数．

１　 燃烧问题外部解

由假设， 燃烧问题（１） ～ （３）的退化方程

　 　 Ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ，０，０） ＝ ０
有解 Ｕ００（ ｔ，ｘ） ．现在来构造燃烧模型初始边值问题（１） ～ （３）的外部解 Ｕ（ ｔ，ε，μ） ．设

　 　 Ｕ（ ｔ，ε，ｘ，μ） ＝ ∑
¥

ｉ， ｊ ＝ ０
Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）ε ｉμ ｊ ． （４）

将式（４）代入燃烧方程（１）， 并按 ε，μ 的幂展开扰动函数 Ｆ，且合并方程中 ε ｉμ ｊ 的同次幂

项， 并令对应的各项系数为 ０， 可依次得到

　 　 Ｆｕ（ ｔ，ｘ，０，０）Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ） ＝ ∂
∂ｔ

Ｕｉ（ ｊ －１）（ ｔ，ｘ） － ＬＵ（ ｉ －２） ｊ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｆ
－

ｉｊ，

ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０， （５）

其中 Ｆ
－

ｉｊ 为逐次已知的函数．由式（５）得

　 　 Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ） ＝ １
Ｆｕ（ ｔ，ｘ，０，０）

∂
∂ｔ

Ｕｉ（ ｊ －１）（ ｔ，ｘ） － ＬＵ（ ｉ －２） ｊ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｆ
－

ｉｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０． （６）
于是， 将 Ｕ００（ ｔ，ｘ） 及式（６） 表示的 Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…；ｉ ＋ ｊ≠０） 代入式（４）， 便得到

了燃烧模型初始边值问题（１） ～ （３）的外部解 Ｕ（ ｔ，ε，ｘ，μ） ．但是， 它未必满足初始条件和边界

条件（２） 和（３）， 所以我们还需构造在 ｔ ＝ ０附近的初始层校正项 Ｖ以及在 ∂Ω邻域的边界层校

正项 Ｗ ．

２　 燃烧模型初始层校正项

今构造燃烧模型在初始时刻 ｔ ＝ ０ 附近的初始层校正项 Ｖ ．作伸长变量［１⁃２］：

　 　 τ ＝ ｔ
μ
， （７）

并假设

　 　 ｕ ＝ Ｕ ＋ Ｖ ． （８）
由式（７）、（８）， 燃烧模型的方程（１）和初始条件（３）分别为
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　 　 ｄＶ
ｄτ

＝ ε ２ＬＶ ＋ Ｆ（μτ，ｘ，Ｕ ＋ Ｖ，ε，μ） － Ｆ（μτ，ｘ，Ｕ，ε，μ）， （９）

　 　 Ｖ τ ＝ ０ ＝ Ｂ（ｘ，ε，μ） － Ｕ ｔ ＝ ０ ． （１０）
再令

　 　 Ｖ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
ｖｉｊ（τ，ｘ）ε ｉμ ｊ ． （１１）

将式（１１）代入方程（９）和初始条件（１０）， 并且按 ε，μ 的幂展开相应的非线性项，且合并方程

中 ε ｉμ ｊ 的同次幂项， 并令对应的各项系数为 ０， 依次地有

　 　
ｄｖ００
ｄτ

＝ Ｆ（０，ｘ，Ｕ００ ＋ ｖ００，０，０） － Ｆ（０，ｘ，Ｕ００，０，０）， （１２）

　 　 ｖ００ τ ＝ ０ ＝ Ｂ（ｘ，０，０） － Ｕ００ ｔ ＝ ０， （１３）

　 　
ｄｖｉｊ
ｄτ

＝ Ｆｕ（０，ｘ，Ｕ００，０，０）ｖｉｊ ＋ Ｇ ｉｊ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０， （１４）

　 　 ｖｉｊ τ ＝ ０ ＝ Ｂ ｉｊ － Ｕｉｊ ｔ ＝ ０，　 　 ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０， （１５）
其中 Ｇ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０） 为已知函数， 它们的表示式从略， 而

　 　 Ｂ ｉｊ ＝
１

ｉ！ ｊ！
∂ｉ ＋ｊＢ
∂ε ｉ∂μ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ μ ＝ ０
．

由假设， 我们可以依次得到初始问题（１２）、（１３）和（１４）、（１５）的解 ｖｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…）， 并

具有如下性态：

　 　 ｖｉｊ ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － δ ｉｊτ）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － δ ｉｊ
ｔ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ μ ≪ １； ｉ， ｊ ＝ ０，１，…， （１６）

这里 δ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 为正常数．
将得到的解 ｖｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 代入式（１１），便得到了燃烧模型的初始边值问题（１） ～ （３）

的解在初始时刻 ｔ ＝ ０ 附近的初始层校正项 Ｖ ．

３　 燃烧模型边界层校正项

作伸长变量［１⁃２］：

　 　 ξ ｉ ＝
ｘｉ

ε
，　 　 ｉ ＝ １，２，３．

这时燃烧问题的方程（１）为

　 　 ｄｕ
ｄτ

－ Ｌ
－
ｕ ＝ Ｆ， （１７）

式中

　 　 Ｌ
－
＝ ∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉｊ

∂２

∂ξ ｉ∂ξ ｊ
．

然后在边界 ∂Ω 的邻域中建立一个非奇局部坐标系（ ｒ，θ，ϕ）， 在 ∂Ω 邻域的任一点 Ｑ 的坐标作

如下定义： 坐标 ｒ（≤ ｒ０） 为从 Ｑ 到边界 ∂Ω 的距离， 这里 ｒ０ 为足够小的正常数， 使得在 ∂Ω 的

邻域 Ωｒ０ 中在边界 ∂Ω的每一点的内法线互不相交．（θ，ϕ） 为在 ∂Ω的邻域 Ωｒ０ 上的一个二维流

形 ∂Ω ｒ－（０≤ ｒ－ ≤ ｒ０） 的非奇坐标系， 使点Ｑ的坐标（θ，ϕ） 就是点 Ｐ的坐标（θ，ϕ）， 这里点 Ｐ是

通过点 Ｑ 的内法线到边界 ∂Ω 的交点．这时在 ∂Ω 的邻域 Ωｒ０ 上有
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　 　 Ｌ
－
＝ ａ－ ３３

∂２

∂ｒ２
＋ ａ－ ３２

∂２

∂ｒ∂θ
＋ ａ－ ３１

∂２

∂ｒ∂ϕ
＋ ａ－ ２２

∂２

∂θ ２
＋ ａ－ ２１

∂２

∂θ∂ϕ
＋

　 　 　 　 ａ－ １１
∂２

∂ϕ２
＋ ｂ

－
３
∂
∂ｒ

＋ ｂ
－
２

∂
∂θ

＋ ｂ
－
１

∂
∂ϕ

， （１８）

而 ａ－ ３３ ＞ ０， ａ－ ｉｊ， ｂ
－
ｉ（ ｉ， ｊ ＝ １， ２， ３； ｉ ＋ ｊ ≠ ０） 的结构从略．今在 ∂Ω 的邻域 Ωｒ０ 上作多重尺度变

量［１⁃２］：

　 　 σ ＝ ｈ（ ｒ，θ，ϕ）
ε

，　 　 ｒ ＝ ｒ， θ ＝ θ， ϕ ＝ ϕ，

其中 ｈ（ ｒ，θ，ϕ） 为待定函数， 它将在下面决定．为了书写方便， 以下仍用（ ｒ，θ，ϕ） 来表示（ ｒ，θ，
ϕ） ．由式（１８），有

　 　 Ｌ
－
＝ １
ε ２ Ｋ０ ＋ １

ε
Ｋ１ ＋ Ｋ２， （１９）

这里 Ｋ０ ＝ ａ－ ３３ｈ２
ｒ（∂２ ／ ∂σ ２）， 而 Ｋ１，Ｋ２ 的表示在此从略．

为了构造燃烧问题（１） ～ （３）的解的边界层校正项 Ｗ， 由式（１８）和（１９）， 令

　 　 ｈ（ ｒ，θ，ϕ） ＝ ∫ｒ
０

１

ａ－ ３３（ ｒ１，θ，ϕ）
ｄｒ１，

且设燃烧问题（１） ～ （３）的解 ｕ 为

　 　 ｕ ＝ Ｕ ＋ Ｖ ＋ Ｗ ． （２０）
将式（２０）代入问题（１） ～ （３），便有

　 　 ∂Ｗ
∂τ

－ Ｌ
－
Ｗ ＝－ ∂（Ｕ ＋ Ｖ）

∂τ
＋ Ｌ

－
（Ｕ ＋ Ｖ） ＋

　 　 　 　 ［Ｆ（μτ，ｒ，θ，ϕ，Ｕ ＋ Ｖ ＋ Ｗ，ε，μ） － Ｆ（μτ，ｒ，θ，ϕ，Ｕ ＋ Ｖ，ε，μ）］， （２１）
　 　 Ｗ ＝ Ａ（μτ，ｘ，ε，μ） － Ｕ － Ｖ，　 　 ｘ ∈ ∂Ω， （２２）
　 　 Ｗ ＝－ Ｕ， τ ＝ ０． （２３）

并设

　 　 Ｗ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
ｗ ｉｊ（τ，ｒ，θ，ϕ）ε ｉμ ｋ ． （２４）

将式（１９）、（２４）代入式（２０） ～ （２２），按 ε，μ展开相应的非线性项，且令 ε ｉμ ｊ 同次幂项的系数相

等．按多重尺度法［１⁃２］得到

　 　
∂ｗ００

∂τ
－

∂２ｗ００

∂σ ２
＝

　 　 　 　 Ｆ（０，ｒ，θ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００ ＋ ｗ００，０，０） － Ｆ（０，ｒ，θ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００，０，０）， （２５）
　 　 ｗ００ ＝ Ａ（０，ｘ，０，０） － Ｕ００（０，ｘ） － ｖ００（０，ｘ），　 　 ｘ ∈ ∂Ω， （２６）
　 　 ｗ００ ＝ － Ｕ００，　 　 τ ＝ ０， （２７）

　 　
∂ｗ ｉｊ

∂τ
－

∂２ｗ ｉｊ

∂σ ２
＝ Ｆ ｉｊ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０， （２８）

　 　 ｗ ｉｊ ＝ Ａｉｊ － Ｕｉｊ（０，ｘ） － ｖｉｊ（０，ｘ），　 　 ｘ ∈ ∂Ω； ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０， （２９）
　 　 ｗ ｉｊ ＝ － Ｕｉｊ，　 　 τ ＝ ０； ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０， （３０）

这里 Ｆ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０） 为逐次已知的函数， 它们的表示式在此从略， 且

４９６ 史　 　 娟　 　 荣　 　 　 莫　 　 嘉　 　 琪



　 　 Ａｉｊ ＝
１

ｉ！ ｊ！
∂ｉ ＋ｊＡ
∂ε ｉ∂μ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ μ ＝ ０
．

由假设 Ｈ１～Ｈ３，可以看出燃烧模型初始边值问题（２５） ～ （２７）和（２８） ～ （３０）依次可得到

解 ｗ ｊｋ（ ｊ，ｋ ＝ ０，１，…），且在边界 ∂Ω 附近满足性态

　 　 ｗ ｉｊ ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － δ－ ｉｊσ）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － δ－ ｉｊ
ｒ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ ε， μ ≪ １， （３１）

其中 δ－ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，２，…） 为正常数．设 ｗ－ ｉｊ ＝ ψｗ ｉｊ， 这里 ψ（ ｒ） 为一个充分光滑的函数， 且满足

　 　 ψ（ ｒ） ＝
１，　 　 ０ ≤ ｒ ≤ １

３
ｒ０，

０，　 　 ２
３

ｒ０ ≤ ｒ ≤ ｒ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

下面仍将 ｗ－ ｉｊ 用 ｗ ｉｊ 表示．我们便构造了燃烧问题的边界层校正项 Ｗ 的展开式（２４）．于是由式

（４）、（１１）、（２４）和（２０）， 我们有原两参数燃烧模型初始边值问题（１） ～ （３）解的形式渐近表

示式：

　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
（Ｕｉｊ ＋ ｖｉｊ ＋ ｗ ｊｋ）ε ｉμ ｊ，　 　 ０ ＜ ε， μ ≪ １． （３２）

４　 渐近解的一致有效性

定理　 在假设 Ｈ１～Ｈ３ 下， 两参数奇异摄动燃烧模型初始边值问题（１） ～ （３）存在一个解

ｕ， 且在（ ｔ，ｘ） ∈ ［０，Ｔ０］ × Ω
－
上关于 ε，μ 具有形如式（３２）的一致有效的渐近展开式．

证明　 构造辅助函数 α 和 β：
　 　 α ＝ Ｚｍｎ － κζ， β ＝ Ｚｍｎ ＋ κζ， （３３）

这里 κ 为适当大的正常数，它将在下面选取，ζ ＝ ｍａｘ（εｍμ ｎ，ε ｎμｍ）， 且

　 　 Ｚｍｎ ≡ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
（Ｕｉｊ ＋ ｖｉｊ ＋ ｗ ｉｊ）ε ｉμ ｊ ．

显然

　 　 α ≤ β，　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ ［０，Ｔ０］ × Ω
－
， （３４）

　 　 α ｘ∈∂Ω≤ Ａ（ ｔ，ｘ，ε，μ） ｘ∈∂Ω≤ β ｘ∈∂Ω， α ｔ ＝ ０≤ Ｂ（ｘ，ε，μ） ≤ β ｔ ＝ ０ ． （３５）
现证

　 　 μα ｔ － ε ２Ｌα － Ｆ（ ｔ，ｘ，α，ε，μ） ≤ ０，　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ （０，Ｔ０） × Ω， （３６）
　 　 μβ ｔ － ε ２Ｌβ － Ｆ（ ｔ，ｘ，β，ε，μ） ≥ ０， （ ｔ，ｘ） ∈ （０，Ｔ０） × Ω ． （３７）

可分如下 ３ 种情形来证明上述两个不等式：
􀃠 ０ ≤ ｒ ≤ （１ ／ ３） ｒ０；
􀃡 （１ ／ ３） ｒ０ ＜ ｒ ＜ （２ ／ ３） ｒ０；
􀃢 （２ ／ ３） ｒ０ ≤ ｒ ≤ ｒ０ ．

但下面只推算情形􀃠，而情形􀃡和􀃢类似可证．
对于 ε，μ 足够小， 由假设有正常数 Ｃ， 使得

　 　 μα ｔ － ε ２Ｌα － Ｆ（ ｔ，ｘ，α，ε，μ） ＝

　 　 　 　 μ
∂Ｚｎｍ

∂ｔ
－ ε ２ＬＺｍｎ － Ｆ（ ｔ，ｘ，Ｚｍｎ，ε，μ） ＋
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　 　 　 　 ［Ｆ（ ｔ，ｘ，Ｚｍｎ，ε，μ） － Ｆ（ ｔ，ｘ，Ｚｍｎ － κζ）］ ≤

　 　 　 　 － Ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ，０，０） ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ｉ ＋ｊ ＞ ０

[ － Ｆｕ（ ｔ，ｘ，０，０）Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 　 　 ∂
∂ｔ

Ｕｉ（ ｊ －１）（ ｔ，ｘ） ＋ ＬＵ（ ｉ －２） ｊ（ ｔ，ｘ） － Ｆ
－

ｉｊ ]ε ｉμ ｊ ＝

　 　 　 　
ｄｖ００
ｄτ

－ Ｆ（０，ｘ，Ｕ００ ＋ ｖ００，０，０） ＋ Ｆ（０，ｘ，Ｕ００，０，０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ｉ ＋ｊ ＞ ０

ｄｖｉｊ
ｄτ

－ Ｆｕ（０，ｘ，Ｕ００，０，０）ｖｉｊ － Ｇ ｉｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ε

ｉμ ｊ ＋
∂ｗ００

∂τ
－

∂２ｗ００

∂σ ２
－

　 　 　 　 Ｆ（０，ｒ，θ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００ ＋ ｗ００，０，０） ＋ Ｆ（０，ｒ，θ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００，０，０） －

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ｉ ＋ｊ ＞ ０

∂ｗ ｉｊ

∂τ
－

∂２ｗ ｉｊ

∂σ ２
－ Ｆ ｉｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ε ｉμ ｊ － κδζ ＋ Ｍζ ＝ － （κδ － Ｃ）ζ ．

取 κ ≥ Ｃ ／ δ， 于是不等式（３６）成立．同理可证不等式（３７）也成立．由不等式（３４） ～ （３７）和微分

不等式理论［３］， 两参数奇异摄动燃烧模型初始边值问题（１） ～ （３）有一个解 ｕ， 且 α ≤ ｕ ≤ β，

（ ｔ，ｘ） ∈ ［０，Ｔ０］ × Ω
－
成立．再由式（３３）， 我们便得到

　 　 ｕ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
（Ｕｉｊ ＋ ｖｉｊ ＋ ｗ ｉｊ）ε ｉμ ｊ ＋ Ｏ（ζ），　 　 ０ ＜ ε， μ ≪ １．

其中 ζ ＝ ｍａｘ（εｍμ ｎ，ε ｎμｍ） ．定理证毕．

５　 结　 　 论

奇异摄动广泛地出现在力学、物理、生态环境和工程等学科中．本文是研究一类具有两参

数的非线性燃烧问题， 利用奇异摄动方法和微分不等式理论得到了问题的渐近解析解．
燃烧问题在热力学、流体动力学、反应扩散、航天技术、工程冶炼等问题中都有很重要的应

用．奇异摄动方法是一个近似解析解法．它不同于简单的数值模拟求解方法， 由其得到解的近

似表示式，可继续进行微分、积分等解析运算， 从而可继续对相应问题的定性和定量方面的研

究．在本文中利用了微分不等式理论证明了渐近解的一致有效性，得到了近似解的精度估计，
证实了本文求解方法的可行性．
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