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摘要：　 传统动力设备的隔振，往往仅着眼于设备本身的振动抑制，而将其连接基础视为绝对刚

性，忽略其振动．考虑“设备⁃隔振器⁃薄板基础”为复合隔振体系，设备通过 ４ 点安置在薄板上；并基

于机械四端连接特性，推导了力的传递率．随后，在固支薄板振动分析的基础上，引入功率流理论，
提出了多目标优化策略：使多点安置的设备隔振体系输入薄板的峰值功率流最小；与此同时，使动

力设备尽可能地趋于均匀振动，以降低设备振动损害．多目标粒子群优化算法具有参数设置少，收
敛快，优化能力强等优点，且可基于 Ｐａｒｅｔｏ 支配获得最优解．该研究将设备隔振、薄板振动、功率流

传递以及智能多目标优化技术结合，固支薄板振动理论作为切入点为优化策略创造了有利条件．多
目标粒子群优化算法的应用亦为工程隔振及振动控制提供了新思路．

关　 键　 词：　 复合隔振体系；　 功率流；　 多目标粒子群优化

中图分类号：　 ＴＵ１１２．４＋ １； Ｏ３２８　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３６０２３８

引　 　 言

随着现代工业的快速发展，大型动力设备的应用也愈来愈广泛．这些设备包括锻压、回转、
往复以及冲击设备等，它们在迅速推动科技发展的同时，产生的有害振动也日趋严重，如果不

加以控制，将会对设备本身、附属结构甚至临近建筑造成严重影响．
主动隔振体系［１］是研究动力设备隔振的主要方法，已在工程中广泛应用，其隔振性能与

参数设计关系密切．文献［２］将遗传算法与最大熵法结合，提出了一种隔振参数优化设计的混

合方法；文献［３］阐述了动力悬置隔振体系参数优化设计的一般方法．
传统隔振设计假定基础绝对刚性，不考虑其参与振动，然而，当外激励为高频时，将无法达

到很好的隔振效果，甚至使隔振性能恶化．所以，必须考虑动力设备引起基础参与振动的情况．
薄板是动力设备常见的基础形式，考虑到解析计算的简便性，一般假定为简支．然而，固支薄板
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的应用也非常广泛，不可忽视，如工业建筑的楼板等．Ａｍａｂｉｌｉ 等［４］ 对固支薄板基础进行了简谐

集中作用力下的大振幅强迫振动研究．文献［５］利用准 Ｇｒｅｅｎ（格林）函数法解决了固支薄板的

自由振动问题．Ａｒｅｎａｓ［６］利用虚功原理，推导了固支薄板振动的一般形式，其解结构简便，不需

联立方程求解，计算快速，克服了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法等其他复杂方法中的对称特征值问题，且易

于编程．
研究连续结构（如梁、板或组合结构）上点与点间的振动传输时，当单靠传递函数不足以

提供准确的信息以确定传递路径时，则需要考虑更有效的措施．近年来，国内外学者们开始致

力于功率流的研究，它的主要优点是可以同时考虑传递至结构上的力和速度［７］ ． Ｇｏｙｄｅｒ 和

Ｗｈｉｔｅ［８⁃１０］首次研究了动力设备及其基础的功率流传递机理，并获得了力和力矩作用下梁和板

的功率流特性．为了研究多点激励下功率流传递机理，文献［１１］提出了有效导纳和总有效导纳

的概念．文献［１２］利用微分进化算法对电力功率流传递进行了多目标优化研究．
作为新型的群智能算法———粒子群优化（ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ＰＳＯ）算法［１３］自 １９９５

年提出以来，就因其简单、易实现、收敛快、可调参数少等优点得到了广泛应用．Ｓｈｉ 等［１４］ 提出

了惯性权重的线性变化策略，以改进 ＰＳＯ 算法的收敛特性．Ｃｏｅｌｌｏ 等［１５］ 首次提出多目标粒子

群优化（ｍｕｌｔｉ⁃ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ＰＳＯ， ＭＯＰＳＯ）算法，掀开了多目标优化问题的新篇章．
本文将薄板结构和动力设备隔振体系考虑为复合体系，基于机械四端连接特性和功率流

理论，推导了复合体系的传递功率流，并提出了一组多目标优化问题：减小传递至薄板的峰值

功率流，以降低薄板振动；此外，尽可能使动力设备的振动趋于均匀．考虑该多目标问题，可实

现动力设备对基础扰动的抑制以及对设备振动保护的兼顾，对于实际工程具有一定的指导意

义．ＭＯＰＳＯ 的提出有效地解决了传统 ＰＳＯ 只能解决单目标优化问题的不足，本文将该技术引

入，旨在解决提出的多目标优化问题．

１　 多目标粒子群优化算法

粒子群优化算法模型中，每一个粒子的自身状态都由一组位置和速度向量描述，分别表示

问题的可行解和它在搜索空间中的运动方向．粒子通过不断更新群体最优解和邻居最优解，从
而实现全局最优化．粒子的速度和位置更新方程是 ＰＳＯ 的核心：

　 　 ｖｉｊ ＝ ｗｖｉｊ（ ｔ） ＋ ｂ１ｒ１［ｐｂｅｓｔ ｉｊ（ ｔ） － ｘｉｊ（ ｔ）］ ＋ ｂ２ｒ２［ｇｂｅｓｔ ｉｊ（ ｔ） － ｘｉｊ（ ｔ）］， （１）
　 　 ｘｉｊ（ ｔ ＋ １） ＝ ｘｉｊ（ ｔ） ＋ ｖｉｊ（ ｔ ＋ １）， （２）

其中 ｉ表示第 ｉ个粒子， ｊ表示粒子的第 ｊ维，ｖｉｊ（ ｔ） 表示粒子 ｉ在进化到 ｔ代时的第 ｊ维飞行速度

分量，ｘｉｊ（ ｔ） 表示粒子 ｉ进化到 ｔ代时的第 ｊ维位置分量，ｐｂｅｓｔ ｉｊ（ ｔ） 表示粒子 ｉ在进化到 ｔ代时的第

ｊ 维个体最优位置 ｐｂｅｓｔ ｉ 分量，ｇｂｅｓｔ ｊ（ ｔ） 表示 ｔ 代时整个粒子群的最优位置 ｇｂｅｓｔ 的第 ｊ 维分量，ｂ１，
ｂ２ 为加速因子或称学习因子，ｒ１，ｒ２ 为［０，１］ 间的随机数，ｗ 为惯性权重系数．

多目标粒子群优化算法的主要计算步骤如下：
１） 初始化粒子群，计算各粒子的目标函数向量，并将非支配解加入到外部档案之中；
２） 初始化粒子群的局部最优解 ｐｂｅｓｔ 和全局最优解 ｇｂｅｓｔ；
３） 在搜索空间，通过式（１）、（２）不断调整粒子的飞行速度和位置，形成新的 ｐｂｅｓｔ 解；
４） 根据新的非支配解维护外部档案， 并为每个粒子选取 ｇｂｅｓｔ 解 （以外部档案决定全局最

优解）；
５） 是否达到最大迭代次数，是则停止计算，并输出 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集．
多目标粒子群优化算法与单目标粒子群优化算法的主要区别就是最优解的选取方式及外
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部档案的设定和更新．需要着重指出的是关于最优解的选取问题：对于多目标优化，直接计算

会存在一组等价的最优解集，很难从每一次迭代中确定某个最优解．解决该问题最直接的方法

就是利用 Ｐａｒｅｔｏ 支配，考虑档案中的所有非支配解，并从中确定一个“主导者”，通常采用密度

测量的方法来确定最优解．本文将采用基于粒子最近邻拥挤程度评判的最近邻密度估计方

法［１６］，当然还有其他类似的方法，如核密度估计法等［１７］ ．最近邻密度估计法即是通过测量相邻

粒子作为顶点构成的长方形周长以确定拥挤程度，周长愈长表明个体分布的密度愈低，则适应

性愈好，如图 １ 示意．

图 １　 最近邻密度估计法示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

２　 振动功率流

２．１　 单点谐激励作用下的功率流

设结构上作用力为 Ｆ（ ｔ） ＝ Ｆｅｉωｔ，引起作用点处的速度为 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖｅｉωｔ，则输入该体系的瞬

时功率为 Ｐ ＝ Ｆ（ ｔ）·Ｖ（ ｔ） ．对于时间周期 Ｔ， 振动功率流可表示为

　 　 Ｐ ＝ ｌｉｍ
Ｔ→∞
∫Ｔ

０
Ｆ（ ｔ）Ｖ（ ｔ）ｄｔ ． （３）

将式（３）改写为

　 　 Ｐ ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｒｅ（Ｆｅｊωｔ）Ｒｅ（Ｖｅｊωｔ）ｄｔ， （４）

其中， Ｆ 和 Ｖ 为复向量．式（４）可简化为

　 　 Ｐ ＝ １
２

Ｒｅ（ＦＶ∗） ＝ １
２

Ｒｅ（Ｆ∗Ｖ）， （５）

其中，∗表示共轭，式（５）即为传递至结构的功率流．
２．２　 多点谐激励作用下的功率流

当有多个力作用在结构上时，因功率流为标量，故而输入结构的总功率流应等于所有点输

入功率流的和．即有 ｎ 个力 Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｎ 作用在结构上，作用点处的速度响应为 Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｎ ，
则输入功率流为

　 　 Ｐ ＝ １
２

Ｒｅ（ＦＨＶ）， （６）

Ｈ 表示矩阵的共轭转置．考虑到功率流的变化范围很大，在此引入“功率级” ［１８］的概念，它可将
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功率流等效表示为

　 　 ＰＬ ＝ １０ × ｌｇ（Ｐ ／ １０ －１２）， ｄＢ ． （７）

３　 固支薄板振动的数值模拟

Ａｒｅｎａｓ 基于虚功原理，推导了固支薄板在简谐激励荷载作用下位移解的一般形式［６］：

　 　 Ｘ（ｘ，ｙ） ＝ Ｆ０∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

Ψｍｎ（ｘ，ｙ）Ψ（ｘ′，ｙ′）
Ｂ（ Ｉ１Ｉ２ ＋ ２Ｉ３Ｉ４ ＋ Ｉ５Ｉ６） － ρ ｓω ２Ｉ２Ｉ６

， （８）

其中， Ｆ０ 为荷载振幅；Ｂ ＝ Ｅｈ３ ／ ［１２（１ － υ ２）］ 为薄板的弯曲刚度；Ｅ 为弹性模量；υ 为

Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比；ρ ｓ ＝ ρｈ为薄板的面密度，ρ 为体密度；（ｘ，ｙ） 为薄板平面上任一离散点；（ｘ′，
ｙ′） 为荷载作用点．

振型函数 Ψｍｎ（ｘ，ｙ） 表达形式为

　 　 Ψｍｎ（ｘ，ｙ） ＝ θｍ（ｘ）ξ ｎ（ｙ）， （９）

　 　 θｍ（ｘ） ＝ Ｊ
βｍｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｊ（βｍ）
Ｈ（βｍ）

Ｈ
βｍｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ξ ｎ（ｙ） ＝ Ｊ

β ｎｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｊ（β ｎ）
Ｈ（β ｎ）

Ｈ
β ｎｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｊ（·） ＝ ｃｏｓｈ（·） － ｃｏｓ（·）， Ｈ（·） ＝ ｓｉｎｈ（·） － ｓｉｎ（·），
且 β ｉ 为方程 ｃｏｓｈ（β）ｃｏｓ（β） ＝ １ 的根；

　 　 Ｉ２Ｉ６ ＝ ａｂ
βｍβ ｎ

ＬｍＬｎ； Ｉ３Ｉ４ ＝
βｍβ ｎ

ａｂ
ＲｍＲｎ； Ｉ１ ＝ Ｉ６

βｍ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

； Ｉ５ ＝ Ｉ２
β ｎ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

；

　 　 Ｌｉ ＝
（１ ＋ Ｄ２

ｉ ）ｓｉｎｈ（２β ｉ）
４

＋ ｓｉｎｈ（β ｉ）［２Ｄｉｓｉｎ（β ｉ） － （１ － Ｄ２
ｉ ）ｃｏｓ（β ｉ）］ －

　 　 　 　 （１ ＋ Ｄ２
ｉ ）ｓｉｎ（β ｉ）ｃｏｓｈ（β ｉ） ＋ （１ － Ｄ２

ｉ ）ｓｉｎ（β ｉ）ｃｏｓ（β ｉ） ＋ β ｉ －

　 　 　 　
Ｄｉ［１ ＋ ｃｏｓｈ（２β ｉ）］

２
＋ Ｄｉｃｏｓ２（β ｉ）；

　 　 Ｒ ｉ ＝
（１ ＋ Ｄｉ） ２ｓｉｎｈ（２β ｉ）

４
－
Ｄｉｃｏｓｈ（２β ｉ）

２
－

（１ － Ｄ２
ｉ ）ｓｉｎ（β ｉ）ｃｏｓ（β ｉ）

２
－

　 　 　 　 Ｄｉ ｃｏｓ２（β ｉ） － Ｄ２
ｉ β ｉ ＋

３Ｄｉ

２
；

　 　 Ｄｉ ＝
Ｊ（β ｉ）
Ｈ（β ｉ）

；

ｍ，ｎ 为模态数，其取值一般不必取太高值．对于式（８）和（９）中的无穷项级数，实际工程中，往
往仅取有限项，本文取 ｍ，ｎ ＝ １，２，…，６．固支薄板的自振频率为

　 　 ωｍｎ ＝ Ｂ
ρ ｓ

βｍ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋
β ｎ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋ ２
βｍβ ｎ

ａｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ＲｍＲｎ

ＬｍＬｎ
． （１０）

多点激励（振幅分别为 Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ 的作用力，作用点坐标为（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｋ，
ｙｋ）） 下薄板振动的总位移为

　 　 Ｘ（ｘ，ｙ） ＝ １
ρ ｓａｂ

∑
ｋ

ｉ ＝ １
∑

６

ｍ ＝ １
∑

６

ｎ ＝ １

Ψｍｎ（ｘ，ｙ）Ψｍｎ（ｘ′，ｙ′）
γ（ω ２

ｍｎ － ω ２）
， （１１）

其中
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　 　 γ ＝ １
ａｂ∫

ｂ

０
∫ａ

０
Ψ２

ｍｎ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ．

定义对角阵 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ）， 则板上任一点在某时刻的速度响应为

　 　 Ｖ（ｘ，ｙ，ω，ｔ） ＝ ω
２πκ

ｔｒａｃｅ（ＦＶＴΩＰ）ｅｘｐ ωｔ ＋ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

其中， κ ＝ ２πρ ｓａｂγ，Ｖ 是 ｍ × ｋ 矩阵， Ｐ 是 ｎ × ｋ 矩阵，Ω 是 ｍ × ｎ 矩阵，且
　 　 Ｖｍｋ ＝ θｍ（ｘ）θｍ（ｘｋ）， ＰＮｋ ＝ ζ ｎ（ｘ）ζ ｎ（ｘｋ）， Ωｍｎ ＝ ４π ２ ／ （ω ２

ｍｎ － ω ２） ． （１３）
上述固支薄板振动的计算方法，快捷、简便、易于编程，为与动力设备隔振体系的联合计算

创造了条件．此外，它还给出了速度响应，为快速计算薄板上某点的输入功率流提供了便利．

４　 复合隔振体系

４．１　 力的传递率推导

图 ２ 为工业工程中典型的动力设备隔振装置，可将其简化为如图 ３ 所示的复合隔振体系．

图 ２　 典型的动力设备 图 ３　 复合隔振体系

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｔｙｐｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

图 ３ 中，①为动力设备，②为隔振器，包括刚度和阻尼元件，③表示四边固支的矩形薄板基

础．设备的质量为 ｍ，其产生的谐激励幅值为 Ｆ，圆频率为 ω ．设备通过 ４ 个隔振器连接在薄板

基础之上，每个隔振器的刚度、阻尼分别为 ｋ１，２，３，４ 和 ｃ１，２，３，４；薄板尺寸为 ａ × ｂ × ｈ，动力设备简

化为规则长方体，其平面尺寸为 ｅ × ｆ ．图 ４ 为在直角坐标系中表示的复合隔振体系，图 ５ 为机

械四端连接示意．
根据机械四端连接特性［１９］：

　 　
Ｆ１

Ｘ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｍｋ∗

Ｆ３

Ｘ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１４）

其中， ｍ 为质量的四端表达式， ｋ∗ 为弹簧和阻尼并联后的四端表达式，

　 　 ｍ ＝ １ － ｍω ２

０ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， ｋ∗ ＝

１ ０
１

ｋ ＋ ｉｃω
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
．

式（１４）可改写为
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Ｆ１

Ｘ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Δ１１ Δ１２

Δ２１ Δ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｆ３

Ｘ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１ － ｍω ２

ｋ ＋ ｉｃω
－ ｍω ２

１
ｋ ＋ ｉｃω

１

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｆ３

Ｘ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１５）

由式（１５）可得

　 　 Ｆ１ ＝ Δ１１Ｆ３ ＋ Δ１２Ｘ３， （１６）
其中， Ｆ３ 和 Ｘ３ 分别为传递至薄板基础上的力和位移．

图 ４　 直角坐标系下的复合隔振体系 图 ５　 复合隔振体系的四端连接

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ５　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ４⁃ｐｏｌｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｉｎ
ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

设 Ｆ３ ／ Ｘ３ ＝ １ ／ ＭＡ，ＭＡ 表示板上 Ａ 点的位移导纳，则

　 　 Ｆ３ ＝ １
Δ１１ ＋ Δ１２（Ｘ３ ／ Ｆ３）

Ｆ１ ＝ １
Δ１１ ＋ Δ１２ＭＡ

Ｆ１ ． （１７）

由式（１７）可得传递率为

　 　 ＴＦ ＝
Ｆ３

Ｆ１

＝ ｋ２ ＋ ｃ２ω ２

［（１ － ｍω ２ＭＡ）ｋ － ｍω ２］ ２ ＋ ｃ２ω ２（１ － ｍω ２ＭＡ） ２
． （１８）

设 ω ０ ＝ ｋ ／ ｍ ，ξ ＝ ｃ ／ （２ｍω ０）， 则式（１８）可改写为

　 　 ＴＦ ＝
ω ０ ω ２

０ ＋ ４ξ ２ω ２

［（１ － ｍω ２ＭＡ）ω ２
０ － ω ２］ ２ ＋ ４ξ ２ω ２ω ２

０（１ － ｍω ２ＭＡ） ２
． （１９）

传递率 ＴＦ 随参数 ω ０，ξ，ＭＡ 的变化如图 ６ 所示．
由图 ６ 所示， 传递率随 ξ， ω ０ 的变化存在一峰值点， 在参数设计时， 要尽量避开该共振区

域．由式（１１），ＭＡ ＝ Ｘ（ｘＡ，ｙＡ） ／ ＦＡ，ＦＡ 为经由隔振器后的传递力；类似地，可得到ＭＢ，ＭＣ 和ＭＤ ．
设传递后的力ＦＡ，ＦＢ，ＦＣ 和ＦＤ 之间的比例关系为：ＦＢ ＝ Ｎ１ＦＡ，ＦＣ ＝ Ｎ２ＦＡ，ＦＤ ＝ Ｎ３ＦＡ，则ＭＡ，ＭＢ，
ＭＣ 和 ＭＤ 可表示为式（２０），其意义为位移导纳．

　 　 ＭＡ ＝ １
ρ ｓａｂ

∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{ {Ψｍｎ（ｘＡ，ｙＡ）［Ψｍｎ（ｘＡ，ｙＡ） ＋ Ｎ１Ψｍｎ（ｘＢ，ｙＢ） ＋

　 　 　 　 Ｎ２Ψｍｎ（ｘＣ，ｙＣ） ＋ Ｎ３Ψｍｎ（ｘＤ，ｙＤ）］ } ［γ（ω ２
ｍｎ － ω ２）］ } ， （２０ａ）

　 　 ＭＢ ＝ １
ρ ｓａｂ

∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{ {Ψｍｎ（ｘＢ，ｙＢ）

é

ë

ê
ê
Ψｍｎ（ｘＢ，ｙＢ） ＋ １

Ｎ１
Ψｍｎ（ｘＡ，ｙＡ） ＋
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Ｎ２

Ｎ１
Ψｍｎ（ｘＣ，ｙＣ） ＋

Ｎ３

Ｎ１
Ψｍｎ（ｘＤ，ｙＤ）

ù

û

ú
ú } ［γ（ω ２

ｍｎ － ω ２）］ } ， （２０ｂ）

　 　 ＭＣ ＝ １
ρ ｓａｂ

∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{ {Ψｍｎ（ｘＣ，ｙＣ）

é

ë

ê
ê
Ψｍｎ（ｘＣ，ｙＣ） ＋ １

Ｎ２
Ψｍｎ（ｘＡ，ｙＡ） ＋

　 　 　 　
Ｎ１

Ｎ２
Ψｍｎ（ｘＢ，ｙＢ） ＋

Ｎ３

Ｎ２
Ψｍｎ（ｘＤ，ｙＤ）

ù

û

ú
ú } ［γ（ω ２

ｍｎ － ω ２）］ } ， （２０ｃ）

　 　 ＭＤ ＝ １
ρ ｓａｂ

∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{ {Ψｍｎ（ｘＤ，ｙＤ）

é

ë

ê
ê
Ψｍｎ（ｘＤ，ｙＤ） ＋ １

Ｎ３
Ψｍｎ（ｘＡ，ｙＡ） ＋

　 　 　 　
Ｎ１

Ｎ３
Ψｍｎ（ｘＢ，ｙＢ） ＋

Ｎ２

Ｎ３
Ψｍｎ（ｘＣ，ｙＣ）

ù

û

ú
ú } ［γ（ω ２

ｍｎ － ω ２）］ } ． （２０ｄ）

图 ６　 ＴＦ ⁃ξ⁃ω０ 变化曲面

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ＴＦ ⁃ξ⁃ω０ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅ

４．２　 多目标优化策略

针对 ４．１ 小节所描述的复合隔振体系，本文所定义的优化策略即是合理地设计隔振参数，
以尽可能地降低动力设备经由 Ａ， Ｂ， Ｃ 和 Ｄ 点传递至薄板的峰值功率流，从而最大程度地抑

制薄板振动；同时，该 ４ 点不同的振动将会引起动力设备的不均匀振动，造成设备振动损害，故
而，希望通过合理的参数设计使得设备尽可能地趋于均匀振动，这对于设备本身的正常工作、
使用寿命和耐久性来说是非常重要的，这也是动力设备隔振的重要目的之一．

综上，可定义如下的多目标优化问题（用第 ２ 节所述的“功率级”形式表示）：
　 　 ｆｆｉｔｎｅｓｓ １： ｍｉｎ（ｍａｘ（［ｐｏｗｅｒｆｌｏｗ＿Ａ， ｐｏｗｅｒｆｌｏｗ＿Ｂ， ｐｏｗｅｒｆｌｏｗ＿Ｃ， ｐｏｗｅｒｆｌｏｗ＿Ｄ］））
　 　 ｆｆｉｔｎｅｓｓ ２： ｍｉｎ（ｖａｒ［Ｐｅａｋ（Ａ），Ｐｅａｋ（Ｂ），Ｐｅａｋ（Ｃ），Ｐｅａｋ（Ｄ）］），

ｖａｒ（·）为基于 ＭＡＴＬＡＢ ２０１０ 的工具函数， Ｐｅａｋ（Ａ） 为 Ａ 点振动幅值，其他类同；为便于显示，
本文对该结果进行对数 ｌｇ 转换．Ａ， Ｂ， Ｃ 和 Ｄ 点的功率流可由第 ２ 和第 ３ 节进行计算，ｖａｒ（·）
函数用于计算方差，以表征 ４ 点不同振动的差异情况； ｆｆｉｔｎｅｓｓ １ 的定义即表示降低动力设备通过

４ 点传递至薄板结构的峰值功率流， ｆｆｉｔｎｅｓｓ ２ 的定义即表示降低动力设备 ４ 点振动的差异水平，
使其尽可能趋于均匀振动．多目标优化策略的计算流程如图 ７ 所示．
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图 ７　 多目标优化策略

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｙ

５　 数 值 算 例

考虑第 ４ 节所描述的固支薄板基础，基本参数为

　 　 ａ ＝ ３ ｍ， ｂ ＝ ６ ｍ， ｈ ＝ ０．２ ｍ， Ｅ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ， υ ＝ ０．３３， ρ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３ ．
将薄板离散化，以获得板上任一点的坐标，离散化操作为

　 　 Δｘ ＝ ｌｉｎｓｐａｃｅ（０， ａ， ３４）， Δｙ ＝ ｌｉｎｓｐａｃｅ（０， ｂ， ｒｏｕｎｄ（ｂ ／ ａ × ２２）），
其中， Δｘ，Δｙ 分别为薄板两方向的离散精度；ｌｉｎｓｐａｃｅ（·），ｒｏｕｎｄ（·）为基于软件 ＭＡＴＬＡＢ ２０１０
的工具函数，前者用于产生等间距的一组向量，后者进行四舍五入运算．离散后的薄板如图 ８
所示， Ａ， Ｂ， Ｃ 和 Ｄ 即为设备安装的 ４ 个位置．

图 ８　 薄板的离散网格形式

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｇｒｉｄ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ
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动力设备的质量 ｍ ＝ ２００ ｋｇ， 其平面尺寸 ｅ × ｆ ＝ ０．９０ ｍ×１．３８ ｍ， Ａ 点的坐标为（１．２７ ｍ，
１ ２６ ｍ），则 Ｂ， Ｃ，和 Ｄ 点的坐标易得，如图 ８ 示．设备产生的谐激励频率为 ω ＝ １００π ｒａｄ ／ ｓ，力
的振幅为 １×１０３ Ｎ，模拟时程 Ｔｆ ＝ １ ｓ ．对于 ４ 个隔振器 （Ａ， Ｂ， Ｃ， Ｄ），其基本参数表示如下：
ω ０Ａ，ω ０Ｂ，ω ０Ｃ，ω ０Ｄ，ξ Ａ，ξＢ，ξＣ，ξＤ ．

对于 ＭＯＰＳＯ 算法，设定为 ８ 维，即 ｓ（ ｉ） ＝ ω ０Ａ ～ ω ０Ｂ，ｉ ＝ １，２，３，４；ｓ（ ｉ） ＝ ξ Ａ ～ ξＢ， ｉ ＝ ５，６，
７，８．参数搜索范围任意设定为

　 　 ［１０，１０，１０，１０，０．１，０．１，０．１，０．１］ ～ ［１００，１００，１００，１００，１，１，１，１］．
种群数为 ２００；最大迭代次数 ２００；学习因子 ｂ１ ＝ ２，ｂ２ ＝ １；惯性权重采用线性变化的策

略［１４］，ｗｍａｘ ＝ ０．９， ｗｍｉｎ ＝ ０．４．

图 ９　 Ｐａｒｅｔｏ 前沿与选取的最优解

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔｉｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 １０　 薄板振动示意 图 １１　 优化后不同设备安置点的振动幅值

Ｆｉｇ． １０　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｆｉｇ． １１　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｉｎｓｔａｌｌａｔｉｏｎ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

多目标优化计算得到的 Ｐａｒｅｔｏ 前沿如图 ９ 所示，根据第 １ 节描述的最优解选取规则，遴选

得到的最优解为

　 　 ２５．４０１ ７， ０．０１５ ２， ９．７２５ ３， ０．２９７ ９， １５．７５２ ５， ０．０１４ ７， ４９．６９４ ４， ０．１０９ ４．
则 ４ 个隔振器的刚度和阻尼系数分别为

　 　 ｋＡ ＝ ３．８７１ ４ × １０３ Ｎ ／ ｍ， ｋＢ ＝ ５．６７４ ８ × １０２ Ｎ ／ ｍ，
　 　 ｋＣ ＝ １．４８８ ８ × １０３ Ｎ ／ ｍ， ｋＤ ＝ １．４８１ ７ × １０４ Ｎ ／ ｍ；
　 　 ｃＡ ＝ ４．６４９ ４ Ｎ·ｓ ／ ｍ， ｃＢ ＝ ３５．７５３ ７ Ｎ·ｓ ／ ｍ，
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　 　 ｃＣ ＝ ２．７８２ １ Ｎ·ｓ ／ ｍ， ｃＤ ＝ ６５．２５２ ９ Ｎ·ｓ ／ ｍ ．
薄板在 ｔ ＝ １ ｓ 时的峰值振动位移为： ５．８８１ ２×１０－１０ ｍ，薄板振动如图 １０ 所示．
图 １１ 给出了 Ａ， Ｂ， Ｃ和 Ｄ 共 ４ 个设备安置点的振动幅值情况，在 ｔ ＝ １ ｓ 时，４ 点的幅值 Ｘ

分别为

　 　 ［４．７９４ ９５×１０－１０， ４．５５６ ３×１０－１０， ３．０３６ ４×１０－１０， ３．５９２ ３×１０－１０］， ｍ ．
由此可见，优化后的 ４ 点振动幅值较接近，趋于均匀，体现了所定义优化策略的有效性．

６　 结 束 语

本文将固支薄板振动理论与动力设备隔振结合，以模拟设备上楼所引起的工业建筑、厂房

等楼板的振动．引入的薄板振动理论可计算板上作用点的力和速度，为功率流计算创造了有利

条件．基于机械四端连接特性，推导了多点安置设备传递至薄板力的传递率，提出了多目标优

化策略，并引入 ＭＯＰＳＯ 算法，将降低输入至薄板基础的峰值功率流以及使设备尽可能趋于均

匀振动定义为多目标优化问题，数值算例验证了所提出策略的有效性．
本研究为最优隔振设计提供了一个新思路，对于实际工程应用具有一定的指导意义，同时

也可为《隔振设计规范》 ［１］的修订做准备．
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